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Resumen

La importancia social de las enfermedades cardiovasculares motiva el in-
terés en desarrollar modelos numéricos de las paredes arteriales que aporten
informacion para la practica médica. Esto se refuerza por la consideraciéon de
que dichas patologias estan fuertemente relacionadas con factores mecdnicos,
como son los estados de deformacién y de tension. La tesis se centra en el de-
sarrollo de modelos matemaéticos y algoritmos de comportamiento mecanico
de las paredes arteriales, desarrollandose en un marco multidiciplinar.

La hipétesis indicada de relacién entre variables mecanicas y aspectos
de importancia clinica, se refuerza realizando un estudio estadistico de la
correlacion entre la tension tangencial en la intima (superficie interna) y el
espesor de la pared arterial.

Como punto de partida para la formulaciéon de modelos constitutivos, se
desarrollan materiales de comportamiento no lineal con grandes deforma-
ciones e hipereldsticos (no disipan energia al deformarse). Algunos son de
tipo isdtropo, adecuados para la simulacion de la placa ateromatosa, y otros
de tipo anisdtropo, adecuados para las capas de las paredes arteriales sanas.
Dada la dificultad en la experimentacion de arterias humanas y con objeto
de aprovechar la informacién existente, se presenta un método no lineal de
correlacion de pardmetros entre este tipo de modelos.

Posteriormente, se incorporan planteamientos que consideran la disipa-
ci6n de la energia de deformacion en el tiempo (viscoelasticidad), presenténdo-
se un método de ajuste de parametros para ensayos ciclicos lentos. Ademas,
se describe un modelo de dafio continuo (pseudoeldstico) aplicable al proceso
de angioplastia.

La remodelacion constituye un aspecto clave en la simulacion de la este-
nosis y de la aterosclerosis. Se define como el cambio de la geometria (cre-
cimiento, esto es, modificaciones en volumen o forma) o de las propiedades
mecanicas respecto a un estado considerado homeostatico. Se han documen-
tado modelos de crecimiento que consideran parametros globales de las ar-
terias para geometrias y acciones simplificadas. En esta tesis se desarrolla
un modelo volumétrico (crecimiento local) adecuado para la simulacién de
geometrias arbitrarias tridimensionales.

Las configuraciones de referencia de las arterias no se encuentran habi-
tualmente libres de tensiones, presentando generalmente niveles significati-
vos de tensiones iniciales en estado fisiologico. Esto motiva la modificacion
de los modelos constitutivos para un analisis mas realista. Este aspecto se
considera en la tesis revisando los modelos existentes y presentando nuevos
planteamientos.
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Abstract

The social importance of cardiovascular diseases motivates the interest in de-
veloping numerical models for arterial walls in order to provide information
for medical practice. This is enhanced by considering that those patholo-
gies are strongly related to mechanical factors, such as the deformation and
stress states. The thesis focuses on the development of mathematical models
and algorithms of the mechanical behaviour of the arterial walls, which is
developed in a multidisciplinary framework.

The above hypothesis of relation between mechanical variables and as-
pects of clinical importance, is enhanced by developing a statistical study of
the correlation between the shear stress in the intima (internal surface) and
the thickness of the arterial wall.

The starting point for the formulation of constitutive models is the de-
velopment of materials of non-linear behaviour for large strains and hypere-
lasticity (there is no disipation of energy with deformation). Some of them
are isotropic, suitable for the simulation of the atheromatous plaque, and
others are anisotropic, suitable for the layers of healthy arteries. Due to the
difficulty in testing arteries and in order to take advantage of existing infor-
mation, a method is presented for non-linear correlation between those kinds
of models.

Then, schemes are included that consider the dissipation of energy with
deformation in time (viscoelasticity), showing a method for the adjustment
of parameters for slowly cycling testings. Also, a model of continuum damage
(pseudoelastic) suitable for angioplasty processes, is described.

Remodelling constitutes a key feature in order to interpret stenosis and
atherosclerosis. It is defined as the change of either geometry (growth, i.e.
alterations in mass or shape) or mechanical properties with respect to a so-
called homeostatic reference state. Several models have been proposed for
growth by other authors, mostly considering global parameters of the artery
for simplified geometries and loads. In this thesis, a volumetric model is
developed suitable for arbitrary three dimensional geometries.

Reference configurations for arteries are not usually stress-free, on the
contrary they generally have significant levels of pre-stress in the physio-
logical state. This motivates the modification of constitutive models for a
realistic analysis. This aspect is considered in the thesis reviewing existing
models and showing new schemes.
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Résumeée

L’ importance sociale des maladies cardio-vasculaires motive le dévelop-
pement des modéles numériques pour des parois artérielles afin d’obtenir des
informations pour la pratique médicale.

Ceci est renforcé en considérant que ces pathologies sont liées forte-
ment aux facteurs mécaniques, comme la déformation et les situations de
stress. La these se concentre au développement de modeles mathématiques et
d’algorithmes de comportement mécanique des parois artérielles, développés
dans un cadre multidisciplinaire.

L’hypothese indiquée, concernant le rapport entre des variables mécani-
ques et des aspects d’importance clinique, se renforce en développant une
étude statistique de la corrélation entre la tension tangentielle dans I'intima
(surface interne) et 1'épaisseur de la paroi artérielle.

Comme point initial pour formuler des modeles constitutives, on déve-
loppe des matériaux non linéaires, avec une grande déformation et hyper
élastiques (en se déformant, il n’y a pas de dissipation d’énergie). Quelques
matériaux sont isotropes, applicables a la simulation de la plaque athéro-
mateuse. D’autres sont anisotropes, appropriés aux couches d’arteres saines.
A cause de la difficulté d’expérimenter les artéres humaines et en profitant
de I'avantage d’informations existantes, une méthode est présentée pour une
corrélation de parameétres non lineaire entre ce type de modeles.

Ensuite, des schémas, considérants la dissipation d’énergie avec la défor-
mation au cours du temps (viscoélasticité), sont incorporés, en présentant une
méthode d’ajustement de parametres pour des testes de cycle lent. De plus,
un modele d'un damage continu (pseudo élasticité) est décrit, applicables aux
procédés angioplasties.

Le remodelage constitue d'un aspect-clé dans la simulation de la sténose et
de l'athérosclérose. Il est défini comme le changement de la géométrie (crois-
sance, i.e. changements de volume ou de forme) ou des propriétés mécaniques
par rapport a un état de référence homéostatique. Plusieurs modeles de crois-
sance ont été proposés par d’autres auteurs qui, en général, considerent des
parametres globaux des arteres pour des géométries et des charges simplifiées.
En cette theése, un modele volumétrique (croissance locale) a été développé,
qui est applicable pour des géométries trois dimensionales arbitraires.

Dans la plupart des cas, les configurations veineuses de référence ne sont
pas libres de tension. Au contraire, ils ont généralement des niveaux signi-
ficatifs de tensions initiales dans I’état physiologique. Ceci motive la modi-
fication des modeles constitutifs pour une analyse réaliste. Cet aspect est
considéré dans la these en révisant des modeles existants et en présentant de
nouveaux schémas.
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Notaciones

A continuacién se exponen las principales notaciones adoptadas en el
desarrollo de la tesis, ordenadas segin el contexto en el que aparecen:

R Cuerpo de los nimeros reales

R™ Espacio euclideo de dimensién n

Oab Delta de Kronecker correspondiente a los indices a y b
A, [Agy) Tensor de segundo orden y componentes

A, [Auwea] Tensor de cuarto orden y componentes

A-B,0,1 Producto de tensores, tensor nulo y tensor identidad
Q Tensor ortogonal

A-a Aplicacion de un tensor sobre un vector

A:B Contraccion doble de tensores

a®b Producto tensorial de vectores

alNb Producto vectorial

lal,|Al Norma de un vector y de un tensor

adj A Tensor adjunto

AT Tensor transpuesto

M3*3 Matrices cuadradas de orden 3

Mi” Matrices cuadradas de orden 3 con determinante positivo
Q Universo muestral

n Numero de datos muestrales

Z., Y. Valor medio de los valores muestrales

gdl Grados de libertad

0o, b1 Coeficientes de correlacién

scrl Suma de cuadrados debida a la regresion lineal
scarl Suma de cuadrados alrededor de la regresion lineal
Fon I de Snedecor con m y n grados de libertad

« Nivel de significacion

e Espesor

Qup Cuartil a respecto a la variable b

t Tiempo

B, Configuraciéon en tiempo ¢

c> Conjunto de funciones suaves

X, x Vectores posicion en las conf. inicial y deformada

{Xa},{z.} Coordenadas en las conf. inicial y deformada
@ Funcién transformacion del movimiento
v,a Vectores velocidad y aceleracién
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Grad, grad Gradientes en las conf. inicial y deformada

F Gradiente de deformacién

J Determinante del jacobiano, coeficiente volumétrico
A Alargamiento

R Tensor rotacién

Uu,v Tensores de alargamiento derecho e izquierdo

2

},{n,} Direcciones principales en las conf. inicial y deformada
Alargamientos principales

ot Nanten
pS
Q
— o

C.b Tensores de Cauchy-Green por la derecha y por la izquierda

E Tensor de Green

e Tensor de Almansi

€ Parte simétrica del gradiente de desplazamientos en la conf. deformada
d Parte simétrica del gradiente de velocidades en la conf. deformada
{1} Invariantes y pseudo-invariantes de anisotropia de C'

C Tensor de Cauchy-Green por la derecha isocorico

{1,} Invariantes y pseudo-invariantes de anisotropia isocéricos

It Fuerza y tension aplicadas sobre una superficie

N, n Vectores normales unitarios en las conf. inicial y deformada

S,s Superficies en las conf. inicial y deformada

Vv Voltmenes en las conf. inicial y deformada

o Tensor de tensiones de Cauchy

o Tensién corratacional de tensiones

P S Primer y segundo tensores de Piola-Kirchhoff

T Tensor de Kirchhoff

S Tensor de Biot

C,c Tensores de elasticidad en las conf. inicial y deformada

Pint Potencia especifica en la conf. deformada

v Densidad de energia libre en la conf. inicial

w Densidad de trabajo realizado en la conf. inicial

Wl Densidad de trabajo volumétrico realizado en la conf. inicial

Wiso Densidad de trabajo isocérico realizado en la conf. inicial

Wee Funciéon densidad de energia a tiempo infinito

{T.} Energias de disipacién asociadas a variables internas

wo Funciéon de densidad de energia a tiempo inicial

10) Superficie de dano

W Funcién densidad de energia en la conf. inicial para tensién plana
E Energia potencial de un sistema mecéanico

{T',,Q,} Variables internas de deformacion y tensién en visc. de Holzapfel
{Var .} Variables internas de deformacién y tension en visc. de Simé
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B, Configuraciéon virtual de crecimiento libre

F. F, Partes elastica y por crecimiento de F'

7 Superficie de la intima en la configuraciéon de referencia

X i Punto mas cercano a 7

K1, ke, Hy  Curvaturas maxima, minima y media

L.g Primera y segunda forma fundamental de una superficie

Sw Operador de Weingarten

J(h) Senal de la intima a distancia h

By Configuracién de referencia con tensiones iniciales

B, Configuraciéon virtual libre de tensiones

F, Gradiente de deformacién de By respecto a B,

F. Gradiente de deformacién elastico respecto a B,

E v Médulo de elasticidad y coeficiente de Poisson

A, f Constantes de Lamé

K, G Moédulos volumétrico y tangente

{72, 05°}  Tiempos de relajacién y factores de energia en visc. de Holzapfel

{74,7°} Tiempos de relajacién y factores de energia en visc. de Simé

¢ Variable de dano continuo

o} Variable fenomenolégica de dano

Cooy Maéaximo dano adimensional y parametro de saturacion al dano

00, 70 Tensiones de equilibrio por crecimiento

Q Exponente de decrecimiento de la senal de la intima

Ty, T,, T, Parametros temporales del modelo de crecimiento
Observaciones:

= Algunas notaciones aparecen repetidas, adoptando su significado segiin
el contexto en el que aparecen.

= Salvo excepciones motivadas por una mayor claridad en la exposicién,
se hace uso de la misma notacién para denotar funciones cuyas imégenes
representan el mismo concepto fisico, si bien sus variables independien-
tes son distintas.

= Salvo excepciones, los indices de las componentes de vectores o tensores
se denotan con letras mayusculas (A, B, C...) en la configuracién
de referencia y con letras mintusculas (a, b, c...) en la configuracion
deformada.






Capitulo

Introduccién, objetivos y
alcance

En este capitulo se introducen los principales conceptos biolégicos y médi-
cos relacionados con la investigacion de la presente tesis doctoral (seccio-
nes [Ty [[2)), prestandose especial atencién a la relevancia de la biomecdnica
en la medicina cardiovascular.

Se presentan ademds los aspectos mecanicos més relevantes de las pa-
redes arteriales, destacandose el comportamiento fuertemente no lineal con
grandes deformaciones, anisotropia por la presencia de fibras de coldgeno en
direcciones preferentes, adaptacion frente acciones externas, comportamien-
to reoldgico y presencia de tensiones residuales (seccion [L3). El estado de
la técnica se muestra indicando algunos modelos mecanicos de importancia
clinica (seccién [L4]).

Posteriormente se desarrollan los objetivos de la tesis y se indican el
alcance y las aportaciones mas relevantes (seccién [LH), centrados principal-
mente en la formulacion y ajuste de modelos constitutivos, y especialmente
proponiendo un modelo de crecimiento aplicable a geometrias arbitrarias
tridimensionales.

Por 1ltimo se enmarca la investigacion realizada, presentandose otras tec-
nologias necesarias para la simulaciéon mecéanica de las paredes arteriales, co-
mo es la reconstruccion geométrica, la modelizacion de la sangre-fluido, la
adquisicion de propiedades mecénicas y los métodos de resolucion numérica

(seccién [L6)).
1.1. Motivacién
Actualmente en Espana las enfermedades cardiovasculares son la primera

causa de muerte a partir de los 75 anos y la segunda entre los 15 y los 74 anos
(véase |[LLACER ET AL. [2002]). S6lo en la Comunidad de Madrid fallecen
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anualmente por enfermedades cardiovasculares aproximadamente 13000 per-
sonas, lo que supone el 37,7 % de los fallecimientos. En particular, la ateros-
clerosis (que no era una enfermedad comin en la antigiiedad y ahora supone
aproximadamente un 10 % de los fallecimientos) es cada vez mads frecuente
en nuestros dias y puede dar lugar a angina de pecho, infarto, embolia, etc.
Ademas, su tratamiento, basado en la angioplastia transluminal percutdnea,
presenta complicaciones (reestenosis en aproximadamente entre 50 y 60 % de
los casos, y entre 25 y 30 % tras la introduccién de stent).

La situacion indicada justifica el interés en desarrollar modelos que evaltien
la respuesta mecanica de la sangre (fluido) y de la pared arterial (sélidos),
aportando informacion al diagndstico y la terapia cardiaca. Uno de los com-
ponentes de mayor importancia en estos modelos son las relaciones entre
el estado tensional y el de deformacion (ecuaciones constitutivas), dada la
relacion exitente entre estos estados y la aparicién de enfermedades cardio-
vasculares.

La presente tesis doctoral se centra principalmente en dichas relaciones y
en la modelizacién de los fenémenos de adaptacién a cambios mecanicos (en
particular a cambios en la presién y en el flujo sanguineo). Los modelos son
aplicables a geometrias arbitrarias reconstruidas a partir de imagenes médi-
cas, aportando informacion acerca de la aparicion y evolucién de patologias.

1.2. Aproximacién bioldgica y médica

En esta seccion se recogen los principales conceptos bioldgicos y médicos
relacionados con la investigacién.

1.2.1. Biologia, medicina y biomecanica

Esta tesis doctoral estd en relacién con diversas disciplinas (marco mul-
tidisciplinar), algunas de las cuales se indican a continuacién:

a) Biologia es la ciencia de la vida. Este término fue introducido en Ale-
mania en 1800 y popularizado por el naturalista francés Jean Baptiste
de Lamarck con el fin de reunir en él un niimero creciente de disciplinas
que se referian al estudio de las formas vivas.

b) Anatomia esla rama de la biologia relativa a la organizacién estructural
de los seres vivos.

c) Fisiologia es la rama de la biologia que se ocupa de los procesos fisicos
y quimicos que tienen lugar en los organismos durante la realizacion
de sus funciones vitales. Este término estd intimamente ligado al de
anatomia, hablandose a veces de anatomia funcional.

d) Medicina es la ciencia que trata de la curacién y prevencién de la
enfermedad, asi como del mantenimiento de la salud.
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e) Biomecdnica es la mecdnica aplicada a la biologia. Citando a [FUNG
[1993]:

«Biomechanics aims to explain the mechanics of life and
living. From molecules to organism everything must obey the
laws of mechanics.»

La biomecanica permite entender el funcionamiento normal de los orga-
nismos, predecir sus cambios debidos a alteraciones y proponer métodos
de intervencién artificial. Por tanto, el diagndstico (determinacién de
la naturaleza de la enfermedad) y la terapia (tratamiento de la enfer-
medad) estdn intimamente ligados a la biomecénica.

1.2.2. Tejidos biolégicos blandos

Se entiende por tejidos bioldgicos blandos (conectivos) el conjunto de te-
jidos que une, soporta y protege a los organismos vivos, distinguiéndose de
los tejidos duros (mineralizados) por su gran flexibilidad y bajas propieda-
des mecdanicas. Ejemplos de tejidos blandos son los tendones, ligamentos,
musculos, vasos sanguineos y cartilagos articulares (véase la figura [[T]).

Figura 1.1: Ligamento de unién del fémur con el peroné (modelo aportado por el
Grupo de Biomecéanica de la Divisién de Mecanica Estructural de la Universidad
de Zaragoza)

Los tejidos blandos conectivos son estructuras complejas reforzadas con
fibras. Sus propiedades mecanicas (véase el cuadro [[T]) dependen de la con-
centracién y disposicién de elementos como la elastina, coldgeno y células
musculares, que se describen a continuacién segin FUNG  [1993];
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a) La elastina es una proteina que constituye el material biol6gico de com-
portamiento mas lineal que se conoce, manteniéndose las caracteristicas
eldsticas hasta un alargamiento A = [/l &~ 1,6, siendo [ la longitud de-
formada y [y la longitud inicial. Su médulo de elasticidad longitudinal
(esto es, la relacion entre la tensién y la deformacion) es F =~ 0,6 MPa.

b) El coldgeno es un elemento estructural basico para tejidos duros y blan-
dos en animales, aportandoles integridad y resistencia mecéanica. Por
ejemplo, el contenido de coldgeno en los tendones es aproximadamen-
te veinte veces superior al de elastina. Se trata de una proteina que
como la elastina representa uno de los mayores componentes de la ma-
triz extracelular de los tejidos blandos. Se puede presentar en una gran
variedad de formas. Su médulo de elasticidad longitudinal (F) es de
aproximadamente 1000 MPa con una resistencia a traccién de entre 50
y 100 MPa.

c) Los misculos pueden ser clasificados en lisos y estriados, segun el as-
pecto, y siendo los primeros no controlados por nervios voluntarios. Los
musculos de los vasos sanguineos son lisos, denomindndose maiisculos
lisos vasculares. Estan compuestos fundamentalmente por filamentos
proteicos de actina y miosina, siendo los primeros mucho maés finos
que los segundos. Pueden estar en estado pasivo o activo tras una esti-
mulacion eléctrica que provoca la contraccion.

Material Resistencia  Deformacion Coldgeno Elastina
dltima (MPa)  dltima (%) (% seco) (% seco)
Tendén 50 — 100 10— 15 75 — 85 <3
Ligamento 50 — 100 10— 15 70 — 80 10-15
Aorta 0,3—-0,8 50 — 100 25 —35 40 — 50
Piel 1-20 30— 70 60 — 80 10-15
Cartilago 9 — 40 60— 120  40-120 -

Cuadro 1.1: Propiedades mecanicas de algunos tejidos biolégicos blandos segin
HoLZAPFEL [2000a]

Estos tres elementos son fundamentales en la composicién de los tejidos
blandos, de hecho, HAYASHI [2001a| propone como modelo de tejido el indi-
cado en la figura [I.2] donde la elastina y el colageno se esquematizan como
muelles (con mayor rigidez en el caso del colidgeno) y las células musculares
como amortiguadores (disipadores de energia). El esquema es muy simple, no
teniendo en cuenta multitud de fenémenos, como es la activacién muscular.
No obstante, se presenta el modelo con objeto de indicar la importancia de
las propiedades micromecanicas de los materiales simples, que se componen
para dar lugar al comportamiento macroscopico de los tejidos blandos.
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Figura 1.2: Modelo de tejido blando segiin HAYAsHI [2001a]

1.2.3. El sistema cardiovascular

La primera funcién del sistema cardiovascular es el transporte de masa
(sangre), esto es, el transporte de oxigeno, diéxido de carbono, productos
nocivos, hormonas, etc. dentro del organismo (véase HUMPHREY [2001b]).
Este sistema consta de un corazon, que sirve de bomba con sus movimientos
de sistole (contraccién) y didstole (relajacién), de la sangre, como medio de
conduccién y de los wvasos sanguineos, a través de los cuales se realiza la
circulacion.

El sistema circulatorio esta dividido en circulacion sistémica, pulmonar
y coronaria:

a) En la circulacion sistémica la sangre es bombeada desde el ventriculo
1zquierdo a través de la aorta, y alcanza los capilares a través de las
arterias y arteriolas para volver a la auricula derecha a través de las
venas.

b) En la circulacion pulmonar la sangre sale del ventriculo derecho, y
tras el intercambio de gases en los pulmones termina en la auricula
1zquierda.

c) La circulacion coronaria parte de la aorta y se ocupa del riego de los
tejidos del corazon.

El diametro y espesor de los vasos sanguineos son diferentes en funcion
de las demandas del arbol vascular. En general, el didametro de las arterias y
el espesor decrece gradualmente conforme aumenta la distancia al corazon,
pero la seccién transversal total (suma de todos los vasos) aumenta hasta ser
maxima en los capilares. En el cuadro se indican los tamanos de arterias
caninas segun |[CARO ET AL. [1978|. Ademads, las propiedades de la pared
dependen de la posicién, asi la rigidez y el amortiguamiento (disipacién)
aumentan al alejarse del corazén con objeto de mantener un flujo sanguineo
aproximadamente constante.
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Vaso Didametro (mm)  Espesor (mm)
Aorta toracica 13 0,65
Aorta abdominal 9 0,5
Arteria carétida 5 0,3
Arteria femoral 4 0,4
Arteriola 0,05 0,02
Capilar 0,005 0,001
Vénula 0,04 0,002
Vena cava 10 0,15
Arteria pulmonar 17 0,2

Cuadro 1.2: Tamano de arterias caninas segiin [CARO ET AL. [1978]

1.2.4. Estructura de la pared arterial

La pared arterial estd compuesta de tres capas: la intima, la media y la
adventicia; que estan separadas por membranas eldsticas (véase la figura[[3)):

a) La superficie luminal (superficie interna) esta compuesta por una capa
de células endoteliales, denominada intima, que esta en contacto con la
sangre sometida al esfuerzo cortante del flujo sanguineo. Esta capa tiene
la propiedad de permitir que la sangre permanezca en estado liquido
en contacto con ella, principalmente debido a la presencia de cofactores
para la antitrombina III, que actia como inhibidor de la actuacién de
la trombina.

b) La capa mds gruesa se denomina media y presenta la mayor capacidad
de soporte de la estructura. Esta formada por células musculares, fibras
de colageno, elastina y matriz de relleno. Dependiendo de la zona en
que se encuentre la arteria se modifica la relacién entre los materiales.
Asi por ejemplo el porcentaje de elastina es superior en las arterias
cercanas al corazon, debido a su funcién fisiolégica de regulacion del
flujo (véase FAURY [2001]). Bajo condiciones fisioldgicas o normales
las células musculares estan parcialmente contraidas dando lugar al
tono muscular basal. Estas células musculares son las causantes de la
vasomotricidad (vasoconstriccion y vasodilatacion).

c) La adventicia es la capa externa y consiste principalmente en fibras
de coldgeno, sustancia intercelular, fibroblastos (células cuyo objetivo
principal es la formacién de sustancia intercelular) y elastina.

En el cuadro [L.3]se recoge la composicion de la media y la adventicia para
las arterias pulmonar y tordcica segin FUNG [1993].

Como 6rdenes de magnitud (siguiendo aFUNG [1993])), la arteria tordcica
de un cerdo presenta en la media un médulo de elasticidad de 43,25 kPa y
en la adventicia 4,70 kPa. En el caso de la aorta ascendente, se tiene para la
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Figura 1.3: Estructura de la pared arterial. En el grafico de la izquierda se re-
presenta en rojo y amarillo la intima, en azul la media con las células musculares
y en naranja la adventicia (en negro se senala la superficie interior de la media y
de la adventicia)

media un modulo de elasticidad de 447 kPa y para la adventicia 111,9 kPa.
Por dltimo, en la aorta descendente se tiene un modulo de elasticidad de
247 5 kPa para la media y uno de 68,7 kPa para la adventicia.

Componente Arteria pulmonar Aorta tordcica

Media

Misculo liso 46,4 £ 7,7% 33,5 £10,4%

Sustancia intercelular 17,24+86% 5,6 +6,7%

Elastina 9,0+3.2% 243+ 7.7%

Colageno 27,4 +132% 36,8 £10,2%
Adventicia

Colageno 63,0+ 85% 777+ 141 %

Sustancia intercelular 25,1 +8,3% 10,6 10,4 %

Fibroblastos 10,4 +£6,1% 944+11,0%

Elastina 1,54+1,5% 24+32%

Cuadro 1.3: Composicion de la media y adventicia para varias arterias segin
Funa [1993]

1.2.5. Patologias cardiovasculares

Como ya se ha indicado (seccién [[]), se estima que las enfermedades
cardiovasculares son la primera causa en Espana de muerte a partir de los 75
anos y la segunda desde los 15 a los 74 anos. Entre las patologias cardiovas-
culares més frecuentes se destacan:

a) La hipertension es un incremento crénico de la presion sanguinea.

b) La trombosis consiste en el bloqueo de un vaso sanguineo o una cavidad
cardiaca por un trombo o codgulo.



8 1.2. Aproximacién bioldgica y médica

c¢) La aterosclerosis consiste en un estrechamiento del lumen arterial (fenéme-

no conocido como estenosis) por la formacién de una placa ateros-
clerdtica. Esta placa consta de:

» Placa de tejido conjuntivo (tejido fibroso general de relleno) que
surge por espesamiento de la intima y presenta una superficie lisa
y brillante de color amarillo (si bien el centro es blancuzco).

» Placa ateromatosa (ateroma) formada por agrupaciones de coles-
terol y otras sustancias lipidicas.

La aterosclerosis puede dar lugar a angina de pecho, infarto, embolia,
etc.

d) El aneurisma consiste en la inestabilizacién mecdanica de la pared arte-
rial, produciendo un crecimiento descontrolado localizado.

Entre las distintas modalidades de imagenes para el diagnéstico corona-
rio, las angiografias y las obtenidas por ultrasonidos son las mas usuales en
entornos hospitalarios. Las angiografias (véase la figura[[.4] (a)) se obtienen
proyectando un contraste que se inyecta en las arterias. Esta técnica tie-
ne el inconveniente de no aportar informacién de la morfologia arterial, de
necesitarse varias proyecciones en planos distintos para la reconstruccion tri-
dimensional y de obtenerse una secuencia de imagenes fuertemente variables
debido a la dindmica del corazon. Por otra parte, la técnica de generacion de
imdgenes intravasculares mediante ultrasonido, IVUS («IntraVascular Ultra-
sound System», véase la figura [[.4] (b)), permite estudiar la morfologia de la
pared del vaso y la composicion de la placa. Estas técnicas permiten obte-
ner geometrias reales que pueden ser introducidas en los modelos mecanicos
de cédlculo. En la seccién [1.6.1] se indica la aplicacién de este tipo de tec-
nologias a la reconstruccion tridimensional del vaso, extrayendo la sonda de
ultrasonidos a velocidad controlada.

1.2.6. La aterosclerosis

La aterosclerosis no era una enfermedad comtn en la antigiiedad (si bien
se han encontrado casos en momias egipcias), volviéndose habitual conforme
en las poblaciones se ha ido superando la mortalidad precoz causada por
enfermedades infecciosas, y debido a los cambios en las dietas alimenticias,
favoreciendo su desarrollo.

Comienzo de la aterosclerosis. Los primeros pasos de la aterosclerosis
en el hombre no estdn todavia claros. Segun |ZIPES Y LIBBY [1997] su
comienzo se puede descomponer en las siguientes etapas:
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(b) Ultrasonidos. Se muestra el catéter
circular con la sonda de ultrasonidos en su
centro, y los contornos interior y exterior

(a) Angiografia de la pared arterial

Figura 1.4: Angiografia y ultrasonidos

1. La presencia de una dieta rica en colesterol y grasas saturadas provoca
la acumulacién de pequenas particulas lipidicas en la intima, que a su
vez favorecen una mayor acumulacién de estas particulas, favoreciendo
el tiempo de residencia (se ha comprobado en ratones que este tiempo
de residencia esta relacionado con la aparicién de lesiones tempranas
en las arterias).

2. Acumulacion y adherencia de leucocitos que tienden a entrar en la
intima acumulando lipidos y transformandose en células conjuntivas.

Este proceso se ve favorecido en aquellos lugares de flujo sanguineo mas
desordenado.

Evolucion del ateroma. La evolucion del ateroma puede descomponerse
en las siguientes fases (véase el esquema de la figura [[5]):

1. Transporte de células musculares lisas desde la media hasta la intima
y proliferacién de dicho tipo de células.

2. Muerte de células musculares en la intima. Por tanto, la acumulacion de
células musculares proviene del equilibrio entre las que aparecen segun
el punto anterior y las que mueren.

3. La matriz extracelular es de mayor importancia en volumen que las
células en una placa aterosclerdtica avanzada. Ademaés, presenta un pa-
pel importante en la remodelacién que acompana la lesién. Durante los
primeros tiempos de vida del ateroma el crecimiento de la placa es hacia
afuera, en direccion abluminal. Este crecimiento incrementa el calibre
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de la arteria (proceso denominado remodelado positivo) produciendo
un movimiento de la matriz extracelular con objeto de acomodarse al
crecimiento circunferencial. La estenosis tiende a ocurrir después de que
la placa exceda el 40 % de la seccién transversal.

4. Migracion y reproduccion de células endoteliales, conforme se desarro-
llan canales de microcirculacion (neovascularizacion) en la placa. El
aumento de estos canales aumenta la superficie especifica, favoreciendo
el transporte de leucocitos. La microvascularizacién de la placa favorece
también su crecimiento al superarse las limitaciones de aportacion de
oxigeno y nutrientes.

5. Las placas usualmente desarrollan dreas calcificadas.

Figura 1.5: Esquema de evolucién de la aterosclerosis segiin [LIBBY [2003]

Complicaciones de la aterosclerosis. Actualmente se cree (véase [ZIPES|
Y LIBBY [1997]) que la trombosis (oclusién por particulas) es el elemento
que complica una placa oclusiva, pudiendo dar lugar a infarto de miocardio.
Este se considera de hecho el mecanismo critico de transicién de aterosclerosis
cronica a aguda.

Se distinguen dos causas principales que dan lugar a la trombosis. El
primero de ellos es la rotura de la placa y el segundo la erosion superficial.

Casos especiales de aterosclerosis. Se distinguen los siguientes casos
especiales de aterosclerosis:
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a) Reestenosis (disminucién del lumen en menos del 50 %) tras una inter-
vencion arterial (principalmente angioplastia, denominandose reesteno-
sis postangioplastia).

b) Aterosclerosis después de un trasplante.

¢) Aneurisma debido a una lesién en la media, perdiéndose la ldmina
elastica que la separa de la intima.

d) Recientemente se ha descubierto la posibilidad de que ciertas infeccio-
nes sean causantes de la aterosclerosis.

Tratamientos de la aterosclerosis. Los tratamientos contra la ateros-
clerosis se basan frecuentemente en la introduccién de elementos a través
de la piel. Asi, la angioplastia transluminal percutdnea (ATP) consiste en
la dilatacién plastica de la pared arterial y de la placa, mediante un balén
hinchado a presién elevada (entre 10 y 15 bares).

No obstante, al cabo de un tiempo de la angioplastia (antes de los pri-
meros seis meses) suele producirse la reestenosis (aproximadamente entre 40
y 50 % de los casos). Por esta razén se han desarrollado numerosas formas
de prevencién de la misma, como la introduccion de elementos denominados
stents (que pueden ser auto-expandibles o expandibles por bal6n) que tratan
de mantener abierto el lumen, si bien en un porcentaje de aproximadamente
entre 25 y 30 % de los casos se forma una nueva intima (reendotelizacion) y
se modifica la geometria aumenténdose el espesor (ESCANED ET AL. [1999]
estudian la propensién a la reestenosis segiin distintos tipos de stents, donde
se recoge el elevado riesgo de reestenosis en los autoexpandibles). Una de las
técnicas no mecdanicas es el tratamiento con farmacos, como pueden ser anti-
coagulantes, antitromboticos, antiinflamatorios, antiagregantes plaquetarios,
etc.

Recientemente se ha comprobado (tanto en estudios en animales como en
seres humanos) la eficacia de la radioterapia en la prevencién de la reestenosis
postangioplastia (véanse, por ejemplo, APARDIAN ET AL. [2000| y [CHAN Y
MOLITERNO [2001]) al evitarse la proliferacién de células musculares lisas
de la media. La radioterapia puede ser externa o interna (braquiterapia). Este
ultimo tipo parece dar mejores resultados, habiéndose utilizado radiocoloi-
des dentro de un baldn, stents radiactivos y catéteres porta-fuente (ésta se
considera por lo general la técnica més simple y adecuada).

1.3. Aspectos mecanicos relevantes

Los modelos més representativos del comportamiento mecénico (esto es,
tensiones y deformaciones, de forma andloga a fuerzas y desplazamientos en
un sistema mecénico discreto) de las paredes arteriales (y en general de los
materiales biol6gicos) son de tipo no lineal, dadas las grandes deformaciones
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y rotaciones que presentan y debido al proceso de alineacién de las fibras
de coldgeno. Una de las formulaciones de mayor difusién en este tipo de
modelos es la de tipo hipereldstico (véanse, por ejemplo, HUMPHREY [1995]
y LIMBERT Y TAYLOR [2002]). Este tipo de modelos se expondran en detalle
en el capitulo Bl

Ademas, estos materiales son fuertemente anisotropos, debido a la pre-
sencia de direcciones preferentes muy influenciadas por la disposicion de las
fibras de colageno. En particular, en las paredes arteriales se suelen distinguir
con claridad dos familias de fibras en direcciones distintas.

Una de las hipétesis usualmente aceptada es la de que los tejidos biologicos
blandos presentan un comportamiento isocérico® (es decir, deformacién sin
cambio de volumen). Esto puede explicarse por el hecho de que el contenido
en agua es superior al 70 %, a excepcién de los cartilagos de las articulaciones
dada la presencia de microporos.

Es sabido que los materiales de los tejidos exhiben un comportamiento
de adaptacién frente a acciones externas (véase RACHEV [2001]). En este
sentido, se denomina remodelacion a la variacién de las propiedades del ma-
terial (remodelado estructural) y a la variacién de la geometria por aumento
de masa (remodelado mdsico, hablandose también de crecimiento). También
se distingue el remodelado positivo del negativo segin aumente o disminuya
(respectivamente) el lumen del vaso.

Por otra parte, estos materiales presentan un comportamiento reolégico
(es decir, dependiente del tiempo) debido fundamentalmente a la presencia de
células musculares (véase [FUNG [1993]), lo que ha motivado el desarrollo de
modelos viscoeldsticos (véanse HOLZAPFEL [2001],MATONICK Y L1 [2001],
WEISS ET AL. [2002], |PROVENZANO ET AL. [2001]|y [LAKES Y VANDERBY
11999]) y su implementacién en esquemas de elementos finitos (véase, por
ejemplo, [PUsO Y WEIss [1997])).

Experimentalmente, cuando una porcion de arteria es extraida, ésta dis-
minuye en longitud debido al alargamiento longitudinal impuesto que induce
tensiones residuales longitudinales?. En esta nueva situacién, la muestra se
encuentra libre de cargas aunque permanecen tensiones residuales circunfe-
renciales. Esto se muestra al cortar radialmente una pequena longitud de
arteria en forma de anillo, observandose que éste se abre para formar un sec-
tor circular (véase FUNG [1993]). Las tensiones residuales tienen su origen
en el proceso de adaptaciéon a las acciones exteriores.

Como 6rdenes de magnitud, en |HOLZAPFEL ET AL. [2000] se adopta
un alargamiento longitudinal de 1,70 en la arteria carétida de un conejo y
de 1,72 en la de un perro. Ademds, en HOLZAPFEL [2001] se considera un
alargamiento longitudinal de 1,1 en la arteria coronaria descendente anterior

I'No obstante, se han desarrollado modelos bifsicos que admiten la compresibilidad de
los tejidos blandos (véase WEISS [2001]).

2 Algunos autores como Holzapfel y Ogden no califican de residuales a las tensiones pro-
ducidas por el alargamiento longitudinal de las arterias. En este sentido se sigue HUMPH-
REY [1995], que habla de tensiones residuales longitudinales.
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humana.

Otro aspecto a considerar es la interaccion fluido-estructura. Este aspecto
es de importancia en los estudios de variables hemodinamicas en el contacto
con la pared (como se presenta mas adelante, estas variables estdn relacio-
nadas con la aparicién y evolucién de enfermedades cardiovasculares) y el
calculo de la velocidad de propagaciéon de las ondas de presion en la sangre
(al modificarse la impedancia, esto es, la resistencia de la pared al paso de la
sangre).

1.4. Estado de la técnica

El estudio del flujo sanguineo y del comportamiento mecénico de los vasos
es un campo de gran interés actual dentro de la biomecanica. Las primeras
aproximaciones se centraron en la simulacién del flujo sanguineo, tratdandolo
como un fluido viscoso y con rozamiento pero considerando el vaso como rigi-
do (TAYLOR ET AL. [1998] estima que la variacién del didmetro de la mayor
parte de las arterias durante el ciclo cardiaco es aproximadamente entre 5 y
10 %). Estudios més actuales consideran la interaccién entre la pared arterial
y el fluido (generalmente con materiales isétropos), en modelos elasticos li-
neales y no lineales. Ademas se han realizado avances en la sistematizacién de
modelos para aplicaciones clinicas. En relacion con los aspectos mencionados,
se destacan:

a) YAMAGUCHI [2000] estudia el efecto de una placa ateromatosa en un
modelo arterial tridimensional, considerando la interaccién entre el flui-
do y la pared. Se considera un fluido newtoniano (véase el apéndice [DI)
y el material de la pared arterial elastico lineal e isétropo.

b) TANG ET AL. [1999a] y TANG ET AL. [1999b| estudian las tensiones
y deformaciones de la pared de arterias cardtidas con estenosis ideali-
zadas. Se desarroll6 un modelo de elementos finitos tridimensional con
interaccion fluido estructura, de pared gruesa y delgada. El material de

la pared se consideré homogéneo e isétropo (en particular hipereldstico
de Ogden).

c¢) TAYLOR ET AL. [1998] desarrollan un entorno de célculo por elemen-
tos finitos capaz de analizar el flujo sanguineo. El sistema es capaz
de modelizar la pared arterial, el fluido y el interfaz fluido-sélido, uti-
lizando una descripcién del medio continuo del tipo ALE (Arbitrary
Lagrangian-Eulerian). Otro sistema de andlisis integrado en entornos
médicos es el expuesto en [MABRY ET AL. [1997], donde el fluido es
considerado viscoso newtoniano y la pared elastica.

Paralelamente se han ido desarrollando simulaciones de elementos ar-
tificiales (especialmente balones y stents) y de su interaccién con cuerpos
biolégicos, destacandose:
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a) AURICCHIO Y TAYLOR [1997] modeliza un stent auto-expandible,
prestandose atencion especialmente a la caracterizacién mecanica de
los materiales con memoria de forma, y sin considerar la interaccion
con la placa ateromatosa.

b) WHITCHER [1997| estudia la resistencia a fatiga de un stent auto-
expandible sujeto a los ciclos de sistole y diastole. La accién de la
arteria sobre el stent se modeliza como una presién uniforme, con dos
valores de la presién con objeto de simular las condiciones de sistole y
de diastole.

c¢) ROGERS ET AL. [1999] estudia la interaccion entre balén y arteria en el
proceso de introduccién de stent con materiales isotropos. El objetivo es
aumentar el conocimiento acerca del mecanismo de dano de la intima.

d) AURICCHIO ET AL. (2000 estudian la interaccién biomecénica entre un
stent extendible por balén y una arteria con estenosis, modelizando el
stent, la placa y la arteria. Los materiales son considerados homogéneos
e isotropos.

e) HOLZAPFEL Y SCHULZE-BAUER [2000] hacen uso de la resonancia
magnética para aproximar la geometria del vaso e identificar los di-
ferentes tipos de tejidos blandos y areas de calcificacién. El modelo
de material es no lineal, anisétropo y elastoplastico, indicandose los
parametros asociados a cada tipo de tejido. El objetivo principal es
caracterizar el estado tensional y de deformaciones en las direcciones
axial y circunferencial.

En lo que se refiere a la aterosclerosis, las hipotesis basicas actuales re-
lativas a su generacién y desarrollo son (siguiendo el proyecto MOTRICO
2001], véase el apéndice [Bl):

= El proceso de degeneracién aterosclerdtico ocurre en una forma contro-
lada por la tensién de cizalla y la tension de la pared del vaso.

= El proceso de remodelado vascular y formacion de nueva intima que
aparecen después del proceso de reparaciéon de una arteria ocurren en
una forma controlada por la tensién de cizalla y la tensién de la pared
del vaso.

1.5. Objetivos, alcance y aportaciones de la
tesis

1.5.1. Objetivos

Hipodtesis basicas y motivacion. Las arterias presentan un comporta-
miento sensible a cambios mecanicos, en particular a cambios en la presién
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y en el flujo sanguineo (segiin RACHEV [2001]):

1. Cuando se producen variaciones en la presion, las arterias se someten a
una deformacién elastica instantanea que se manifiesta en un cambio de
las dimensiones del vaso. Esta respuesta se denomina respuesta pasiva
y estd caracterizada por grandes deformaciones (respuesta no lineal del
material).

2. Sila accién mecéanica persiste, la respuesta pasiva es seguida de la con-
traccion de las células musculares. Esta es la llamada respuesta activa
(también respuesta miogénica o efecto Bayliss) y es tipica en tejidos
biolégicos que contienen células musculares. Por tanto, un incremento
en la tensién circunferencial de la pared lleva a la constriccion de la
arteria, con independencia de las células endoteliales.

Por otra parte, los cambios en el flujo son detectados por las células
endoteliales, que activan o relajan las células musculares.

3. Finalmente, si los cambios en la presion o en el flujo se mantienen du-
rante varios dias o semanas, entonces la arteria responde modificando
la geometria (crecimiento), la estructura y la composicién. Esta res-
puesta a largo plazo es lo que se llama remodelacion, y esta controlada
por la respuesta activa.

En particular, recientes ensayos realizados (véanse [HAYASHI ET AL.
[2001]|y MASUDA ET AL. [1999]) muestran la importancia del proceso
de crecimiento, diferenciando:

» Factores de origen genético (incluyendo el tamano del vaso, su
disposicién) y edad (incluyendo rango de madurez).

= Factores epigenéticos, como es el entorno mecanico del vaso.

En el cuadro [[.4] se describen las principales caracteristicas de las res-
puestas presentadas, segin RACHEV [2001]. El andlisis de la forma en que
actuan los distintos mecanismos de los que disponen las paredes arteriales
para reaccionar de forma activa frente a acciones externas, puede enmarcar-
se matemdaticamente en la teoria de control (véanse, por ejemplo, algunas
aplicaciones de esta teoria a la biomecdnica en MARTIN ET AL. [2003]).

Los estudios experimentales in vivo (véase |HAYASHI ET AL. [2001])
senalan que las arterias modifican predominantemente el espesor de la pared
en respuesta a cambios de presién, mientras que las alteraciones en el flujo
estan principalmente afectadas por el diametro del vaso. De esta forma, la re-
modelacién estd dirigida a restaurar las distribuciones normales del esfuerzo
de traccién medio y el esfuerzo cortante en el endotelio.

Se han desarrollado modelos de remodelacion, destacandose los de tipo
global de RACHEV [2001] y los de tipo local en geometrias simplificadas de
TABER [1998]. Ademads se han desarrollado avances en la termodindmica
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Respuesta

Nivel macroscopico

Nivel microscopico

Respuesta pasiva

Cambio en forma (radio y es-
pesor) sin cambio en la masa.

Cambio en la orientacién de
los componentes estructura-
les.

Respuesta activa

Cambio en la forma sin cam-
bio en la masa.

Contraccién/relajacién  de
células musculares lisas;
cambio en el estado iénico
de las células.

Cambio en las dimensiones
geométricas acompanado de

Crecimiento, division, pérdi-
da celular, migracién, cam-

cambio de masa. Cambio en
la estructura y composicion
de la pared arterial. Cambio
en las propiedades mecédnicas
del material de la pared.

bio en el tamano, forma y
orientacion de las células,
sintesis y degradacién de la
matriz extracelular.

Remodelacion

Cuadro 1.4: Principales caracteristicas de las respuestas pasiva, activa y de re-
modelacion, segin RACHEV [2001]

del crecimiento, estableciéndose condiciones que deben verificar los modelos
(véase EPSTEIN Y MAUGIN [2000]). No obstante, se deben realizar avances
para la formulacién de ecuaciones constitutivas que puedan ser consideradas
en andalisis mediante elementos finitos en configuraciones reales.

La formulacién de este tipo de modelos permitiria determinar las tensiones
residuales de forma mas realista que los actuales métodos, dada la importante
relacion existente entre las tensiones residuales y el proceso de remodelacion
(véanse CHAUDHRY ET AL. [1997|y HUMPHREY Y TABER [1999]).

Algin autor (TEXON [2001]) llega a afirmar que la localizacién y evo-
lucién de la aterosclerosis tenga como primera causa el efecto de variables
hemodinamicas y no factores como los niveles de colesterol o la dieta, lo que
justifica la importancia de la remodelacién con el planteamiento que se ha
expuesto.

Uno de los problemas que se presenta en el desarrollo de modelos ma-
tematico-mecanicos es el reducido nimero de ensayos existentes en arterias
para el estudio de la remodelacién (especialmente de combinaciones en la
variacién del flujo y la presién). Con objeto de aliviar en cierta medida es-
ta dificultad se propone extrapolar resultados de ensayos realizados en otro
tipo de tejidos bioldgicos blandos, como pueden ser tendones y ligamentos
(considérese, por ejemplo, HAYASHI [2001b]).

Objetivos. Motivado por lo anterior, en la investigacion para la tesis doc-
toral se plantean ordenadamente los siguientes objetivos fundamentales:

1. Estudio de la relacién entre variables mecanicas y aspectos clinicos.
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2. Desarrollo y ajuste de modelos de comportamiento mecénico de las
paredes arteriales (sin incluir remodelacién) con las siguientes conside-
raciones:

= Los modelos serdan de tipo local con formulaciones aptas para
andlisis mediante elementos finitos (véase el apéndice [El). Se ba-
saran en elasticidad no lineal (hiperelasticidad) isétropa y anisétro-
pa, incorporandose modelos de viscoelasticidad y dano. Se estu-
diaran e implementaran algoritmos numéricos teniéndose en cuen-
ta los recursos de ordenador necesarios (el tiempo de ejecucién y
la memoria precisada).

= Se analizara el efecto mecanico de las tensiones y deformaciones
residuales en las paredes arteriales, en geometrias reales.

= Los modelos implementados seran contrastados con ensayos con
resultados tedricos conocidos y ensayos de la bibliografia.

= El ajuste se realizara a partir de ensayos de colaboradores o de
ensayos de la bibliografia.

3. Incorporacion de remodelacion, y en particular de crecimiento, a los
modelos constitutivos de las paredes arteriales, con las mismas consi-
deraciones del punto anterior.

4. Aplicaciones de los modelos a casos clinicos, utilizandose geometrias tri-
dimensionales simplificadas y en los casos en que sea posible geometrias
reales obtenidas a través de angiografias y ultrasonidos en pacientes
cardiovasculares.

1.5.2. Alcance y aportaciones de la tesis

A continuacién se describe el alcance de la tesis, indicandose las princi-
pales aportaciones originales:

1. Previamente al desarrollo de modelos constitutivos, en el capitulo 2] se
analiza la influencia de variables mecanicas en aspectos de importan-
cia clinica. Se desarrolla un estudio estadistico original, segtin diversos
criterios, de la correlacién entre la tension tangencial en la intima y el
espesor de la pared arterial.

En el estudio se presenta una metodologia para el tratamiento de la geo-
metria y para la introduccién de las acciones del fluido (las principales
consideraciones acerca del comportamiento mecanico de la sangre se
exponen en el apéndice [D). Algunos de estos aspectos se han publicado
en RODRIGUEZ ET AL. [2001],|(GARCIA ET AL. (2002 y|SANMARTIN
ET AL. [2003].
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En el capitulo B se presentan modelos hipereldsticos de material ade-
cuados para las paredes arteriales (en relacién con estos modelos, en el
apéndice [Al se estudian algunas condiciones que deben verificarse por
consideraciones de estabilidad). Este tipo de materiales se ha adoptado
como punto de partida para la formulacién de otros mas complejos.

Con objeto de resolver numéricamente las ecuaciones resultantes, se
indican esquemas para la implementacion mediante elementos finitos
(véase el apéndice [E]). Ademds, estos modelos y muchos de los que se
indican en capitulos posteriores, han sido implementados por el autor
en un c6digo de elementos finitos (véase el apéndice[C)), pudiendo ser in-
corporados en un sistema de simulacién para la préctica médica (véase
el apéndice[B)). En las publicaciones RODRIGUEZ [2002]|y RODRIGUEZ
ET AL. (2002 se recoge parte de esta investigacién.

Motivado por la dificultad en la experimentacién de arterias humanas
y con objeto de aprovechar la informacion existente, en la seccion
(capitulo [B]) se propone un método de correlacion no lineal de pardme-
tros entre modelos constitutivos hiperelasticos para paredes arteriales.
Esto permite en la practica utilizar unos modelos de material ajustados
a partir de otros.

Posteriormente, con objeto de incorporar otros fenémenos a los modelos
hiperelésticos, en el capitulo 4] se desarrollan modelos adecuados para
la disipacién energética en el tiempo (viscoelasticidad) de las paredes
arteriales.

Se propone un método de ajuste de pardmetros viscoeldsticos para el
caso de ensayos ciclicos lentos.

Ademas, en el mismo marco de las formulaciones anteriores, se pre-
senta un modelo de pseudoelasticidad especialmente adecuado para la
simulacion de procesos en los que las paredes arteriales se ven someti-
das a solicitaciones muy superiores a las fisiologicas, como puede ser el
proceso de angioplastia.

Por otra parte, en el capitulo [l se revisan criticamente los principales
modelos de remodelacion existentes en la bibliografia para paredes ar-
teriales, para proponer posteriormente un modelo de crecimiento apli-
cable a geometrias arbitrarias tridimensionales, siendo adecuado para
el andlisis en geometrias reconstruidas a partir de iméagenes de ultra-
sonidos y angiografias. Algunos aspectos de este modelo se recogen en
RODRIGUEZ ET AL. [2003a] y RODRIGUEZ ET AL. [2003b].

El estudio de los modelos constitutivos de material se completa en
la seccién [B.§ (capitulo B]) con la incorporacién de los fenémenos de
presolicitacion (tensiones iniciales), revisando las teorias existentes y
formulando nuevos planteamientos.
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7. Por 1ultimo, el capitulo [0l muestra aplicaciones mas completas a las
desarrolladas en el resto de la tesis. En particular, se ajustan modelos
a los resultados experimentales obtenidos por ensayo de una arteria
carétida humana, se estudia un ensayo de dilatacién por presion interna
de la arteria carétida de un conejo y se modeliza una arteria coronaria
con geometria real (reconstruida a partir de imagenes de angiografias
y ultrasonidos).

1.6. Entorno de simulacion

1.6.1. Reconstruccion geométrica tridimensional

Una de las principales lineas de investigacion en relacion con la recons-
truccién geométrica tridimensional es la union de los métodos de angiografia
e IVUSH (véanse WAHLE ET AL. [1999] y [WENTZEL [2000]).

Angiografia. En la técnica de reconstruccién que se presenta, la angio-
grafia tiene por objeto determinar la geometria tridimensional del lumen del
arbol arterial y la trayectoria que realiza el catéter de ultrasonidos durante
el proceso de retirado con extraccién de imagenes IVUS (pullback), identifi-
cando los puntos inicial y final. Brevemente, las fases son:

1. Adquisicién y digitalizacién de las imédgenes (sobre dos planos de pro-
yeccion).

2. Estimacion de la geometria de las imégenes, filtrando errores de medida.

3. Determinacién en cada una de las iméagenes del camino que sigue el
catéter dentro del arbol arterial.

4. Reconstruccién de la geometria tridimensional, ajustando la curva ad-
mistble que mas se aproxima al camino anterior segun el criterio que se
adopte (véase (CANERO ET AL. [2000]).

Ultrasonidos. El IVUS tiene por objeto la determinacion de secciones
transversales, distinguiéndose las fases:

1. Adquisicién y digitalizacion de imagenes, siendo necesario un control
de la respiracion del paciente y conveniente registrar el cardiograma
(debido a las diferencias entre sistole y didstole).

2. Segmentacion y reconstruccion del lumen y de las superficies de sepa-
racion de las capas.

3La técnica de utilizacién combinada de los métodos de angiografia e IVUS se denomina
habitualmente «ANGUS».
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Combinacién de métodos. La union de los dos métodos indicados puede
descomponerse en:

1. Localizacion de las secciones IVUS dentro del camino tridimensional,
a partir de la distancia recorrida desde el comienzo del pullback.

2. Calculo de las curvaturas y torsién del camino, haciendo uso de las
férmulas de Frenet-Serret.

3. Estimacién de las torsiones relativas entre secciones.
4. HEstimaciéon de la orientacién absoluta.

5. Los puntos de los contornos IVUS segmentados se conectan por una
superficie obtenida por interpolacion.

Basado en la técnica indicada (actualmente en desarrolld®) pueden re-
construirse geometrias de bifurcaciones arteriales como son las consideradas
en el capitulo siguiente.

Algunos aspectos relacionados con el tratamiento de la geometria se ex-
ponen en el capitulo 2

Observacién. Recientemente MEDIGUIDE [2003] ha comenzado la comer-
cializacién de un dispositivo de reconstruccién automatica tridimensional en
tiempo real denominado GIVUS.

1.6.2. Modelizacién del fluido

La descripcién de un fluido incompresible en un dominio deformable se
basa en las ecuaciones de Navier-Stokes, admitiéndose en la mayor parte de
los casos que la sangre se comporta como un fluido newtoniano. Las condi-
ciones de contorno usuales vienen dadas en forma de presién y/o velocidad
en las secciones extremas.

La resolucién numérica del problema (para su forma débil, esto es integral
en todo el dominio) por el método de los elementos finitos en la formulacién
usual de Galerkin presenta deficiencias, por lo que algunos investigadores han
desarrollado métodos de estabilizacion, que introducen en la formulacién for-
mas cuadraticas del residuo junto con nuevos parametros que buscan alcan-
zar la solucién exacta en problemas unidimensionales (véanse, por ejemplo,
ZIENKIEWICZ Y TAYLOR [2000] y TAYLOR ET AL. [1998]).

Las variables hemodinamicas fundamentales a obtener en el modelo de
mecanica de fluidos son la velocidad, esfuerzo cortante y presion en el con-
tacto con la pared arterial (justificando la importancia de considerar la in-
teraccién con la pared arterial). Esto es asi ya que dichas variables son de

4El Centro de Visién por Computador de la Universidad Auténoma de Barcelona
estd investigando en este campo (véase,por ejemplo, la referencia ya citadalCANERO ET AL.
[2000]L
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importancia en la génesis y desarrollo posterior de las enfermedades cardio-
vasculares (véase TEXON [2001]), como ya se ha indicado en la seccién [[4l

Si bien la presente tesis doctoral se centra principalmente en el compor-
tamiento de la pared arterial, dada la importancia del comportamiento de la
sangre, se introducen algunos conceptos fundamentales relacionados con la
hemodindmica en el apéndice [DI

1.6.3. Propiedades de las paredes arteriales

Uno de los ensayos mecanicos basicos en los materiales bioldgicos es el de
traccion unidireccional, en el que se mide la tensién y la deformacién mientras
que la carga aplicada a una muestra de forma simple aumenta gradualmente.
En esta linea, también se pueden realizar ensayos de relajacion y fluencia
para determinar las propiedades viscoelasticas.

No obstante, los tejidos de las paredes arteriales no se encuentran some-
tidos a fuerzas de traccion pura unidireccional, por lo que algunos investi-
gadores han considerado ensayos biaxiales con objeto de desarrollar modelos
mds realistas (véanse HAYASHI [2001aj|y HARTMANN [2001]).

En la seccién se presentan algunos experimentos realizados en el De-
partamento de Ciencia de Materiales de la E.T.S.I. Caminos, C. y P. de la
Universidad Politécnica de Madrid (véase ATIENZA ET AL. [2003]).

Aparte de los ensayos mecanicos, es necesario identificar los diferentes
materiales que constituyen la pared arterial y la placa ateromatosa (cuando
corresponda), y dada la fuerte anisotropia, identificar las direcciones prefe-
rentes de las fibras de coldgeno. En este sentido, algunos investigadores estan
realizando aportaciones en el tratamiento de iméagenes obtenidas por reso-
nancia magnética de alta resolucion (hrMRI) para distinguir los distintos
componentes de la pared arterial, y en la determinacion de las direcciones
de las fibras de colageno a partir de las orientaciones de los nicleos de las
células musculares (véanse HOLZAPFEL [2001] y (CEBRAL ET AL. [2002]).

1.6.4. Modelos de calculo de las paredes arteriales

Como se ha indicado, los modelos de material han sido implementados
en un c6digo de elementos finitos con formulacién no lineal (FEAP, véase
TAYLOR [2000] y el apéndice [C]). Las ecuaciones obtenidas se resuelven de
forma iterativa utilizando el método de Newton, que resuelve un sistema de
ecuaciones linealizadas en cada iteracion. Esto ha llevado a que las rutinas de
material implementadas devuelvan la descripcion no sélo del estado tensional
(tensor de tensiones), sino de la variacién de éste con el estado de deforma-
cién (tensor de elasticidad). Dado el tamano de los sistemas de ecuaciones
lineales resultantes, habitualmente estos sistemas se resuelven numéricamen-
te por métodos indirectos, destacandose los métodos de gradiente conjugado
(véase, por ejemplo, PRESS ET AL. [1992]), especialmente aquellos de tipo
precondicionado.
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Ademas, con objeto de evitar formulaciones no convergentes, las acciones
externas (fuerzas o desplazamientos impuestos) se introducen en escalones
de carga.

Los resultados mecéanicos fundamentales del calculo son los estados de
tension y deformacién, que pueden correlacionarse con aspectos clinicos, des-
tacandose la aparicion de enfermedades.



Capitulo

Correlacion de variables
mecanicas con aspectos clinicos

El presente capitulo estudia la relacién existente entre las acciones ejer-
cidas por el fluido en la superficie de contacto con la pared arterial y la
geometria del vaso, siendo uno de los aspectos de mayor interés para la es-
timacion de enfermedades a partir de variables mecanicas. En particular se
estudia la correlacion entre la tension tangencial y el espesor.

El estudio se encuentra mas en relacién con la hemodindmica (véase el
apéndice [D)) que con el comportamiento mecanico de la pared arterial, ya
que solo es necesaria su geometria al realizarse el analisis de fluidos supo-
niendo paredes rigidas. No obstante, el capitulo se considera de importancia
no sélo por la relevancia de las tensiones tangenciales en la aparicion de pa-
tologias cardiovasculares, sino por permitir introducir la metodologia que se
adoptard en el tratamiento de la geometria y acciones para los modelos de
material (en la seccién se muestra un ejemplo de aplicacién).

2.1. Introduccién y objetivos

Como se ha expuesto en el capitulo anterior, la apariciéon de enfermeda-
des cardiovasculares puede correlacionarse con determinadas estados tensio-
nales o de deformacién. Este capitulo trata de la correlacion entre la tension
tangencial en la superficie de contacto fluido-pared con el recrecimiento pa-
tologico de la pared. Esta hipdtesis ya ha sido considerada por WENTZEL
[2000[, LOTH ET AL. [2002], ZHAO ET AL. [2002], THURY ET AL. [2002]
y (CARLIER ET AL. [2003].

Ademas de considerarse el objetivo principal de presentar metodologias
y resultados de la correlacion entre la tension tangencial y el espesor, se pre-
sentan otros objetivos intermedios como puede ser la metodologia de mallado
volumétrico de la pared arterial para el andlisis futuro mediante elementos

23
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finitos.

La metodologia general se aplica de forma detallada sobre un caso clinico
de cateterismo y angioplastia identificado como MPR en el Hospital Clinico
de San Carlos de Madrid® (secciones 2.2 y ), correpondiente a una
arteria coronaria derecha. Los datos del paciente son:

«Varon de 77 anos, hipertenso, exfumador e hipercolesterolémi-
co (factores de riesgo para enfermedad cardiovascular). El motivo
del cateterismo y angioplastia fue angina inestable. Se encontra-
ba ingresado por este motivo. Se encontré una tnica lesién en la
coronaria derecha en su tercio medio. Tras el IVUS la lesién se
tratd con un stent de 3,5 mm de didmetro y 18 mm de longitud
con buen resultado. El paciente pudo irse de alta al dia siguiente.
En el control a los 6 meses el paciente estaba asintomatico y no
habia reestenosis o nuevas lesiones coronarias.»

Posteriormente se realiza la correlacién en cuatro bifurcaciones del tronco
principal izquierdo en la arteria descendente anterior y la arteria cicunfleja,
correspondientes a pacientes transplantados. No obstante, en estos casos se
destaca el posible acoplamiento de fenémenos de crecimiento con procesos de
rechazo.

2.2. Geometria

Geometria. La geometria fue obtenida por el grupo de Mecanica de Flui-
dos de la Universidad Politécnica de Madrid y por Marcelo Sanmartin (Uni-
dad de Cardiologia Intervencionista del Hospital Meixoeiro de Vigo) a partir
de imdgenes de angiografias e IVUS (véanse MARTINEZ [2001]y [SANCHEZ
11999]). El objetivo fundamental fue la determinacién de las superficies in-
terna (intima) y externa de la pared arterial en formato de CAD tipo IGES
a escala 2000 : 1 (véanse las superficies interna y externa de las figuras 211y
2.2). La longitud total del tramo reconstruido es de aproximadamente 4 cm,
con un didmetro de 4 mm y un espesor de 0,55 mm.

Las superficies estan formadas cada una de ellas (la interna y la externa)
por 36 parches de superficies NURBSZ, configurando una particién de la
geometria total, véase la figura 2.3

Proceso de mallado. A partir de los parches superficiales se han crea-
do nuevas superficies NURBS que han permitido la definicion de volimenes
NURBS topolégicamente equivalentes a un hexaedro, permitiendo la gene-
racién de mallas estructuradas (con 4 elementos en el espesor, 8 elementos

ITodos los casos clinicos que se presentan en este capitulo corresponden a pacientes
tratados en el Hospital Clinico de San Carlos de Madrid.
2Non Uniform Bessel rational B-Splines, véase, por ejemplo, [FARIN [1996]
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Figura 2.1: Superficie interna

Figura 2.2: Superficie externa
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Figura 2.3: Parches de las superficies interna y externa (el contorno de las super-
ficies se presenta en color oscuro)

longitudinales y 24 elementos circunferenciales para cada parche volumétri-
co). Cada uno de los volimenes tiene una de las caras en la superficie interna
y otra en la externa. De esta forma se obtuvieron en total 146 superficies
y 36 volimenes; ademas, en el proceso de mallado se obtuvieron 27648 ele-
mentos hexaédricos y 34800 nodos (véanse las figuras 2.4y [2.5]). Este tipo de
mallado se motiva por el analisis posterior de la pared mediante elementos
finitos en la seccién B3P

Se realiza un mallado en triangulos de la superficie interior con objeto
de interpolar las acciones obtenidas por dindamica de fluidos computacional
en una nube de puntos. Para ello, para la conectividad de cada elemento
hexaédrico se comprueba si existen cuatro nodos pertenecientes a la super-
ficie interior, correspondientes a una cara, y se descompone el cuadrilatero
formado por dichos nodos en dos triangulos, con el orden esquematizado en
el cuadro 2.1

Con el método indicado, se obtuvo la malla de la figura 2.6l

2.3. Acciones

Calculo de acciones por CFD. Las acciones se han introducido por
calculo de dimédmica de fluidos considerando la sangre como un fluido new-

3En la aplicacién de la seccién se establecieron 3 elementos en el espesor, 3 longi-
tudinales y 16 circunferenciales.
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Figura 2.5: Parches volumétricos y contornos de la malla

Cara\Nodo | 1 4 5 6 7 8| Cuadrilatero | Tridngulos
1 o o o 1,2,3,4 1,2,3 1,2,4
2 . o o 1,2,6,5 | 1,2,6 1,2,5
3 ° e o ° 1,4,8,5 1,4,8 1,4,5
4 . o o 2,3,7,6 2,3,7 2,3,6
5 o o o 3,4,6,7 3,4,8 3,4,7
6 e o o o 5,6,7,8 5,6,7 5,6,8

Cuadro 2.1: Generacién de elementos triangulares a partir de hexaedros
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Figura 2.6: Mallado en tridngulos de la superficie interior

toniano incompresible con coeficiente de viscosidad p = 0,0035 Pa-s, paredes
rigidas y una presién fisiolégica de 100 mmHg (para una mayor informa-
cién acerca del comportamiento mecdnico del fluido, véase el apéndice [D).
Obsérvese que el valor de la presién de entrada no es relevante con objeto de
realizar la correlaciéon, dado que la tension tangencial es invariante respecto
a ella. No obstante, se considera dicha presién media con objeto de introdu-
cir las acciones resultantes en andlisis posteriores del estado tensional en la
pared (seccién [6.3)).

Se impuso como condicién de contorno una velocidad de entrada maxima
en la seccién y media en el tiempo de 0,40 m/s. El perfil de velocidad se ob-
tuvo deformando el correspondiente a la corriente de Poiseuille (parabdlico)
a la seccién de entrada.

El problema se analizé en |FLUENT [2001]| exportandose como resultados
las acciones en una nube de puntos.

Acciones en los nodos a partir de la nube de puntos. Las acciones
en los nodos de la malla triangular descrita en el apartado anterior, gene-
rada para la interpolacién de las acciones en la nube de puntos del analisis
de mecanica de fluidos (véase la figura 27, se han obtenido siguiendo el
siguiente esquema:

1. Para cada nodo se determina el espesor e,,, obtenido como la menor
distancia a los puntos exteriores,

Co, = mbl’n |Te, — P/,

siendo x,, la posicién del nodo a y P, el punto b de la superficie
exterior.
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2. Calculo del vector normal unitario en cada elemento A, de la super-
ficie interior, na,. El sentido de dicho vector se tomara hacia afuera,
calculado de forma que el producto escalar con el vector que tiene por
origen el centro de gravedad del elemento, ,, y como punto final el
punto de la superficie exterior mas cercano, sea positivo, esto es,

na, (P, —xa,) >0,
siendo P, un punto de la superficie exterior tal que
[Py — x| < [Pe—xa,l,
para todo punto P, perteneciente a la superficie exterior.

3. Calculo de las tensiones elementales, como valor medio de los vectores
tension de los puntos que pertenecen a cada elemento,

_ EbeAa ty

, supuesto na, # 0,
nAa

ta,

teniendo b € A, el sentido de que el punto b de la nube de acciones
pertence al triangulo a.

4. Calculo de las tensiones nodales, como valor medio de los elementos
que presentan el nodo,

t — Zbeoa tAbAAb
‘ Zbeoa AAb ’
teniendo la subexpresion b € e, el sentido de que el elemento b presenta

el nodo a.

Este proceso se realiza de forma independiente para la componente

normal en cada punto (presién nodal) y tangencial (tensién tangencial
nodal).

Observacion: Aquellos elementos en los que no se encuentren puntos de
la nube en su interior, y por tanto no exista ta,, no se tienen en cuenta
en la expresiéon anterior.

5. Cdlculo de las areas nodales, obtenidas como

Ab
A =>" 3A

bEe,

6. Célculo de las fuerzas nodales de la forma
f.a = t.aA.a'

Los resultados obtenidos se recogen en las figuras 2.8, 2.9, 2101 y 2111
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Figura 2.7: Detalle de la nube de puntos en los que se definen las acciones

ES0R PARED

0.0013672
nootezs
- 0.0010908
- 0.00095261
- 0.0008144
0.0006762
- 000053739
0.00033979
0.00026158
0.00012339

Figura 2.8: Contorno de espesores nodales (m)
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ESION PARED

13482
13465
13448
- 13431
s 13414
13398

- 1aEm
13364
13347
13330

Figura 2.9: Contorno de presiones nodales (Pa)

‘ECTOR CORTAMNTE|

77439
I 68927
£.0355

-BATE
- 43211

3464

28065
1.74986
Figura 2.10: Contorno de médulos de tensiones tangenciales nodales (Pa)

0.89241
0.03531




32 2.4. Tratamiento estadistico

Figura 2.11: Vectores tensién tangencial nodal

2.4. Tratamiento estadistico

El tratamiento estadistico se ha realizado descomponiendo los datos en
cuartiles respecto al espesor y a la tension tangencial. Ademas, se ha hecho el
estudio considerando el espesor como variable independiente y como variable
dependiente.

El modelo estadistico que se ha utilizado es el denominado modelo 1 o de
rango completo (véase, por ejemplo, HERNANDEZ [1987])

Yo = ﬁO + ﬂlxa + Zq,

siendo y, la variable independiente, x, la variable dependiente y z, una varia-
ble aleatoria de dispersién alrededor del modelo lineal que se supondra dis-
tribuida segin una Normal.

En el caso de ajuste por minimos cuadrados, resulta

Bo=y. — Bix. y
By = ZZ:l(xa —2.)(Ya — Y.)
Zzzl(ma —x.)(vq —2.)’

siendo
n n
=1 7%a —1Ya
T, = Za_l ; y — Za_l
n n
y n el nimero de datos considerados en la correlacién.
Con objeto de establecer una medida del grado de asociacion lineal entre
la variable respuesta y la variable predictora, concretamente entre la variable

respuesta y la recta de regresion estimada, se introduce el coeficiente de
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correlacion maltiple definido como

R = ZZ:l(xa_x-)<ya_y->
VYo (@ =22 20 (Ya — )%

verificdndose —1 < R < 1. Su cuadrado, R?, denominado coeficiente de de-
terminacion multiple puede interpretarse como la variabilidad de y respecto
a la recta de regresion, en tanto que puede comprobarse que cuando todos los
puntos se encuentran sobre la recta de regresion estimada, es decir, el ajuste
es perfecto, entonces R? = 1.

La estimacion del coeficiente de correlacién multiple poblacional esta su-
jeta a las incertidumbres de la muestra. Por esta razon, con objeto de estimar
la bondad del ajuste a partir de los datos muestrales, se define:

a) Suma de cuadrados debida a la regresion lineal (1 grado de libertad):

n

serl = Z(ﬁl(xa —z.))%

a=1

b) Suma de cuadrados alrededor de la regresion lineal (n — 2 grados de
libertad):

n

scarl = Z(ya —y. — Bz, — )%

a=1

El estadistico utilizado para la bondad del ajuste es scarl/scrl, que se
ajusta a una F' de Snedecor con n — 2 y 1 grado de libertad. Cuanto menor
sea el valor del indicador anterior, mayor es la bondad del ajuste. Ademas,
para un valor de F' dado, se define

a = Prob(Fn,g,l < F),

de forma que cuanto mayor sea o mayor es la bondad del ajuste.
Las formulas anteriores han sido modificadas asociando a cada punto un
peso correspondiente al area nodal.

Observacién. En la figura se muestra en un diagrama de bloques las
relaciones existentes entre los distintos procesos involucrados en el estudio de
correlacién entre la tensién tangencial y el espesor. Los programas utilizados
en el estudio son GiD (véase CIMNE [1999]), AWK (véase BARLOW ET AL.
[1995]) v C++ (véase, por ejemplo, SCHILDT [1995])2.

4Ademas, las graficas son generadas de forma automatica por el sistema a través del
programa «gnuplot» (véase WILLIAMS Y KELLEY [1998])).
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Acciones y condiciones Nube de puntos de
de contorno la superficie interna
AWK p
Fluent ) con acciones

¥

Superficies CAD (IGES)\ Malla de superficie I et de 1
interior y exterior interior nterpolacion de las

GiD Cot acciones en los nodos
- de la superficie interior
Puntos en superficie . s
y estimacién de espesores

(Angiograﬁ'a e IVUS ) exterior \J]

C++ (Tratamiento estadistico )

I

e Ajuste lineal
e Tabla ANOVA

e Coeficientes de regresion

y determinacién multiple

Figura 2.12: Diagrama de bloques del proceso de correlacién

2.5. Resultados

Los resultados se han obtenido para distintos cuartiles de las variables
a correlacionar. Se entenderd por primer cuartil respecto a cierta variable
el conjunto de datos muestrales correspondiente al 25 % inferior (0-25%).
Anélogamente, el segundo cuartil se corresponde con el intervalo 25-50 %, el
tercer cuartil con 50-75% y el cuarto con 75-100 %. Los casos considerados,
indicdndose el nombre y su descripcion se presentan en el cuadro 2.2

Los datos generales de la correlacion y las correlaciones obtenidas para
cada cada conjunto muestral en el caso MPR se presentan en las tablas
y 2.6l con los coeficientes de correlacion y determinacién miltiples de la
tabla 2.5 Ademads, la estimacién de la bondad del ajuste del andlisis de la
varianza (ANOVA) se muestra en la tabla 2.0l Se observa la existencia de
correlacion (positiva para el conjunto de datos muestrales), si bien ésta es
débil.

Por 1ltimo, en la figura se expone la correlacién realizada sobre el
conjunto de puntos nodales de la tension tangencial respecto al espesor.

Observacién. La importancia de la tension tangencial motiva el estudio
de su evolucién en el tiempo. Este estudio puede realizarse a partir de image-
nes obtenidas en operaciones clinicas (geometria basal) y tras un periodo de
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Caso Descripcion

Qle-t Cuartil 1 (Q1) respecto al espesor. Correlaciona la tensién tangencial

Q4e-t  Cuartil 4 (Q4) respecto al espesor. Correlaciona la tensién tangencial

Q1t-t  Cuartil 1 (Q1) respecto a la tensién tangencial. Correlaciona la tensién tangencial
Q4t-t  Cuartil 4 (Q4) respecto a la tensién tangencial. Correlaciona la tension tangencial
O-t Se correlaciona la tensién tangencial usando todos los puntos

Qle-e Cuartil 1 (Q1) respecto al espesor. Correlaciona el espesor

Q4e-e  Cuartil 4 (Q4) respecto al espesor. Correlaciona el espesor

Qlt-e Cuartil 1 (Q1) respecto a la tensién tangencial. Correlaciona el espesor

Q4t-e Cuartil 4 (Q4) respecto a la tensién tangencial. Correlaciona el espesor

Q-e Se correlaciona el espesor usando todos los puntos

Cuadro 2.2: Nombre y descripcién de cada caso

Numero total de puntos 6960
Valor medio del espesor 0,5469 mm
Espesor de separacién entre cuartiles Q1 y Q2 0,4646 mm
Espesor de separacién entre cuartiles Q3 y Q4 0,8045 mm
Valor medio de la tensién tangencial 2,490 Pa
Tension tangencial de separacién entre Ql y Q2 1,672 Pa
Tension tangencial de separacién entre Q3 y Q4 3,307 Pa

Cuadro 2.3: Datos generales de la correlacion

Caso n 5o 061 x. Y.
Qle-t 2756 0,5715 3478 3,307 -104 1,721
Qde-t 974 2,241 257,2 9,694 - 1074 2,490
Qlt-t 3061 1,068 95,49 4,666 - 104 1,112
Q4t-t 848 4,590 —387,3 5,833-1074 4,364
Q-t 6960 1,411 1123 5,469 - 10~* 2,025
Qle-e 2756 2,965-10"*% 1,988-107° 1,72143  3,307-10*
Qde-e 974  9,544-10~* 6,006 - 1076 2,490 9,694 - 1074
Qlt-e 3061 4,333-107* 2,990-107° 1,112 4,666 - 1074
Q4dt-e 848 6,491-107* —1,509-107° 4,364 5,833 -1074
Q-e 6960 4,501-10~* 4,779.107° 2,025 5,469 - 104

Cuadro 2.4: Correlacién lineal para cada caso (las unidades de los espesores son m
y las de la tensién tangencial Pa)

Caso R R?
Qle  0,2047 0,0419
Q4e  0,1950 0,0380
Qlt —0,1915 0,0367
Q4t  —0,1467 0,0215
Q 0,2317  0,0537

Cuadro 2.5: Coeficientes de correlacion y determinacién multiples para cada caso
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2.5. Resultados

Tension tangencial (Pa)
o N W b~ 01 O N @

Caso

scrl

scarl Fn_21 «

Qle-t 0,07374 0,9929 4,890 - 1073 1
Qde-t  1,334-1073 0,8621 0,6650 0,7796
Qlt-t 3,495-1074 0,1221 0,1142 0,9969
Q4t-t  5,373-1073 0,9143 0,2011 0,9740

O-t 0,07077 1,248 2,534-1073 1

Qle-e 4,215-10719 5676-1072  0,004890 1
Qde-e  3,114-10"' 2,013-1078 0,6650 0,7796
Qlt-e 1,094-10710 3822.107% 0,1142 0,9969
Q4t-e  2,093-10710 3562-10°8 0,2011 0,9740

Qe 3011-1072 5,309-107% 2,534-1073 1

Cuadro 2.6: Estimacién de la bondad del ajuste para cada caso

Figura 2.13: Correlacion para el caso §2-t

0,6

0,8

Espesor (mm)
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tiempo post-operatorio (geometria de sequimiento). A modo de ejemplo se
muestra en la figura 2.14] una correlacion entre las tensiones tangenciales de
las geometrias basal (angioplastia con introduccién de stent) y de seguimien-
to (a los seis meses) de un paciente identificado clinicamente como MGF.
En este caso, el nimero de puntos utilizados fue de 3543, con los valores
medios Thasal = 2,41546 Pa (cortante basal) y Tyeguim = 2,41546 Pa (cortante
de seguimiento), y resultando la ecuacién de correlacion

Teeguim = 0,641319 Pa + 1,47339Tpa5a1-

14 T T T T T x IX T T

<

10

Tension tangencial seguim. (Pa)
o0}

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Tension tangencial basal (Pa)

Figura 2.14: Correlacion entre las tensiones tangenciales basal y de seguimiento

2.6. Criterios de correlaciéon

Descripcién de los criterios. La metodologia de correlacion expuesta en
los apartados anteriores consideraba como variables a correlacionar el espesor
y el médulo de la tension tangencial. No obstante, existen otras hipotesis
alternativas como la que establece como variable el producto escalar entre la
tension tangencial y la direccién del flujo, y no su médulo. Esta hipotesis se
puede motivar al considerarse que los activadores de la senal de remodelacion
por el flujo sanguineo no se orientan localmente, sino de forma global en la
seccion.

En este apartado se contrastan distintas hipdtesis de correlacién basando-
se en cuatro geometrias de la bifurcacion del tronco principal izquierdo en la
arteria descendente anterior y la arteria cicunfleja. En particular, las distintas
metodologias (criterios de correlacién) que se consideran son:
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a) Correlacién entre el espesor y el médulo del vector tensién tangencial
para la geometria global. Este criterio se denotara sin signo.

Los datos muestrales a utilizar son:

1. Conjunto de todo el universo muestral (conjunto total de datos en
la nube de puntos de acciones).

1. Subconjunto de puntos con espesor superior a 0,3 mm, considerado
el minimo de engrosamiento patolégico (véase [CANTOR ET AL.
12000])).

1. Cuartiles inferior y superior, tanto para el espesor como para la
tension tangencial.

b) Correlacion entre el espesor y el producto escalar del vector unitario en
la direccién del flujo con el vector tension tangencial.

Se consideran los distintos conjuntos de datos muestrales indicados en
el apartado anterior, identificados con sitgno, no obstante, el analisis se
realiza a su vez para los subconjuntos muestrales:

1. Conjunto de datos con valores positivos del producto escalar. Este
criterio se denotara con signo positivo.

11.  Conjunto de datos con valores negativos del producto escalar. Este
criterio se denotara como con signo negativo.

Generacion de la direccion del flujo. La direccién del flujo se define
para cada parche volumétrico (superficie NURBS) asociando dos parejas de
puntos denominados puntos base de flujo (véase la figura 2.6). Una de las
parejas se dispone en la seccién de entrada del flujo, e 1 y T2, mientras que
la otra se encuentra en la seccion de salida, @1 y @5 2. La direcciéon y sentido
del flujo se estiman con el vector

2 2

ws,l + ms,? we,l + we,? (2 1)

En el esquema, el punto medio de la pareja base de entrada se ha denotado
con O mientras que d representa el vector normalizado de (2.1]).

Resultados. Se han analizado cuatro geometrias correspondientes a la bi-
furcacién del tronco principal izquierdo en la arteria descendente anterior y
en la arteria circunfleja, correspondientes a pacientes transplantados de co-
razén. Sus identificadores clinicos (Hospital Clinico San Carlos de Madrid)
son JFG, JAB, RCO y RMS.

Los niveles de significacién obtenidos a través del andlisis de la F' de Sne-
decor, para las distintas metodologias y casos se presentan en el cuadro [2.7]
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O Puntos base de entrada de flujo
Le, 2

ntos base de salida de flujo

Figura 2.15: Esquema de estimacién de la direccién y sentido del flujo

Como se ha indicado en la seccién 2.4, cuanto mayor es el nivel de significa-
cion mayor serd la bondad del ajuste.

Se ha definido el error de cada una de las metodologias como la suma
de las diferencias a uno elevadas al cuadrado de los valores de la F' para los
distintos casos y dividido por el ntimero de casos. Los resultados obtenidos
se presentan en el cuadro 2.8

Andlogamente, sin considerar el caso RCO se ha obtenido el cuadro 2.9
Se propone no considerar dicho caso en el contraste de las metodologias
al no presentar buena correlacién global (para el conjunto de muestras €2)
tanto para los casos sin signo como con signo. Este cuadro presenta como
mejor metodologia de correlacién la del médulo del cortante (sin signo),
proponiéndose como conjunto muestral 6ptimo el global 2. Ademas, en esta
situacién se obtuvo para todos los casos significativos (excluyendo RCO) una
correlacién positiva.

En dichos cuadros se hace uso de la metodologia indicada en el cuadro2.2]
esto es, Qle y Q4e son el primero y cuarto cuartil respecto del espesor y Q1t
y Q4t el primer y cuarto cuartil respecto a la tension tangencial. Como ya
se ha indicado, el uso de todos los datos muestrales se indica con (). Por
ultimo se destaca que también se ha incluido la correlacion con espesores
considerados patologicos, esto es, espesores superiores a 0,3 mm.

Por otra parte, en el cuadro 2.0 se indican los coeficientes de correlacién
y determinacién multiples considerando todo el universo muestral, para los
distintos casos. Si se adopta el coeficiente de determinacién multiple como
indicador del nivel de correlacién, se observa correlacién en tres de los cuatro
casos (JFG, JAB y RMS), mientras que en el caso RCO la correlaciéon no
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resulta significativa. Esto refuerza el criterio de descartar el caso RCO en el
estudio comparativo entre las distintas metodologias de correlacion.

En las figuras 2.16] 2T9] y se presentan los contornos de espeso-
res de los distintos casos. Andlogamente, en las figuras 2.17), 2.20, y
se muestran los contornos de tensiones tangenciales. Por ultimo, los errores
puntuales de la correlacion del modulo de la tension tangencial respecto al
espesor se muestran en las figuras .18 2.27], 2.24] y 2.27]. El error puntual en
dichos graficos se ha definido como la diferencia al cuadrado entre los valores
de la tensién tangencial muestral y de correlacién, divido por el cuadrado
de la tension tangencial media con objeto de normalizar adimensionando los
resultados.

Caso  Meétodo Qle Q4e Qlt Q4t Q  e>0,3mm
Sin signo 0,28 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
IFG Con signo 0,24 1,00 0,68 1,00 1,00 1,00
Con signo positivo 0,24 1,00 0,68 1,00 1,00 1,00
Con signo negativo — — - - - - -
Sin signo 0,91 095 0,93 1,00 1,00 1,00
JAB Con signo 1,00 0,30 0,59 0,99 1,00 1,00
Con signo positivo 0,96 0,12 1,00 0,98 1,00 1,00
Con signo negativo 0,07 1,00 0,81 0,22 =0 0,65
Sin signo 0,87 0,75 0,68 0,48 0,32 0,98
RCO Con signo 0,77 1,00 0,96 1,00 0,89 0,83
Con signo positivo 0,19 0,87 0,99 1,00 0,67 0,47
Con signo negativo 0,77 0,98 0,19 0,11 0,61 0,81
Sin signo 0,51 0,98 0,99 0,93 1,00 0,55
RMS Con signo 0,09 0,95 0,67 0,87 1,00 0,84
Con signo positivo 0,02 0,70 0,98 0,58 1,00 0,99
Con signo negativo 0,66 0,92 =~0 0,92 0,97 0,86

Cuadro 2.7: Niveles de significacion para las distintas metodologias y casos

Método Qle Qde QIt Q4t Q e>0,3mm | SC/gdl

Sin signo 0,20 0,02 0,03 0,07 0,12 0,05 0,01

Con signo 0,36 0,12 0,10 0,004 0,003 0,01 0,03

Con signo positivo 0,55 0,22 0,03 0,04 0,03 0,07 0,06

Con signo negativo 0,34 0,003 0,56 0,47 0,42 0,06 0,14
SC/gdl 0,15 0,02 0,08 0,06 0,05 0,003

Cuadro 2.8: Error medio de los casos para las distintas metodologias
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Método Qle Q4e Qlt Q4t Q e> 0,3 mm | SC/gdl
Sin signo 0,26 0,001 0,002 0,002 |=~0] 0,07 0,01
Con signo 047 0,06 0,13 0,01 ~0 0,01 0,04
Con signo positivo 0,51 0,29 0,03 0,06 ~0 ~0 0,06
Con signo negativo 0,49 0,003 0,52 0,31 0,06 0,07 0,10

SC/gdl 020 003 007 0,02 0,001 0,002

Cuadro 2.9: Error medio de los casos JFG, JAB y RMS para las distintas meto-

dologias

Caso R R?

JFG  0,1211  0,0147
JAB 0,2816 0,0793
RCO -0,0128 0,0002
RMS 0,1190 0,0142

Cuadro 2.10: Coeficientes de correlacién y determinaciéon miltiples considerando

el universo muestral para cada caso

Espesor

001364
LO01L223
LO01083
000943
L0803
L0062
00522
LO00352
L Q00242
L000101

Figura 2.16: Espesores en el caso JEG (m)
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Cortante

89, 281
79,361
B9, 441
59,52
49,6
39,68
29,76
19,84
99,9193
0

Figura 2.17: Mddulos de tensiones tangenciales en el caso JFG (Pa)

Error

=gE
1,.7778
1,5506

-1.3333

-

1.1111

0,388885
0, 66665
0,44443
0,2222

0

Figura 2.18: Errores de correlacién del médulo del cortante en el caso JFG
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Espesor
-0, 001141
0, 001020
0, 000399
L 0,000778
- 0, 00057
L 0, 000536
0,000415
0, 000295
0, 000174
0

Figura 2.19: Espesores en el caso JAB (m)

Cortante

12,030

10,697

9, 3603
-B8,0231
- B6,B359
5, 3487
- 4,0115
2.6743
1,3371
0

Figura 2.20: Mddulos de tensiones tangenciales en el caso JAB (Pa)
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Error

>3
1.7778
1,5556
1.,3333
11,1111
0,B88EE
0,66665
0,44443
0,2222

0

Figura 2.21: Errores de correlacién del médulo del cortante en el caso JAB

Espesor

-0, 000471
0,000419
0, 000366
-0, 000214
0,000261
0, 000209
0, 000157
0, 000104
L PETEesn
0

Figura 2.22: Espesores en el caso RCO (m)
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Cortante
63,207

laa,leq
49,161

42,138
35,115
28,092
- 21,069
14,048

7, 0225
0

Figura 2.23: Médulos de tensiones tangenciales en el caso RCO (Pa)

Error

>0
1.7778
l 1.5556
1., 5332
N 1.1111
| EETERE
' 0,66665
0.44443

0,2222
o

Figura 2.24: Errores de correlacién del médulo del cortante en el caso RCO
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Espesor
0, 001429

l 0,001270
0,001111

0, 000952

L0, 000794
‘ 0, O00G3ES
[ .0.000476
0,000317
0, 000158

0

Figura 2.25: Espesores en el caso RMS (m)

Cortante
36,563

32,52
28,476
24,433
- 20,389
16,346
12,302
8.2588

4,2153
0,17221

Figura 2.26: Mddulos de tensiones tangenciales en el caso RMS (Pa)
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Error

>0
1,7778
1,5656
1,3333
1,1111
0, 88888
B0, 66665
0,44443
n,2222

0

Figura 2.27: Errores de correlacién del médulo del cortante en el caso RMS






Capitulo

Materiales hiperelasticos para
paredes arteriales

En este capitulo se describen modelos de material para las grandes defor-
maciones planteados en el marco de la hiperelasticidad.

Para ello, en primer lugar (apartado B.I]) se presentan algunos conceptos
bésicos de mecénica de medios continuos (para mas informacién, véanse por
ejemplo,  TRUESDELL [1977|, CIARLET [1988||y|GURTIN [1981]) con objeto
unicamente de especificar las ideas basicas y las notaciones que se utilizaran
en el desarrollo de los modelos.

Posteriormente se desarrollan inicialmente modelos de tipo isétropo (apar-
tado B.2]), caracterizados porque cualquier rotacién a nivel local en el estado
inicial no afecta la respuesta del material. Este tipo de materiales pueden
resultar adecuados para la simulacién de la placa ateromatosa y han sido
utilizado por diversos autores para modelizar paredes arteriales (véanse [YA-
MAGUCHI [2000], TANG ET AL. [1999a], TANG ET AL. [1999b|y/AURICCHIO
ET AL. [2000]). Algunos de los modelos que se exponen surgieron inicialmen-
te para modelizar gomas y cauchos, aunque se han mostrado adecuados para
materiales biolégicos blandos.

Seguidamente se presentan modelos anisétropos (apartado3.3]). Estos mo-
delos son los que se consideran mas adecuados en la modelizacién de las pa-
redes arteriales sanas, especialmente aquellos con dos direcciones preferentes
de fibras.

Por tltimo, en el apartado se desarrolla un método de correlacién no
lineal entre modelos constitutivos de materiales hiperelasticos para paredes
arteriales, permitiendo el ajuste de parametros.

49
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3.1. Mecanica de medios continuos e hipere-
lasticidad

En el desarrollo de la tesis se admiten como hipdtesis basicas las de la
mecanica de medios continuos. No obstante, existen modificaciones a dichas
hipotesis que permiten tener en cuenta ciertas singularidades. Por ejemplo,
HOLECEK Y KRAKORA [2000] presenta aplicaciones a los vasos sanguineos
de descripciones dependientes de la escala que permiten modelizar sistemas
cuyos parametros microscépicos varfan (oscilan) rapidamente en el espacio,
motivando la hipétesis de que esta variacién se realiza de forma discontinua.

3.1.1. Cinematica

Sean X y x los wvectores posicion de una particula en la configuracion
inicial By, llamada también de referencia, y deformada B;, llamada también
instantdnea, en el tiempo t. La funcién transformacién que relaciona ambos
vectores, funcién del tiempo y de la posicién inicial, es & = (X, t) (véase la
figura3]). A esta funcidn se le exige que sea suave (continua y con derivadas
continuas para todo orden). Ademds, se exige la existencia de la funcién
inversa ¢!, necesaria dado que dos particulas distintas en cada instante
deben ocupar andlogamente posiciones distintas en la configuracion inicial.

Los campos de velocidades y aceleraciones se obtienen a partir de (X, t)

de la forma
_ Xt Te(X )

ot a oz

v

respectivamente.

El tensor gradiente de deformacion viene dado por F = Grad¢ o en
componentesm
Oz,
0X 4’
representando su determinante la relaciéon de volumenes entre las configura-
ciones deformada e inicial, que se indica por J = det F'. Obsérvese que F' es
siempre invertible, dada la existencia de la funcién inversa ¢~

El teorema de la descomposicidon polar (véase, por ejemplo,(GURTIN |[1981])
arroja que para todo F' existen dos tensores, de forma tnica, Ry U, tales
que F = R-U, siendo R tensor ortogonal, esto es R-R" = 1. Al tensor R se
le denomina tensor rotacion, mientras que el tensor U se denota como ten-
sor de alargamiento derecho. Anadlogamente se puede demostrar la existencia
de la descomposicién tnica F' = VR, siendo V el tensor de alargamiento
1zquierdo y R el mismo tensor rotacién considerado en la descomposicion
anterior.

FaA:

1Se supondré en todo el desarrollo de la presente doctoral que las componentes vienen
referidas a bases ortonormales y cartesianas.
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(a) (b)
Figura 3.1: (a) Cinematica. (b) Tensiones

Con objeto de dar medidas de la deformaciéon del material independientes
del sistema de referencia, esto es, medidas objetivas de la deformacién, se
definen los tensores de Cauchy-Green por la derecha y por la izquierda como
C=F"F=U?yb=F-F' = V? respectivamente. Obsérvese que tanto
U como b son también objetivos, pero el manejo de estos tensores exige en
general mayor capacidad de calculo.

Otras medidas de la deformacién son la dada por el tensor de deformacion
de Green

E:%(C—l)

y la dada por el tensor de Almansi

1
= —(1-bY.
e 2( )

3.1.2. Tensiones

Las tensiones indican las fuerzas por unidad de superficie en el material
(véase la figura B.1]), escribiéndose df = tds en la configuracién deformada,
donde f indica la fuerza aplicada sobre una superficie de tamano s que tiene
un vector tension asociado t.

El teorema de Cauchy asegura la existencia de un tensor tnico, llamado
tensor de tensiones de Cauchy y denotado con o, tal que t = o-n, siendo n
el vector normal a la superficie que tiene asociada la tension t. Ademas, las
ecuaciones de equilibrio de momentos arrojan que o es simétrico.

El primer tensor de Piola-Kirchhoff, P, es aquel que verifica

o-nds = P-NdS,

siendo N y S el vector normal y la superficie en la configuracién inicial. Se
puede demostrar (véase, por ejemplo, [CIARLET |1988])

P=Jo-F "
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El tensor de Kirchhoff, T, se define por 7 = Jo.

Por 1ltimo, el sequndo tensor de Piola-Kirchhoff, S, se corresponde con
el pullback (véase, por ejemplo, MARSDEN Y HUGHES [1968]) del tensor de
Kirchhoff, esto es,

S=F'lo.F 7T (3.1)

3.1.3. Potencia de deformacion

La potencia tensional especifica, por unidad de volumen en la configura-
cion instantanea, se puede obtener como

apint
= o:grad v,
v
0 escrito en forma indicial?,
aPint a'Ua
= Ogp -
ov 8!Eb

Dado que el tensor de tensiones de Cauchy es simétrico (esto es, o4 = 0pq),
la potencia especifica en la configuracion deformada se puede expresar de la
forma

873int
ov

siendo d la parte simétrica de grad v. Ahora bien, dada la relacion de volime-
nes entre las configuraciones deformada e inicial, se tiene, en la configuracion
inicial,

=o:d,

873int
oV

Por otra parte, derivando el tensor de Green respecto del tiempo,

= Jo:d. (3.2)

1 .
E=§w3F+F?m,

y dado que F = (gradv)-F, se tiene E = FT.(gradv)-F. Sustituyendo
en (3.2) y operando se llega a las igualdades

IPin =P:F=S8:FE = S:C

pr 5 (3.3)

3.1.4. Hiperelasticidad

Un material se dice que es hipereldstico si su densidad de energia libre,
U en la configuracion de referencia, es funcién exclusivamente del estado de
deformacién, pudiendo escribirse ¥ = W(F') = U(C). En estas condiciones,

2Se hace uso de la convencién de sumacién de Einstein, mediante el uso de indices
repetidos mudos.
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dada la independencia de la energia a los procesos térmicos y la imposibilidad
en el aumento de la entropia, la densidad de trabajo realizado por las fuer-
zas internas debe ser equivalente al aumento de la energia libre, dW = dV¥,
y por tanto W = W(F) = W(C). Esta funcién W debe respetar ciertas
condiciones, como es la de objetividad y algunas relacionadas con la estabi-
lidad (entre las que destaca la condicién de policonveridad). La condiciones
de mayor relevancia se presentan en el apéndice [Al

Observacién. La hipdtesis de hiperelasticidad serd el punto de partida de
los modelos que se desarrollan en la presente tesis. No obstante, otros mode-
los més complejos admiten que las paredes arteriales estan constituidos por
materiales entrépicos (tipico en materiales constituidos por largas moléculas
entrelazadas, como son los polimeros), esto es, materiales que modifican la
entropia (con cierto sentido geométrico) con la deformacién, de forma que au-
mentan la temperatura al alargarse, fenémeno ya observado por Roy [1881],
aumentando la entropia del exterior (desigualdad de Clausius-Duhem). A su
vez, este planteamiento justifica el hecho de que al aumentar la temperatura
el material se encoja, ya que el incremento de la entropia se lleva a cabo
por disminuciéon de alargamientos. La entropia estda asociada a las posibles
maneras de unir las moléculas (cuya longitud puede suponerse distribuida
segln una variable aleatoria Normal) entre sus puntos de unién.

Tensor de tensiones. Partiendo de (3.3) y teniendo en cuenta las consi-
deraciones indicadas, se tiene

S=2"_. (3.4)

Tensor de elasticidad. El estudio de configuraciones con comportamiento
no lineal exige generalmente una aproximacién numérica, al dificultarse el
planteamiento analitico. Este proceso se facilita iterando sobre las ecuaciones
linealizadas que describen el problema. En particular, en la configuracion
inicial se busca un cierto tensor C, denominado tensor de elasticidad respecto
a la configuracion inicial, tal que se obtenga la linealizacién (para incrementos
pequenos)
AS = C:AFE.

Para un material hiperelastico, el tensor C se puede obtener a partir de
W de la forma
0*wW

C=4560c
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donde se observa que C no es en general constante.

Se puede demostrar que el tensor de elasticidad C presenta las propieda-
des denominadas simetrias mayores, Capcp = Copap y simetrias menores,
Capep = Cpacp-

Por otra parte, en la configuracion deformada se define el tensor de elas-
ticidad ¢ como aquel que verifica

Ao = c:Ae,

donde Ae es la parte simétrica del gradiente, respecto a la configuracion
deformada, de los incrementos de desplazamientos, esto es,

1
Ae = 5 (grad Au + (grad Au) ") .

Se puede demostrar que ¢ (con componentes [cupeq]) ¥ C (con componentes
[Capcp]) se encuentran relacionados indicialmente a través de

Cabed = I FoaFypFouc FypCapep- (3.5)

3.2. Hiperelasticidad is6tropa

Un material es isdtropo cuando cualquier rotacién en la configuracion
inicial no afecta la respuesta del material. En particular, las energias acumu-
ladas deben ser independientes de las rotaciones en la configuracion inicial
para todo movimiento a lo largo del tiempo, escribiéndose W (F') = W(F-Q)
para todo tensor ortogonal Q. Se dice que el grupo de simetrias del material
contiene el de rotaciones.

En la modelizacién de las arterias existen materiales que pueden simu-
larse adecuadamente con formulaciones isétropas, como puede ser la placa
ateromatosa.

3.2.1. Funcion de los invariantes

Expresando el trabajo en funcién de C se tiene W(C) = W(F'.F) =
W(Q"F'F-Q) = W(Q"-C-Q). Por tanto, W debe ser funcién exclusiva

de los invariantes de Jordan de C, que se pueden obtener de la forma

1
I =tr(C), I,= 3 (trC)? —trC?) e I3 =detC = J".
En esta situacién, con W = W (Iy, I, I3), la ecuacién (B.4]) resulta
I I I
§—o(IWoh  OWOL  OWOL\
ol oC  0l, 0C  0l3 0C
donde las derivadas de los invariantes respecto de C pueden ser expresadas
como

(3.6)

on, . dl, oL,
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Indicialmente,

ow 9lI,

= 2—
San oI, 9Cap’

con

(9[1 8[2 a]3
pr— —_— I —_— —
9Cn daB, 31 104 —Cup ¥ 3015

= ISC,ZE? (37)

siendo d4p el delta de Kronecker correspondiente a los indices A y B.
Por otra parte, teniendo en cuenta (3.0]), se tiene

3
oW oL, 01, oW I,
.y 9la Gl | OW '
C=4), (6[a8[b ac aC © a1, a@)

a,b=1
Indicialmente,
3
2W a]a 8Ib oW 82Ia
— 4 '
Capcp abzl <8Iaf9]b 9C 15 9Cen t ol, aCABaOCD> ’ (3.8)

donde las derivadas parciales segundas de los invariantes respecto al tensor
de Cauchy pueden ser obtenidas como

’L
0Cxp0Ccp
_Oh s on — M Gactnp + Sanbse) (3.9)
8C450C oD ABOCD 5 ACOBD ADOBC) Y .

0%1 L 1 o
m =I5 (CA}BCCll) - Q(CA(IJCB}D + CAJIDCBé‘)> .

3.2.2. Funcion de los alargamientos principales

Los autovectores {IN,} y los autovalores correspondientes {\,} del ten-
sor de alargamiento derecho U, se definen de forma que se verifique U =
Zi:l AN, ® N, resultando {IN,} base ortonormal. Teniendo en cuenta la
descomposicién polar, el movimiento local del material se puede descomponer
(por este orden) en:

1. Alargamiento en las direcciones { N, } de valor {),}, denominadas di-
recciones principales y alargamientos principales en la configuracion
nicial.

2. Rotacién R.

Se observa que J = det F' = det U = A\; \2)\3, dado que R es ortogonal.
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Andlogamente, se definen los autovectores {n,} y los autovalores corres-
pondientes {)\,} del tensor de alargamiento izquierdo V', de forma que se
verifique V' = 22:1 ATy @ Ny, siendo {n,} base ortonormal. Puede demos-
trarse que los autovalores de U coinciden con los de V. La descomposicion
polar permite afirmar que el movimiento local del material puede ser des-
compuesto (en este orden) en:

1. Rotacion R.

2. Alargamiento en las direcciones {n,}, denominadas direcciones princi-
pales en la configuracion deformada, de valor {\,}.

Por otra parte, dada la independencia de la funcién densidad de energia
de deformacion W respecto a las rotaciones en todo material simétrico, W
es expresable en funcién de los alargamientos principales, escribiéndose W =
W (A1, A2, A3).

Se puede demostrar (véase, por ejemplo, HOLZAPFEL [2000b]) que para
un material isétropo el tensor de tensiones de Cauchy, o, tiene las mismas
direcciones principales que el de alargamiento izquierdo, V', siendo expresable
de la forma o = Zi’zl TaMy @ Ny, CON

ow
= J I\, )
o J Y
Ademas, S = 22:1 S,N,® N, con
1 oW
S = XaOAg

Analogamente, el tensor de elasticidad en la configuracién inicial puede
ser expresado en funcién de los alargamientos principales de la forma

Sa

N,®N,® Ny, ® Ny+

@

I
B
> =
o
Q|
=~
o

RS
T
i

s (3.10)

e

(Ne® Ny @ N, N, + N, ® N, ® N, ® N,),

]

Sl
—_

20
L~

donde debe tenerse en cuenta que

o S =S. _ 98, 08,
M—da AP — A2 ON2 ON
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3.2.3. Algunos materiales hiperelasticos is6tropos

Como se ha indicado, los materiales hiperelasticos se encuentran caracte-
rizados por la expresiéon de su funcién de densidad de energia de deformacion
W de variable el estado de deformacion.

Algunas expresiones de W consideran parametros que se derivan del com-
portamiento del material para el caso limite de pequenas deformaciones, con-
cretamente en funcién del maddulo de elasticidad E y del coeficiente de Pois-
son v se obtienen las constantes de Lamé:

vE FE

N arwa-w Y Ty

y los mddulos volumétrico K y tangencial o de corte G,

_él—i-V_ FE F

K= = 3a—a ¥ “THF T saay

Funcién de los invariantes. Los materiales hiperelasticos isétropos de-
finidos en funcién de los invariantes que se han implementadd® (véase el
cuadro de la pagina[229)), indicando las funciones de densidad de energia
(véanse los contornos de la seccién [A7.T]) con los pardmetros de material,
son:

a) Saint Venant-Kirchhoff

A

b) Neohookeano:

A 1 3
W = Z1og? 2 — 2
2og J+u(21 2 ogJ),

¢) Neohookeano modificado:

K 1 3
W = — log? iy A i g
5 108 J+u(2 1J 2>

d) Mooney-Rivlin:
W =c(J 1) —dlogJ +ci (I} — 3) + cx(Io — 3),

con d = 2(cy + 2¢3).

3En la eleccién de los modelos se ha prestado atencién a los que surgieron para modelizar
gomas y cauchos, dada la analogia mecanica con los tejidos biolégicos blandos.
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e) Yeoh:
K
W = 5 10g2 J + (31(]1 — 3) —+ CQ(Il — 3)2 —+ Cg([l — 3)3
f) Blatz y Ko:

W= f% ((11 —3)+ %(I;B - 1))+(1—f)§ ((% - 3) + %(Ig - 1)) .

Funcién de los alargamientos principales. Los modelos descritos en
funcién de los alargamientos principales (véanse los contornos de la sec-
cién [AL7.2) y que han sido implementados (véase el cuadro de la pégi-

na [229)) son:

a) Ogden (véanse las condiciones basadas en la estabilidad que se propo-
nen para sus parametros en el cuadro[A.Tlde la seccién [A.6] pagina 2T7T):

K 2 - Hp - Yap
W= 2 log J+Z(a—pz>\a : (3.11)

b) Varga:
W = Cl<)\1 +)\2+/\3 —3)

c) Logaritmico:

K. , i
W= log J+ G log(\a).

a=1

3.2.4. Implementacion

Se pueden implementar materiales hiperelasticos en programas de ele-
mentos finitos siguiendo los esquemas de los cuadros B.1]y para funciones
de densidad de energia dependientes de los invariantes del tensor de Cauchy-
Green por la derecha y de los alargamientos principales, respectivamente?.

Los esquemas indicados se han establecido de forma que se facilite la in-
corporacion de nuevos materiales, en particular, para definir los materiales
hiperelasticos basta con introducir los valores de las derivadas primeras y se-
gundas de la funcién densidad de energia respecto a los invariantes (punto
del cuadro B.J) o respecto a los alargamientos principales (punto [3 del cua-
dro B2)). A modo de ejemplo, se presenta en el cuadro el cdigo Fortran

4De esta forma se han incorporado en el sistema FEAP desarrollado por [TAYLOR [2000]
subrutinas que permiten obtener el tensor de tensiones de Cauchy y el tensor de elasticidad
en la configuracién deformada (véase el cuadro de la seccion [C2] pagina 228)).
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correspondiente a los materiales de Saint Venant-Kirchhoff y de alargamiento
logaritmico.

Uno de los aspectos a tener en cuenta en la implementacion es la presencia
de simetrias (mayores y menores). Esto permite por ejemplo que los tensores
de elasticidad se almacenen con 21 valores, en vez de 3* = 81 valores.

3.2.5. Emnsayos

Este apartado tiene por objeto presentar el comportamiento de distintos
tipos de materiales hipereldsticos y de validar el cédigo de elementos finitos
implementado segin los esquemas de los cuadros B.1 y

Ensayos unidireccionales. A continuacion se presentan los resultados ob-
tenidos en ensayos unidireccionales de deformacion plana en los que se impi-
den todos los desplazamientos transversales a las direcciones de estiramiento
(véase la figura B.2)). Se presenta la tensién de estiramiento o,, para cada
estado de deformacién, determinado por Al/L, comparéndose los resultados
obtenidos haciendo uso del cédigo de elementos finitos implementado con los
célculos tedricos (véase el cuadro B4y las figuras 3.3 B.4], 3.5 B.6], 3.7, B.8]
y BI0). Obsérvese que en algunos de los casos el material muestra un
aumento de la rigidez con la deformacién, mientras que en otros disminu-
ye. Este aspecto debe tenerse en cuenta en la eleccion de modelos para las
paredes arteriales.

O O O O
Oyy
Ozx Fuerza
[
L Al
(@) (@) Q (@)

Figura 3.2: Esquema de ensayo unidireccional

Inflado de un cilindro. Se trata de la simulacién de inflado de un cilindro
incompresible en deformacion plana con diferentes modelos de material. En
particular se determina la tension circunferencial de Cauchy o y la presion
interna P, en funcién del alargamiento circunferencial A del cilindro (relacién
entre los perimetros medios en las configuraciones deformada e inicial).



60 3.2. Hiperelasticidad isétropa
Dado el tensor gradiente de deformacion F. \

1. Tensor de Cauchy-Green por la derecha C,

CAB = FoaFyB.
2. Invariantes de C,

1
I =Cya, Ib= §(CAACBB — CABCAB) e I3= J2 = (detF)Q.
3. Derivadas primeras y segundas de la densidad de energia respecto a los
invariantes,

ow 0*W

oI, ¥ oI,0I,
4. Tnversa de la matriz C, [C3].
5. Derivadas primeras de los invariantes respecto a C, segun (3.7]),

ol,
ICap
6. Segundo tensor de Piola-Kirchhoff S,
S — 87W an

AP TBI, 0C s

7. Tensor de tensiones de Cauchy o,
1
Oab = jFaASABFbB-
8. Derivadas parciales segundas de los invariantes respecto a C, segin (3.9)),
%I,
9CspICcp

9. Tensor de elasticidad en la configuracién inicial [Capcp], segin (B.5).

Q

Tensor de elasticidad en la configuracion deformada [cqpeq], sSegun (B:E])J

Cuadro 3.1: Esquema de calculo del tensor de tensiones de Cauchy y del tensor de
elasticidad en la configuracion deformada para materiales hipereldsticos isétropos
definidos en funcién de los invariantes
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@da el tensor gradiente de deformacion F. \

1. Célculo de los autovalores y autovectores del tensor de Cauchy-Green por la
derecha C, {\y}, [Vaa).

2. Determinante de F', J = det F'.

3. Derivadas primeras y segundas de la densidad de energia respecto a los
alargamientos principales,

oW 92W
Ny T NN

4. Segundo tensor de Piola-Kirchhoff S,

L ow
e ONg

resultando en componentes

3
ZSaNa@)Na, con S, =

a=1

3
SAB = Z SaNaANaB-

a=1

5. Tensor de tensiones de Cauchy o,

1
Oab = jFaASABFbB-
6. Derivadas parciales de las componentes principales de S respecto a los au-
tovalores {A,},
05, 1 OPW__540W
0Ny AaOXOXy A2 0N,

7. Tensor de elasticidad en la configuracién de referencia [Capcp], segin (B.10).

\8. Tensor de elasticidad en la configuracion deformada [cqpeq], sSegun (BI)])J
Cuadro 3.2: Esquema de calculo del tensor de tensiones de Cauchy y del tensor de

elasticidad en la configuracion deformada para materiales hipereldsticos isétropos
definidos en funcién de los alargamientos principales
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“ R

C SAINT-VENANT KIRCHHOFF
call celas(ud,E,nu,mu,Ka,lambda)
dwI(1)=(lambda/2+mu)/2*Iv(1)-(3/2.d0*1lambda+mu) /2
dwI(2)=-mu/2
dWWII(1)=(lambda/2+mu)/2

c ALARGAMIENTO LOGARITMICO

call celas(ud,E,nu,mu,Ka,lambda)

coef=1/2.40*(Ka-2/3.d0*mu)

J3=aval (1) *aval(2)*aval(3)

do i=1,3

dWl(i)=dW1l(i)+2*coef*dlog(J3)/aval(i)

do j=i,3
if (i.eq.j) then
dWW1ll(ms2v(i,j))=dWWll(ms2v(i,j))-2*coef*(-1+dlog(J3))/

aval (i) **2

else
dWWll (ms2v (i, j))=dWWll (ms2v(i,j))+2*coef/(aval(i)*aval(j))
end if

end do

end do

do i=1,3

dwl (i)=dWl(i)+2*mu*dlog(aval(i))/aval (i)

dWW1l(i)=dWW1ll(i)-2*mux(-1+dlog(aval(i)))/aval(i)**2

end do

Observaciones:
a) La subrutina celas permite determinar las constantes de Lamé a partir del
modulo de Young y del coeficiente de Poisson.

b) Los vectores dWI y dWWII indican las derivadas primeras y segundas de la
\\\‘ funcién de densidad de energia respecto a los invariantes {I,}.

Cuadro 3.3: Cdédigo Fortran correspondiente a los materiales de Saint Venant-
Kirchhoff y de alargamiento logaritmico
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~

a) Saint Venant-Kirchhoff:

A
3 +3(u+ )t + (A + 2u)e.

A
Opz = (L+ 5 2)

5)

b) Neohookeano:
2X log(1 + €) + pe? + 2pue
l+e '

Ogx =

¢) Neohookeano modificado:

. _ 2Ge? 4+ 4Ge + 3K (1 +¢)%/3 log(1 +¢)
e 3(1 4 ¢)%/3

d) Mooney-Rivlin:
2e
Tz = 2 .
o 1_i_g((c—i-d/ Je+c+d)

e) Yeoh:

1
Ora :m(60356 + 36¢35 + 2(2¢o + 39¢3)e? + 8(2¢0 + 9e3)e3+
2(c1 4 10¢p + 12¢3)e® 4 4(c1 4 2¢2)e + 2¢1 + 2K log(1 + €)).

f) Blatz y Ko:

5(2f — 1+4fe+6fe® +4fed + fet—

Ty
FA+e) 2 —2fe(1+46)" — f2(1+) %+
(1= /1462 +2(1 — fle(l +2)% + (1 — )21 +)?P).
g) Ogden:
_ 3Klog(1+¢)+ Zzzl 2, (1 + £)200/3 — (1 4 g)=/3)

3(1+¢)8/3

h) Alargamiento logaritmico:

(3K 4 4G) log(1 + ¢)
3(1+¢)

Ogx =

Cuadro 3.4: Resultados tedricos de ensayo unidireccional
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Tensiono,, (MPa)

Elementos fini_tos
Qélculo teéngo +

0,2

0,4 0,6 0,8 1
AlargamientoAl / L

Figura 3.3: Ensayo unidireccional. Material de Saint Venant-Kirchhoff con médu-
lo de elasticidad 1000 MPa y coeficiente de Poisson 0,3

Tensiono,, (MPa)

800
700
600
500
400
300
200
100

Elementos finitos 1
Cllalculo teénpo +

0,2

0,4 0,6 0,8 1
Alargamientoal /L

Figura 3.4: Ensayo unidireccional. Material neohookeano con médulo de elasti-
cidad 1000 MPa y coeficiente de Poisson 0,3
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600 . . . .

500 .

400 .

300 .

200 ]

Tensiono,, (MPa)

100 . 1
Elementos finitos

ICéIcqu teéripo +

0 1 1
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

AlargamientoAl /L

Figura 3.5: Ensayo unidireccional. Material neohookeano modificado con moédulo
de elasticidad 1000 MPa y coeficiente de Poisson 0,3

2500 T T T T

2000 i

1500 -

1000 i

Tensiono,, (MPa)

500 ]

Elementos finitos
Qélculo tec')rlpo +

O 1 1
0 0,2 0,4 0,6 0.8 1

AlargamientaAl / L

Figura 3.6: Ensayo unidireccional. Material de Mooney-Rivlin con médulos ¢ =
500 MPa, ¢; = 100 MPa y co = 200 MPa
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3000 . . . .

2500

2000

1500

1000

Tensiono,, (MPa)

500

Elementos fini_tos
Qélculo teéngo +

O — 1 1
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

AlargamientoAl / L

Figura 3.7: Ensayo unidireccional. Material de Yeoh con médulos K = 500 MPa,
c1 = 10 MPa, cg = 15 MPa y ¢3 = 20 MPa

2500 . : : . _

2000 i
<
o

2 1500} |
g
g

‘% 1000 |
c
(]
|_

500 r i

Elementos finitos
0 , . Calculo tedrico  +

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
AlargamientaAl /L

Figura 3.8: Ensayo unidireccional. Material de Blatz y Ko con médulo a cortante
u = 500 MPa, parametro de interpolacion f = 0,5 y exponente 3 = 2
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1400 T T T T

1200 .

1000 7

800 7

600 7

Tensiono,, (MPa)

400 1

200

Elementos finitos
Qélculo teéri(lzo +

o 1 1
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

AlargamientoAl /L

Figura 3.9: Ensayo unidireccional. Material de Ogden con médulo volumétrico
K = 850 MPa y moédulos isocoricos 1 = 1500 MPa, pus = 500 MPa, pus = 200 MPa,
asociados a los exponentes a; =1, ag =2y a3 = 3

500 - . . .
450 .
400 | .
350 .
300 .
250 .
200 .
150 .

100 ]

50 F Elementos finitos _
0 . . Calculo tedrico  +

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
AlargamientaAl /L

Tensiono,, (MPa)

Figura 3.10: Ensayo unidireccional. Material de alargamiento logaritmico con
moédulo de elasticidad 1000 MPa y coeficiente de Poisson 0,3
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El radio inicial del cilindro se toma R = 10 m y un espesor de la pared
H = 0,1 m. Las propiedades de los materiales se recogen en el cuadro [3.5

Los resultados tedricos se pueden obtener teniendo en cuenta que W =
W(A1, A2, A3) = W(A, 1/A, 1) = W(A), dada la incompresibilidad del mate-
rial, tomando \; en direccién circunferencial, Ay en direcciéon radial y A3 en
direccién longitudinal al cilindro. Considerando en estas condiciones que el
material se alarga con tensién nula asociada a A\, se llega a

a:)\g—W

oN
La presion puede ser obtenida con la ecuacién de los tubos delgados

ch
Pint = )
T

con h = H/\yr=AR (véase el cuadro [3.0]).

Se han obtenido resultados muy parecidos en las formulaciones teéri-
cas y de elementos finitos (considerando la malla de la figura B.11]). En las
figuras y B3] se comparan las tensiones circunferenciales y las pre-
siones interiores (obtenidas mediante elementos finitos) para los distintos
materiales. Obsérvese el crecimiento de la rigidez del material de Ogden,
adecuado para la modelizacién de tejidos bioldgicos blandos (con objeto de
evitar inestabilidades). Ademads, se observa que las curvas de los materiales
neohookeano y neohookeano modificado se solapan, lo que es esperable por
la (pseudo-)incompresibilidad del material.

-~

a) Neohookeano, neohookeano modificado y logaritmico:

p = 4,225 - 10° Pa.

b) Ogden:
a; = 1.3, p = 6,3-10° Pa,
as = 5,0, g1 = 0,012 - 10° Pa,
az = —2.0, ps = —0,1-10° Pa.

¢) Varga (introducido como caso particular de Ogden):

N /

Cuadro 3.5: Inflado de un cilindro. Parametros que definen el comportamiento
del material incompresible

c1 = 2u = 8,45 - 10° Pa.
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-

a) Neohookeano:

b) Neohookeano modificado:

¢) Ogden:
> 1
7= ZMP ()‘ap o )\ap> )
p=1
d) Varga:
1
g =C <)\ — )\>
e) Logaritmico:
o =4ulog\.
@ndo Ay o el alargamiento y la tension circunferencial. J

Cuadro 3.6: Resultados tedricos de inflado de un cilindro

Elementos hexaédricos

Desplazamiento horizontal
impedido

Desplazamiento prescrito

Desplazamiento vertical
impedido

Figura 3.11: Esquema de inflado de un cilindro de radio 10 m y espesor 0,1 m
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Tension circunferenciat (106 Pa)

Presion interioP;, (10° Pa)

140 ' T T T T T T T
Neohookeano———
Neohookeano modificade--------
1201 Ogden i
Varga
100 r |
80 r |
60 [ |
40 r
20
0

Figura 3.12: Inflado de un cilindro. Tensiones circunferenciales

14

12

10

1 2 3 4 5 6 7 8 9
Alargamiento circunferencial

10

Neohookeano——
Neohookeano modificade--------
Ogden -
Varga

1 2 3 4 5 6 7 8 9

Alargamiento circunferencial

Figura 3.13: Inflado de un cilindro. Presiones interiores

10
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Inflado de un globo. En este caso se infla una esfera de radio R = 10 m
y espesor H = 0,1 m (este ensayo reproduce el estudiado por HOLZAPFEL
[2000b]). Los materiales utilizados son los mismos que los del caso del cilindro.
El céalculo tedrico se puede obtener de forma analoga al apartado anterior,
llegdndose a las ecuaciones

A OW 20h
=5y ¥ P = -
conr = ARy h= H/)\ (véase el cuadro [3.7)).

Los resultados obtenidos por el método de elementos finitos se presentan
en las figuras y[3.16l se observa que el inico material que llega a presentar
un minimo relativo no extremo en la evolucion de la presion es el de Ogden.
Como en el caso anterior, la curvas de los materiales neohookeano normal y

modificado se solapan.

~

a) Neohookeano:

1
1
azu()\Q—)\Z}).

b) Neohookeano modificado:

¢) Ogden:
: 1
7= Zﬂp ()‘ap - )\2%> :
p=1
d) Varga:
1
o=c ()\ - )\2>
e) Logaritmico:
o =6pulogA.

@ndo Ay o el alargamiento y la tension circunferencial, respectivamente. j

Cuadro 3.7: Resultados tedricos de inflado de un globo

3.3. Hiperelasticidad anisétropa

3.3.1. Isotropia transversal

Se considera un material con una direccién preferente, representada por
el vector unitario ag en la configuracién inicial. La funciéon de densidad de
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Desplazamiento horizontal
restingido

Elementos hexaédricos

Desplazamiento impuesto
en superficie interior

Desplazamiento horizontal
restingido

Desplazamiento vertical impedido

Figura 3.14: Esquema de inflado de un cilindro de radio 10 m y espesor 0,1 m

Tension circunferenciaf (106 Pa)

250 . .

N'eohoo'keanoli

N

o

o
T

<
)
-
Q
)

1

150 Fa

100 |

50 i

Alargamientoi

Figura 3.15: Inflado de un globo. Tensiones circunferenciales
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70 . .

N'eohookeano'—
60

50
40
30

20 |

Presion interioP;; (1% Pa)

10

Alargamiento\

Figura 3.16: Inflado de un globo. Presiones interiores

energia W es por tanto de la forma W (C' ay), siendo C el tensor de Cauchy
por la derecha. Ademds, dado que W es independiente del sentido de ay, esto
es W(C,ay) = W(C,—ay), entonces puede ser expresado como W(C,ag ®
ay). Por otra parte, por la objetividad de W debe verificarse W (C, ag®ag) =
W(Q-C-Q", Q-ay ® ay-Q™"), para todo tensor ortogonal Q.

Como obtuvo [SPENCER [1984] bajo las condiciones indicadas se pueden
definir unos escalares I e I, denominados pseudo-invariantes de anisotropia,

[4 = ao'C'CLQ [§ I5 = ao-C’2-a0, (312)

de forma que W = W (14, I, I3, 14, I5), siendo Iy, I5 e I3 los invariantes de C.
Las derivadas de los pseudo-invariantes I, e I5 son

ol ol
a_é =G0 ®a vy 8_2' = ay ® (C-ag) + (C-ao) @ ao.
Indicialmente,
o1 oI
50, = “at0s ¥ g5 = waCsctoc + aosCactoc. (3.13)

Por otra parte, las derivadas segundas son

0?1,
aCABaCCD (3 14)
0?15 1 '

0C.50Cey 2 (apa(aopdcp + aocdpp) + aos(aopdac + aocdap)) -
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3.3.2. Anisotropia con dos familias de fibras

Sea un material que presenta dos direcciones preferentes definidas en la
configuracion de referencia por dos vectores ag y bg. La funcién de densidad
de energia es ahora de la forma W (C, ao, by), debiendo verificarse

W(C,aop, by) = W(Q'C'QT> Q-ap, Q-by)

para todo tensor ortogonal Q.
Como en el caso de anisotropia transversal, SPENCER (1984 definié los
pseudo-invariantes de anisotropia

I6 - bQ'C'bo, I7 == bo'C2°b0,

3.15
Iy = (ag*bg)ag-C-by ¢ Iy = (ap-by)’. (315)
de forma que W = W (1, Is, I3, Iy, I5, Is, I7, Is, Iy).
Las derivadas parciales de I, I, Ig, Iy respecto de C' son
ol ol
a_((;' = bO (29 bo, a—(; == bo &® (C'bo) + (C'b()) X bOa
0l 1 ol
a—é = 5(&0'1)0)(&0 X bo —+ bo (024 (10) y a—é =0.
Indicialmente,
o1, ol
= boabos, T = boaCicboc + bosCachoc,
80,43 ac(AB
(3.16)
s L aocboc) (aoabos + bonaos) ¥ —22 — 0
9C ap =3 000oc )\ @0ADB 0AQ0B) Y 9C1n = U
Ademas, las derivadas segundas resultan
0%1, _0
OC4p0Ccp
0%I; 1
———— = = (boa(bopdcp + bocdsp) + bos(bopdac + bocdap)),
80,43800/3 2
2 (3.17)
0°1g _0
OC4p0Ccp Y
%1, _0
dCap0Ccp

3.3.3. Algunos materiales hiperelasticos anisétropos

Habitualmente se define W descomponiéndola en energia debida al cam-
bio de volumen, a través de J (6 I3), y en energia debida a la deformacién
isocérica, que se representa a través de los (pseudo-)invariantes I,,, definiéndo-
se como los (pseudo-)invariantes del tensor isocérico C = J~2/3C B, De esta
forma,

W = Wvol(J) + VViso(C) = WVOl(J) + VViso({I_a})'

5Se verifica I, = J**I, con «, de forma que sea invariante a transformaciones de C de
la forma C* = \C, VA € RT.
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Isotropia transversal. Las capas de las paredes arteriales se encuentran
formadas por laminas con una tunica direccién preferente de fibras de colage-
no, lo que permitiria considerarlas como transversalmente isétropas. No obs-
tante, se admite desde un punto de vista macroscopico que existen dos direc-
ciones preferentes en cada capa. A continuacién se presentan las funciones
de densidad de energia de los materiales isétropos transversales de Weiss
o Mooney-Rivlin generalizado (véanse WEISs [1996] y [WEISS [2001]), y
Almeida o Cohen generalizado (véase [ALMEIDA Y SPILKER [1998])%:

a) WeisdD:

K _ _ _ _
W = 5 IOg2 J + Cl<[1 — 3) + CQ(IQ — 3) -+ C4(€Xp<[4 — 1) — 14)

b) Almeida:
W = agexp(6 — nlog L),

con g25 = al(ll — 3) +CL2(IQ —3) +CL3(]1 —3)2+CL4(]4 — 1) +CL5(]4 — 1)2—|—
CLG(Il - 3)(]4 — ].) + CL7(]5 — ].)

Dos familias de fibras. Uno de los modelos propuestos por algunas inves-
tigadores para materiales bioldgicos con dos familias de fibras de colageno,
como son las paredes arteriales, y que ha sido implementado, es el desarro-
llado por [HOLZAPFEL Y GASSER [2000] (véanse las propiedades propuestas
para la media y adventicia de la arteria coronaria humana anterior descen-
diente y de la arteria iliaca del cuadro B.8]). La expresién de la funcién de
densidad de energia de dicho modelo es de la forma

K C, - k’l _
W= log® J + (L —=3)+ % aZA;G (exp (k2(l, —1)*) —1).  (3.18)

Por consideraciones de estabilidad, en el cuadro [A] de la seccién [A6] (pagi-
na [2I7) se proponen algunas condiciones para los pardmetros.

Otros modelos. Se han desarrollado modelos de comportamiento anisétro-
po con tres direcciones preferentes que han sido aplicados en materiales
biolégicos, destacandose el debido a Fung: W = bexp(Q(F)), con Q(E) =
b1 E3 + by By + b3 E2y + by By Eag + bs By E33 + bg Eag E33, siendo E4p las com-
ponentes del tensor de Green. Se destaca que el modelo de Holzapfel presenta
como principal ventaja respecto al de Fung su mejor justificacion desde el
punto de vista micromecénico.

6Véanse los contornos de la seccién [A7.2
"Este modelo fue desarrollado por Weiss para la simulacién de ligamentos.
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Media Adventicia Media Adventicia
e = 27,0 kPa | cpo = 2,7 kPa e = 15,0 kPa | cpo = 1,75 kPa
klM = 0,64 kPa klA = 5,1 kPa klM = 4,0 kPa klA = 65,6 kPa
keont = 3,54 kop = 15,4 Font = 2,3 kop = 61,8
kv = 10* kPa ka = 10* kPa knm = 00 ka = o0
(a) Coronaria anterior descendente (b) Nliaca

Cuadro 3.8: Parametros del material de Holzapfel para la media y la adventicia
de la arteria coronaria humana anterior descendiente segin |[HOLZAPFEL [2000b]
(a) y de la arteria iliaca segiin HOLZAPFEL Y SCHULZE-BAUER [2000] (b)

3.3.4. Implementacién

El esquema de implementaciéon es andlogo al descrito para materiales
isétropos del cuadro B, considerando cinco (pseudo-)invariantes en el caso
de isétropia transversal y nueve en el caso de dos familias de fibras. Para ello

se hace uso de (B.12)), BI13) y (BI4) en el caso de isotropia transversal, y
ademds de (3.13), (B.16) y (BI7) en el caso de dos familias de fibras.

El comportamiento de los materiales queda caracterizado con la expresion
de las derivadas parciales de la funcién de densidad de energia respecto a los
(pseudo-)invariantes. A modo de ejemplo, se presenta en el cuadro el
cédigo Fortran correspondiente al material de HolzapfelE.

Direcciones de anisotropia en geometrias reales de arterias, con
distribucién axilsimétrica. Se ha implementado un algoritmo que per-
mite generar los modelos de material determinando de forma automatica las
direcciones de anisotropia. El uso del codigo se considera especialmente 1til
para la modelizacion por elementos finitos de arterias con datos reales, ya que
no es posible ni practico determinar las direcciones de anisotropia en cada
punto, por lo que es usual determinar el dngulo medio que forma el eje de
la arteria con dichas direcciones (véase HOLZAPFEL [2001]). Por ejemplo, el
angulo propuesto por Holzapfel para la arteria humana anterior descendente
es de 80° en la media y de 50° en la adventicia.

El algoritmo indicado es: «Sea un punto O conocido y una direccién d
que definen un eje que se denominara eje de las direcciones de anisotropia.
Dado un punto P, se le asociaran las direcciones

0= |d A OP| Yo [d A OP|

d| d|

El procedimiento descrito se aplica a cada punto de Gauss en el que se

determina el estado tensional y el tensor de elasticidad, determindndose sus

coordenadas a partir de las funciones de forma. En la figura [3.17 se presenta
un esquema del método propuesto.

sen ¢.»

8Véanse en el cuadro de la seccién indicaciones acerca del manejo del cédigo
implementado.
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HOLZAPFEL

call cIvb(ninv,Iv,Ivb,Jvol,expo,dWIb,dWWIIb)

Componente volumétrica

dwJ=Ka*dlog(Jvol)/Jvol
dWwWJJ=Ka/Jvol**2-Ka*dlog(Jvol) /Jvolx**2

Componente isocérica

dWIb(1)=1/2.d0*cc
dWIb(4)=c1*(Ivb(4)-1)*dexp(c2*(Ivb(4)-1)**2)
dWIb(6)=c1*(Ivb(6)-1)*dexp(c2*(Ivb(6)-1)**2)
dWWIIb(4)=cl*dexp(c2*x(Ivb(4)-1)**2)+2*cl*(Ivb(4)-1)**2*xc2*
. dexp(c2*(Ivb(4)-1)**2)
AWWIIb(6)=cl*dexp(c2*(Ivb(6)-1)**2)+2xcl* (Ivb(6)-1)**2*c2*
. dexp(c2*(Ivb(6)-1)**2)

call dWIxb(ninv,Iv,dWIb,dWWIIb,expo,Jvol,dWwJ,dwwJJ,dWI,dWwWII)

Observaciones:

a)

b)

La subrutina cIvb permite determinar los (pseudo-)invariantes isocéricos a
partir de los (pseudo-)invariantes.

La subrutina cWIxb permite determinar las derivadas de los (pseudo-
)invariantes a partir de las derivadas correspondientes a los términos vo-
lumétrico e isocéricos.

Los vectores dWI y dWWII indican las derivadas primeras y segundas de la
funcién de densidad de energia respecto a los (pseudo-)invariantes {1, }.

Las variables dWJ y dWWJJ indican las derivadas primeras y segundas de la
funcién de densidad de energia respecto al coeficiente volumétrico J.

Los vectores dWIb y dWWIIb indican las derivadas primeras y segundas de la
funcién de densidad de energia respecto a los (pseudo-)invariantes isocoricos

{1a}.

Cuadro 3.9: Coédigo Fortran correspondiente al material de Holzapfel
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Figura 3.17: Generaciéon automatica de direcciones a partir de O, d y ¢

3.3.5. Ensayos

Material de Weiss. Se han realizado ensayos con un material de Weiss con
los pardmetros indicados en el cuadro (véase [WEISs [1996])). Los resul-
tados obtenidos, presentando un esquema del tipo de solicitacion al material,
se presentan en las figuras B.18] y (donde las fibras se disponen en
direccién vertical).

Pardmetro Valor
K 108 kPa
c1 10 kPa
Co 10 kPa
c4 100 kPa

Cuadro 3.10: Parametros utilizados en los ensayos con material de Weiss

Material de Almeida. En este caso se han realizado ensayos con un ma-
terial de Almeida, con los pardmetros de la tabla BT (véase
SPILKER [1998]). Los resultados obtenidos, de las tensiones en la direccién
del acortamiento oy y en la direccion transversal oy, se presentan en las figu-

ras B.21] B:22 y B23

Material de Holzapfel. En este caso se considera un modelo de las ar-
terias cardtidas sanas de un conejo (caso analizado en |HOLZAPFEL [2001])
constituido por dos capas de material de Holzapfel. Las propiedades de los
materiales junto con la definicién geométrica se encuentran definidos en la
figura

El problema ha sido analizado de las siguientes maneras:
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Figura 3.18: Material de Weiss. Estiramiento sin coaccién lateral en deformacion
plana
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Figura 3.19: Material de Weiss. Estiramiento con coaccién lateral en deformacion
plana
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Figura 3.20: Material de Weiss. Estiramiento con desplazamientos bidireccionales
prescritos en deformacién plana

Pardametro Valor
n 0,6
Qg 0,08 MPa
o 7,733
a9 —3,567
o3 1,905
Qy 3,958
as 0,8904
Qg —0,0111
o7 —1,979

Cuadro 3.11: Pardmetros utilizados en los ensayos con material de Almeida
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Figura 3.21: Material de Almeida. Acortamiento en direccién de las fibras con

confinamiento transversal

Tension de Cauchy (MPa)
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Figura 3.22: Material de Almeida. Acortamiento en direccién transversal a las

fibras con confinamiento
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3.3. Hiperelasticidad anisotropa

Tension de Cauchy (MPa)

0,7 0,8 09

1 1,1 1,2 13

Alargamiento

Figura 3.23: Material de Almeida. Acortamiento sin confinamiento transversal

Ha
R; = 0,71 mm
i

Capa Material Geometria

Media cv = 3,0000 kPa Hy = 0,26 mm
kv = 2,3632 kPa oM = 29,0°
koar = 0,8393

Adventicia | ca = 0,3000 kPa Hy =0,13 mm

k1a = 0,5620 kPa pa = 62,0°
koa = 0,7112

Figura 3.24: Geometria y propiedades de los materiales de la arteria carétida de

un conejo segun [HOLZAPFEL [2001]
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a) Descomponiendo cada capa en seis zonas con materiales distintos, debi-
do a la variacién de las direcciones de anisotropia? (ver figura 325 (a)).

b) Aplicando el algoritmo de generacién automdtica de direcciones (ver
figura 3.25] (0)).

En ambos casos se ha utilizado la malla de figura [3.20l
La evolucion del radio con la presién se presenta en la figura B.27

(a) (b)

Figura 3.25: Ensayo con material de Holzapfel. Materiales con propiedades dis-
tintas en el modelo de elementos finitos, usando: (a) generacién manual de direc-
ciones, (b) generacién automdtica de direcciones

3.4. Comentarios a los modelos

Para la modelizacion de las paredes arteriales, entre los modelos isotropos
se destaca el de Ogden por el comportamiento de rigidizacion con la deforma-
ci6én que se puede obtener tras el ajuste de pardmetros (véanse las figuras[3.12]
y B15). Este comportamiento se ve justificado en los tejidos blandos a nivel
microscopico por la sucesiva alineacion de las fibras de coldgeno, lo que evi-
ta fenémenos de inestabilizacién como pueden ser los aneurismas. En todo
caso se desaconseja el modelo de Saint Venant-Kirchhoff por la pérdida de
estabilidad con grandes deformaciones.

No obstante, se considera que los modelos de mejor comportamiento son
los de tipo anisétropo con dos direcciones de anisotropia, dada la influencia
de las fibras de coldgeno. Se destaca el desarrollado por Holzapfel dado que

9El fichero directamente interpretable por FEAP se exporté desde el preprocesador y
postprocesador GiD (desarrollado por [CIMNE [1999]).
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Figura 3.26: Ensayo de arteria cardtida. Esquema de la malla
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Figura 3.27: Ensayo con material de Holzapfel. Evolucion del radio con la presién
para los modelos con y sin generacién automatica de direcciones de anisotropia
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fue disenado especificamente para paredes arteriales. En este caso, la funcion
de densidad de energia crece exponencialmente con los pseudo-invariantes
de anisotropia, ajustandose al proceso de rigidizacién que se ha comentado.
El uso de este modelo en geometrias reales se ve favorecidd™ por el andlisis
histoldgico de la pared arterial (principalmente a partir de imégenes de ul-
trasonido o por resonancia magnética) con objeto de identificar los distintos
tipos de tejidos (la mayor dificultad suele encontrarse en la indentificacién
del contorno exterior de la adventicia) y sus direcciones de anisotropia. En-
tre los algoritmos de determinacién de direcciones destaca el desarrollado
por HOLZAPFEL [2001]| basado en andlisis de los momentos de inercia de los
nucleos de las células musculares.

El ajuste de ensayos de laboratorio puede exigir la simplificacién de mo-
delos o el desarrollo de nuevos.

En el capitulo [l se muestran aplicaciones de los modelos de Ogden y de
Holzapfel.

Por 1ultimo, se destaca que una propiedad deseable en las funciones de
densidad de energia es que se pueda descomponer aditivamente en partes
volumeétrica e isocorica. Esto se debe al desarrollo de teorias que permiten
incorporar fenémenos como el comportamiento viscoso o dano, y que parten
de ese supuesto.

3.5. Correlacion entre modelos constitutivos
hiperelasticos

3.5.1. Introduccion y objetivos

La correlacion entre modelos constitutivos para paredes arteriales se con-
sidera de importancia por las siguientes consideraciones:

a) Existe dificultad en la realizacién de ensayos con tejidos biolégicos por
la sensibilidad a variables de entorno como la temperatura, actividad
celular y bioquimica, etc. Este aspecto se agrava atin mas en el caso de
tejidos humanos por los condicionantes sociales a la realizacion de los
ensayos. SCHULZE-BAUER Y HOLZAPFEL [2003] y [SOKOLIS ET AL.
12002 presentan métodos de correlacién de modelos de material pa-
ra arterias humanas directamente a partir de datos clinicos™ (en la
seccion se ajustan modelos a partir de resultados experimentales).

b) La mayoria de los modelos constitutivos existentes para paredes arte-
riales estan asociados a un conjunto restringido de configuraciones y

10No obstante, en el apartado siguiente se indican procedimientos de ajuste de las di-
recciones de anisotropia a partir del comportamiento macromecanico.

1 Ta metodologia desarrollada en este apartado es en cierto sentido de segundo nivel, ya
que la correlacién se realiza entre los modelos constitutivos.
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deformaciones (particularmente de tipo axilsimétrico). Estos modelos
pueden aportar informacién para la formulacion y ajuste de otros méas
generales.

Desde un punto de vista practico, la aplicacion de los criterios de corre-
laciéon desarrollados en esta seccion permiten estimar los parametros de unos
modelos hiperelésticos a partir de otros.

Asi, se presentan aplicaciones del método consistentes en el ajuste de
modelos constitutivos de Holzapfel y de Ogden a un modelo de Fung para
las arterias carotidas de los conejos.

Otra aplicacion se presenta en la seccién para la modelizacion de
una arteria coronaria con geometria real.

3.5.2. Meétodo de correlacion no lineal de modelos

Sea una funciéon densidad de energia W; dependiente de n parametros
escalares de ajuste, ordenados de forma {p;,pa,...,pn}, que se pretende co-
rrelacionar con otra funcién densidad de energia W5 en una regiéon R de va-
riables independientes de deformacién (usualmente correspondiente con los
estados cineméticos fisiol6gicos del material).

Admitiéndose la hipétesis habitual de incompresibilidad, las funciones
densidad de energia pueden ser tales que

Wo(F)=W,(aF),Va € R,VF € M>® a€ {1,2},

forzandose la coaccién de forma externa. Se admite ademas que las variables
de deformacién asociadas a R son {A, A2} de forma que el gradiente de
deformacion para cierta configuracion de referencia es

1

F:)\1€1®61+)\262®82+>\363®63, con )\3: )\ )\ s
112

resultando el tensor de tensiones de Cauchy de la forma

oW, ow,
o = )\18/\ +qgle ®e+ )\2 +q)e®es+ qges® es, QER,
1

02

siendo ¢ el multiplicador de Lagrange asociado a la incompresibilidad (obsérve-
se que en general no se corresponde con la presién hidrostatica). El método
puede extenderse con facilidad a mas variables de deformacion, no obstante,
el planteamiento expuesto se corresponde con la situacién habitual de axilsi-
metria, donde el estado de deformacién viene dado por los alargamientos en
direccién circunferencial \; = \g y radial Ay = A, (véase el cuadro B.12).

Basado en el método de los minimos cuadrados, se define el error global
(funcién objetivo a minimizar) como

€ = / (W2 — W1 — d)QWdR,
R
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@ariantes y pseudo-invariantes para configuraciones y deformaciones axilsimé%
cas con ejes locales {ug, u,,u,} y alargamientos asociados {Ag, Ar, \. }:

I = X2+ 22 4 )2

I = M2A2 4 0202 4 2202

I3 = AA2)N2

Iy = )\5 sen? ¢ + A2 cos? ¢,

I = \gsen® ¢ + A1 cos? ¢,

I = )\3 sen? ¢ + )\E cos? ¢,

I7; = )\3 sen? ¢ + A cos? ¢,

Is = (—Ajsen® ¢ + A2 cos® ¢) cos(2¢),
Iy = cos®(2¢).

Observaciones:

a) Las direcciones de las fibras son

ag = sen g ug + cos g u,,

bg = —sen¢pug + cospu,.

Q) La condicién de incompresibilidad se corresponde con AgA, A, = 1. J

Cuadro 3.12: Expresiéon de los invariantes y pseudo-invariantes para configura-
ciones y deformaciones axilsimétricas
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siendo w una funcién de peso en R (w : R — [0,1]) que permite un mejor
ajuste de W, para aquellas deformaciones consideradas de mayor importancia
(por ejemplo, mayor probabilidad de ocurrencia o de sensibilidad del proble-
ma) y d € R un nuevo pardametro de ajuste introducido en el método. Este
parametro aumenta las variables independientes a n* = n+1 manteniendo las
tensiones asociadas a cada deformacién (dado que dichas tensiones dependen
de las derivadas de W7 respecto a las variables de deformacion, coincidiendo
con las asociadas a Wi + d).

Si el ciclo fisiolégico medio al que se encuentra sometido el material es
una curva cerrada conocida

I':(0,1) — R,

entonces se puede postular la funcién de peso
1
(@) :/ exp(—o?|T(t) — 2)dt, = € R,
0

con o € R indicador de la disminucion de la probabilidad de ocurrencia con la
distancia (evitese la confusion con el tensor de tensiones o). Por otra parte,
a falta de la informacion anterior, puede aprovecharse el conocimiento de la
regién R proponiendo

wiz) = /R exp(—o?ly — 2)AR (y). (3.19)

La minimizacién del error global e (evitese la confusién de esta notacién
con el espesor, utilizada en otros contextos) puede llevarse a cabo a través
del método de Newton, donde se busca el valor del vector de parametros

D= (p17p27 oo apnad)
tal que verifique la condicion de extremo local
Oe
— =0.
op
Se parte de un vector de parametros iniciales p,,, para el que se determina el
vector gradiente y el hessiano

% —/ % wdR

819 Po R ap Do 7

0% 0%é

o, = I, g, <
Do R Do

siendo é el error puntual é = (W, — Wy —d)?. El nuevo vector de pardmetros
que se obtiene en la iteracién es

p1 =Py + Ap,
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9%e\ " e
Ap=(Z2) &
i (ap2) op

El proceso se repite con los nuevos vectores de parametros hasta que

con

‘A_l'(paJrl - pa)| <g,

siendo A un tensor (habitualmente diagonal) que permite adimensionalizar
los miembros de la inecuacién y ¢ la tolerancia. Dado que los parametros
pueden converger a velocidades muy diferentes, puede ser interesante la eli-
minacion del método de aquellos que se consideren convergidos, por ejemplo,
de los parametros b tales que
1
< —e¢.
n

*

|pb,a+1 — DPba

3.5.3. Ejemplos de aplicacion

Se muestra una aplicacion del método expuesto para el ajuste de los
parametros de los modelos de Holzapfel y de Ogden a un modelo de Fung
(axilsimétrico) para las arterias carétidas de los conejos,

C
Wy = S(exp(@) ~ 1)
con
Q = ClEzr + C2E929 + C3E3z + 2¢c4 By Egg + 2c5 Ego B + 2CGEZZETT‘7

siendo E,,, a € {0, z, 1}, componentes del tensor de Green.

Los parametros utilizados en la correlaciéon han sido ¢ = 1,2 kPa, ¢; =
0,049, co = 1,0672, c3 = 0,4775, ¢4 = 0,0042, ¢5 = 0,0903 y ¢ = 0,0585. No
obstante, en el cuadro se indican otros parametros del modelo recogidos
en HUMPHREY [2001al.

Los valores obtenidos en las iteraciones realizadas para el ajuste de los
pardmetros del modelo de Holzapfel en la region R = Iy x I, = (1,2,1,7) x
(1,2,1,7) y con la funcién de peso w = 1, se presentan en el cuadro 314

En el cuadro se exponen los resultados obtenidos para distintos in-
tervalos de integracion.

Ademas, se recogen los siguientes resultados correspondientes a los valores
de los pardametros asociados a R = (1,2) x (1,5,1,9) y w = 1:

a) Funciones densidad de energia de los modelos de Holzapfel y de Fung
(véase la figura B.28]).

b) Error puntual del ajuste (véase la figura [3.29)).

c) Ensayos unidireccionales en direccién circunferencial manteniendo el
alargamiento longitudinal y sin tensién radial (véanse las figuras [3.30]

B31 y B.32).



90 3.5. Correlacion entre modelos constitutivos hiperelasticos

Pardmetro  Chuong y Fung' Chuong y Fung® Chuong y Fung®
¢ (kPa) 11,2 13,97 17,52
c1 0,0499 0,0058 1,744
c2 1,0672 1,274 0,619
c3 0,4775 0,4037 0,0405
c4 0,0042 0,0188 0,0040
cs 0,0903 0,4035 0,0667
C6 0,0585 0,0281 0,0019

I Determinado por ensayos de presiéon-didmetro considerando que la con-
figuracion de referencia estd libre de tensiones.

2 Determinado por ensayos de presién-didmetro considerando que la con-
figuracién de referencia estd libre de cargas.

3 Determinado por ensayos de compresién considerando que la configura-

cién de referencia estd libre de tensiones.

Cuadro 3.13: Parametros del modelo de Fung para las arterias carétidas de los

conejos

Iteracion  Parametros (¢ (kPa), k1, ko, ¢,d (kPa))

Error global (kPa?) Convergencia

1

(1,0000, 1,0000, 1,0000, 1,0000, 0,0000)
(6,4652, 0,8165, 0,8508, 1,0906, —1,3894)
(5,8141,0,5952,0,9654, 1,1651, —1,0274)
(5,7172,0,7199, 0,8887, 1,1656, —0,9984)
(5,2868,0,9090, 0,8044, 1,1474, —0,8022)
(4,9824,1,0485,0,7638, 1,1354, —0,6465)
(4,5175,1,2805,0,6907, 1,1170, —0,4055)
(4,3042,1,3901, 0,6706, 1,1095, —0,2754)
(3,8777,1,6251,0,6134, 1,0939, —0,0229)

(3,7783,1,6818, 0,6069, 1,0909, 0,0516)

(3,5660, 1,8066, 0,5816, 1,0836,0,1926)

(3,5442, 1,8203, 0,5800, 1,0830, 0,2110)

(3,5305, 1,8285,0,5785, 1,0825, 0,2207)

(3,5303, 1,8286, 0,5785, 1,0825, 0,2208)

FE©®o~No ok wh e~ O

—_ =
w N

0,8828
0,0536
0,0344
0,0265
0,0214
0,0173
0,0151
0,0132
0,0127
0,0120
0,0119
0,0119
0,0119
0,0119

92,5244
0,3529
0,0796
0,2311
0,1662
0,2583
0,1224
0,2467
0,0612
0,1274
0,0142
0,0084
< 0,0001

A33:1yA44:1kPa.

1 Obtenido con el tensor diagonal de componentes A1; = 1 kPa, Ay = 1,

Cuadro 3.14: Iteraciones del método para el ajuste del modelo de Holzapfel en

laregion R=1p x I, = (1,2,1,7) x (1,2,1,7) yw =1
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R=1yx 1, Pardmetros (¢ (kPa), k1, ke, d,d (kPa))
1,2,1,7) x (1,2,1,7)  (3,5303, 1,8286, 0,5785, 1,0825, 0,2208)
(1,2,1,7) x (1,2,1,7)  (3,4404, 1,8449,0,5799, 1,0787, 0,2260)"

(1,1,7) x (1,1,7) (3,1289,1,6944,0,6051,1,1242, 0,6146)
(1,2) x (1,5,1,9)2 (4,5661,2,5244,0,4593, 1,0297, 0,0863)
(1,1,7) x (0,69,0,71  (—4,9661,3,6541, 0,4570, 0,8913, 6,6395)

(1,2) x (1,2) (3,8707,2,9562, 0,4346, 1,0430, 1,2482)

Los valores propuestos por HOLZAPFEL ET AL. [2000] son
(3,0000, 2,3632, 0,8393, 1,0647, —).

L Obtenido segtin la funcién de peso [3.19) con o = 5. El resto
de los resultados corresponden a w =1 (o = 0).

2 Este intervalo coincide con el adoptado por [HOLZAPFEL

ET AL. [2000] para los ensayos numéricos.

Cuadro 3.15: Pardmetros obtenidos en el ajuste del modelo de Holzapfel

Holzapfel ——
W (kPa) Fung -

Figura 3.28: Funciones densidad de energia correspondientes a los modelos de
Holzapfel ajustado y de Fung
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Error puntual (kPa2)

Ajuste del modelo de Holzapfel. Error puntual del ajuste
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Figura 3.29
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Ajuste del modelo de Holzapfel. Ensayo unidireccional con A\, =

Figura 3.30
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Figura 3.31: Ajuste del modelo de Holzapfel. Ensayo unidireccional con A, = 1,7
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Figura 3.32: Ajuste del modelo de Holzapfel. Ensayo unidireccional con A\, = 1,9
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Por otra parte, se ha ajustado un modelo polinémico de Ogden de la
forma

3
il
W= a—Z(Ag + A2 4 \P),
p=1

obteniéndose para R = (1,1,7) x (0,69,071) y w = 1 los valores de los
parametros p; = 1949 kPa, po = —1932 kPa y pus = 585 kPa, con d = 27 kPa.
El error puntual del ajuste y los resultados de un ensayo unidireccional se
presentan en las figuras y B34

Error puntual (kPaz)

08 r
0,6 r —_—
P e e T
04 + R e R S s
’ XSEF AT Z AL Z ST AR AT F AT Z T LT
R S S S T N
g < > <> <
2 B RZFTZ A e e
’ e
=
r—
1,71

Mg 161,69

Figura 3.33: Ajuste del modelo de Ogden. Error puntual del ajuste

No obstante, se puede observar que el error global cometido es 4,6 -
10~* kPa2, que es un orden de magnitud superior al obtenido con el mo-
delo de Holzapfel (4,3 - 107> kPa?). Este resultado refuerza la afirmacién de
que el modelo de Holzapfel resulta mas adecuado que el de Ogden para la
simulacion de las paredes arteriales para estados generales tridimensionales.
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Figura 3.34: Ajuste del modelo de Ogden. Ensayo unidireccional con A, = 1,7






Capitulo

Viscoelasticidad y
pseudoelasticidad en paredes
arteriales

En este capitulo se estudian dos tipos de fenémenos de disipacion de la
energia, lo que altera la hipétesis de hiperelasticidad del capitulo Bl En pri-
mer lugar (seccién [A.]]) se desarrollan modelos de disipacién de la energia en
el tiempo, fenémeno conocido como viscoelasticidad, presentandose ademas
un método de ajuste de pardmetros. Posteriormente (seccién [£.2) se presen-
ta un modelo de disipacién instantanea de la energia debido al estado de
deformacion, fenémeno conocido como dano.

Las aportaciones principales de la tesis no se encuentran en este tipo de
fenémenos disipativos. No obstante, su estudio se motiva con objeto de plan-
tear los principales fenémenos relacionados con el comportamiento mecanico
de las paredes arteriales en el mismo marco tedrico, lo que permite el aco-
plamiento de los modelos asociados a efectos de distinta naturaleza.

4.1. Viscoelasticidad

En este apartado se presentan modelos que permiten considerar la disipa-
cion viscosa de la energia. El planteamiento de los modelos que se presentan
es de tipo macromecéanico y basado en la mecénica de medios continuos. No
obstante, existen modelos micromecanicos de dano para materiales con fibras,
como el propuesto por GONZALEZ [2000] para pequenas deformaciones.

Los efectos de estos modelos se pueden acoplar a los de tipo hipereldstico
considerados en el capitulo Bl ya que los tienen como caso limite correspon-
diente al cambio instantaneo en el estado de deformacién.

Estas formulaciones permiten aproximar de forma mas realista la evolu-
cion del comportamiento de las paredes arteriales ante cambios en la solici-
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tacion, como puede ser la variacién de sistole a diastole o cambios debidos a
operaciones clinicas.

En particular, se desarrollan los modelos generalizados de viscoelasticidad
de Mazwell (seccién A1) y de Kelvin-Voigt (seccién AI.2), basados en la
introduccion de variables internas.

4.1.1. Viscoelasticidad generalizada de Maxwell

Este modelo generaliza el esquema de viscoelasticidad de Maxwell (véase
la figura @]y |LEMAITRE Y J.-L. CHABOCHE [1990]).

Ex
E m
A

Eonm

-]

*Q

Figura 4.1: Esquema del modelo generalizado de Maxwell
En este caso se exige (véase HOLZAPFEL [2000b| y [TAYLOR ET AL.

11970]) previamente que la densidad de energia a tiempo infinito pueda ser
descompuesta de la forma

We(C) = Wig(J) + Wik (C).

Se plantea que la funciéon de densidad de energia se determine a partir de

C'y de ciertas variables internas de deformacion I'y, cona =1,...,m, de la
forma
W =W(C,Ty,...,.Ty) = Was(J) + WS(C) + > Yu(C,T,),
a=1

con las condiciones de normalizacién
(1) =0, WE(1)=0 y > Te(1,1)=0.
a=1

El segundo tensor de Piola-Kirchhoff S puede ser obtenido como

_OW(C, Ty, Th) o
5_2 aC - V01+SISO7




Capitulo 4. Viscoelasticidad y pseudoelasticidad en paredes arteriales 99

con la definicién

150 lSO + Z Qm

y siendo
oo a vol( ) oo al[lgg(c)
Sa=2"%a Y Se=r 0
Por tanto, es
oY, (C,T,)
— 2—
Q. oC ’

que son variables internas historicas de tension.
Las ecuaciones de evolucion que se proponen se corresponden con el ele-
mento de Maxwell, de la forma

Q + Q_ = Slso,m (41)

a

para ciertos parametros del material 7, denominados tiempos de relajacion,
y siendo Sis,, tensores definidos a partir de C. En forma de integral de
convolucién para el instante de tiempo 7', se tiene

T =T T—t\ -
Q, = exp (——> Q.o+ / exp <— ) S'iso,q dt.
Ta ’ t=0 Ta

Por ultimo, para definir completamente el comportamiento viscoeldstico
es necesario conocer los tensores Sis 4, por lo que Govindjee y Simé proponen

lbO a ﬁoo SISO( )

siendo (3, factores de la energia de deformacion.
El tensor de elasticidad en la configuracion inicial viene dado por

C (Cvol + <C;)soo + Z Cv1s7
donde 55 85’00
o0 _ 9 vol 0o _ iso
vol aC CISO 0C Y
a __ aQ _ [e'S)
Cws - aC 5 CISO’
con 6, = B exp(&.) vy
-
“ o,

Por tanto
C=Cx+(1+5C2

10 ?
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con

Como se ha indicado, aparte de la funcion de densidad de energia W,
los parametros necesarios para determinar el comportamiento viscoelastico en
este modelo son los tiempos de relajacién 7, (obsérvese la relaciéon 7, = 1,/ E,
para el esquema equivalente de la figura [4.1]) y los factores de la energia de
deformacion 3:°. Un método de ajuste de estos parametros a partir de ensayos
se presenta en la secciéon [£.1.4

4.1.2. Viscoelasticidad generalizada de Kelvin-Voigt

El planteamiento de este modelo se debe a SIMO Y HUGHES [1998],
basandose, de la misma forma que el de viscoelasticidad generalizada de
Maxwell, en la introduccion de variables internas. No obstante, en este caso
la funcién de energia de partida que se considera no es la de tiempo infinito,
sino la inicial expresable de la forma

WO(C) = Wey(J) + Wi (C).

En este contexto, la expresién general de la densidad de energia que se
propone es

m

W(C,1:- - Am) = Wi(J) + Wi (C) = > Yu(C,7,).

a=1

siendo T, funciones dependientes de ciertas variables internas de deformacién

Ya-
El segundo tensor de Piola-Kirchhoff puede obtenerse como

23W(C,’Y17 cee 77m) _ SO

S = Sism
aC vol +
definiéndose,
Siso = Sioso - ana
a=1
y siendo
oW (J) owWo (C)
0 —9 vol O -9 iso )
Svol aC y SISO aC

Por lo tanto, las variables internas histéricas de tension g, se relacionan con
la funcion de densidad de energia de la forma

8Ta(67 7&)
=2—==,
qa aC
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La ecuacion de evolucion que se considera, correspondiente con el ele-
mento de Kelvin-Voigt (véase la figura [L.2) es

Siso,a :
d, + 9o _ —=2 con lim g, =0, (4.2)

Ta Ta t——o00

para los tiempos de relajacion 1, (caracteristicos del material) y siendo Sis q
tensores univocamente determinados con C. La ecuacién de evolucién se
expresa como la integral de convolucion

T =T T —t\ Sioa
q,=exp|—— 1440+ exp | — —=dt.
Ta t=0 Ta 7_a

Por tltimo, para definir completamente el modelo se establecen las relaciones

SiSO,a = 725?5.0'
E; Es E,,
Ey VW VW VW
o
VW ] — 000— T
[ [ [
L L L
m 12 Im

Figura 4.2: Esquema del modelo generalizado de Kelvin-Voigt

El tensor de elasticidad en la configuracion inicial viene dado por

C= (C?/ol + (C?so - Z C?fis’
a=1

donde
08° 0S; 0q
0 _ 9Z%vol 0 _ 977150 Ce =2222 —§,C°
(Cvol aC ) C1so aC y vis aC iso»

con &, = exp(&,) y

At
éa - _2_7_(1-
Por tanto,
(C - (C?zol + (1 + 6)6?807
con

0= i g
a=1

En el modelo indicado las variables del problema, aparte de la funcién de
energia W9, son los tiempos 7, y los factores ~°.
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Mazwell  Kelvin-Voigt
M\(/zol,h M\C/Lol .S
Agol h Agol,s
Mi(;o,h Mi(;o,s
A?so h Aio,s

Ta,h Ta,s
s Ya

Cuadro 4.1: Pardmetros de los modelos generalizados de Maxwell y de Kelvin-
Voigt

4.1.3. Comparacion entre modelos viscoelasticos

En este apartado se comparan los modelos de viscoelasticidad generali-
zada de Maxwell y de Kelvin-Voigt.

Supdngase un modelo de material cuya funcién de densidad de energia
W pueda ser descompuesta en partes volumétrica e isocérica, W (C') =
Wot(J)+Wiso (C). Se supone ademés que W, depende de forma exclusiva de
un conjunto de pardametros del material con unidades de fuerza por superﬁcie
y de un conjunto de pardmetros adimensionales, M2, a =1,...,nM vy A?
a=1,...,n4 respectivamente. Anélogamente Wisos depende del conjunto
de pardmetros M2, a=1,....,nM vy A% a=1,...,nd . Los conjuntos de
parametros correspondientes a la parte Volumétrica y los correspondientes
a la parte isocorica se supone que son totalmente independientes entre si,
en el sentido de no aumentarse la informacién sobre uno de los conjuntos al
conocerse el valor de los parametros del otro.

Sobre la funcién de densidad de energia indicada es posible aplicar los
modelos generalizados de viscoelasticidad de Maxwell y de Kelvin-Voigt, es-
tando dicha funcion relacionada con el tiempo final en el primer caso y con
el tiempo inicial en el segundo. Se supondra que el nimero de parametros
de viscoelasticidad isocéricos y volumétricos es el mismo en los dos modelos.
Los parametros globales de ambos modelos se indican en la tabla 4.1l

En estas condiciones es posible encontrar una relacién entre los dos con-
juntos de variables de manera que se describa el mismo material. En particu-
lar; los parametros correspondientes al modelo generalizado de Maxwell en
funcion de los del modelo de Kelvin-Voigt son:

Mo = My,

vol,s’

a a
Avol,h M,

vol,s?
a E : _ Aa
iso,h — 1so ,S (1 - 76> 150 h — AlbO S0

Tah = T, yﬁoo:—%
N Syt
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En el caso de existir dependencia entre los parametros que aparecen en
la expresién de la densidad de energia volumétrica y en la expresion de la
densidad de energia isocorica, entonces no existe una equivalencia entre los
parametros de los modelos generalizados de Maxwell y de Kelvin-Voigt que
describan el mismo material. No obstante, siempre se pueden desvincular los
conjuntos de variables anadiendo nuevos pardmetros (tantos como relacio-
nes de dependencia) y asignar sus valores de forma que la expresién de la
funcién coincida con la original. En este caso seria directamente aplicable la
equivalencia de los modelos que se ha indicado.

Por 1ltimo, se observa que la eleccion de uno u otro modelo puede venir
motivada por las condiciones en que se realizan los ensayos para el ajuste de
pardametros. Asi, si el modelo limite hiperelastico se ajusta a partir de ensayos
lentos en relacion a los fenémenos de viscoelasticidad, entonces se motiva
adoptar el modelo generalizado de Maxwell, mientras que si los ensayos son
rapidos, entonces el modelo méas razonable es el de Kelvin-Voigt.

4.1.4. Método de ajuste de parametros

En la biblografia existen estudios sobre la extraccion de parametros vis-
cosos a partir de ensayos de fluencia y relajacion. Véase, por ejemplo, el
planteamiento general descrito en |LEMAITRE Y J.-L. CHABOCHE (1990
para pequenas deformaciones, los estudio de PROVENZANO ET AL. [2001]
y ILAKES Y VANDERBY [1999] acerca de la viscoelasticidad en ligamentos
para modelos con isotropia transversal, el ajuste de la viscoelasticidad en
un modelo con dos familias de direccién preferentes de [ HOLZAPFEL Y (GAS-
SER [2000] y las investigaciones de PURSLOW ET AL. [1998] con objeto de
estudiar el efecto de la reorientacion de las fibras.

No obstante, existen pocos estudios para la determinaciéon de dichos
pardmetros en ensayos ciclicos (Koor Yy LEWIS [2003]|manifiesta esta dificul-
tad), especialmente en modelos de grandes deformaciones. En este apartado
se propone un método de ajuste de los parametros de viscoelasticidad a par-
tir de experimentos ciclicos. En el desarrollo del la metodologia se indican
sus logros y las restricciones a su aplicacion.

Hipotesis basicas. Se considera un ensayo axilsimétrico realizado a alar-
gamiento longitudinal constante y unitaridl bajo la condicién de incompre-
sibilidad, esto es,

1
F=\NuyQuy+u, Qu, + )\—ur R u,. (4.3)
0

Ademas, se supone que el ensayo se realiza aumentando la presién con
una ley lineal de la forma P = vpt durante un tiempo ¢4y, instante en el que

1La extensién del método a ensayos con alargamiento longitudinal constante no unitario
puede llevarse a cabo sin mayores dificultades. Se adopta este caso particular (por otra
parte habitual) con la intencién de una mayor claridad en la exposicién.
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la ley de presiones pasa a ser P = vp(tmax — t), hasta t = 2t,,4,. La presion
maxima alcanzada es, por tanto, Ppsx = Uptmax. En definitiva:

B vpt si 0 <t <{tmax,
P(t) = { Up(toix — 1) 81t < 1 < 2l

Se realizan ciclos de carga considerados lentos respecto a los efectos vis-
coelésticos de la forma indicada hasta la estabilizacion del ciclo de histéresis.
Estas condiciones de ensayo son habituales en los ensayos mecéanicos sobre
paredes arterias, de hecho se admitirdan en los ensayos de la seccion [6.1)

Ajuste inicial de un modelo hiperelastico. Para dicho ciclo de carga
estabilizado se realiza el ajuste de un modelo hiperelastico. La funcién de
densidad de energia de este modelo ajustado se denota por W¢. Esta fun-
cién se toma independiente de la componente volumétrica de la deformacién,
We = W¢(C), aiiadiéndose aparte la restriccion interna de incompresibilidad.

Considerando que el espesor es mucho menor que el didmetro, se adopta

la férmula de los tubos delgados

— (4.4)
e
siendo 7 el radio y e el espesor, ambos en la configuracion deformada. La
componente circunferencial del segundo tensor de Piola-Kirchhoff Sy, se re-
laciona con el tensor de tensiones de Cauchy a través de (B.1]) de la forma
Sy = 09/ N2. De (E4) y observando que 7 = g7 y € = eg/\g, siendo rq y eg
el radio y el espesor inicial, respectivamente, se tiene,

Pr
Sp = —.
€0
Particularizando para la deformacién dada por ([A3]), W = W¢(\g), el
ajuste se realiza de forma que
1 8WC €o

Pexp ~
a ~ yex )
)\95 8A9 )\GZAZXP T[)
’ ,a

a=1,2,...,m,
siendo m el nimero de puntos muestrales en el ensayo, pudiendo adoptarse
un criterio de minimos cuadrados en el ajuste.

Aproximacion del efecto viscoso. Por claridad en la exposicion, en el
desarrollo del método se ajusta una pareja (7, 3°°) de pardmetros de la vis-
coelasticidad generalizada de Maxwell, no obstante, la extensién a un mayor
nimero de parejas se puede realizar de forma analoga. Se supone que el en-
sayo se realiza en condiciones suficientemente lentas como para admitir que
la variacién de la tensién viscosa es Si = ﬁ”Sgo ~ 3*S,. La ecuacién de
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evolucién (A1) en direccién circunferencial particularizada al caso que nos
ocupa resulta por lo tanto

vpr
0 B oero 0 <t < toss,
Qo+ == 50%%137"0
T —T S tax <t < 2tmax
€o

Esta ecuacion puede ser integrada de forma independiente para cada una de
los intervalos temporales, 0 < t < tsx V tmax < T < 2tm4x, resultando

o0 t
PRUeToT 4 gy exp (——) s 0 <t < tmx,
Qolt) = > i
o0 t
_PTUPTOT | 4, exp <__> St tma,
€0 T

donde A; y A, son constantes de integracién.
Por continuidad en t = t,,4,, debe verificarse

vpnr tmax Cvpr
FXUPToT 4 e (‘T) _ _BFvprer. (4.5)

€0 €o

Ademas, dado que el ciclo es estable, entonces la condicién de continuidad
en t = 2,4, resulta

° o théx
Propror |y BTRIOT o (_ ) (4.6)
.

€o €0

Las ecuaciones (4.0]) y (£.0]) permiten determinar los valores de las constantes
de integracion

B>vproT
€0 €xXp (—tmax/T)
o R 7fméx
Ay =2 G vpltor exp .
) T

€0 exXp (—tmax/T

Ay = —2

La funcion de densidad de energia a tiempo infinito se supone proporcio-
nal en un factor f a la ajustada en el ciclo W€, esto es, W = fIV°.

Supuesto efectos viscoeldsticos pequenos, el alargamiento \g para una
presion P determinada es

Qo (1), (4.7)

Xo=A3°(P)

M(P) = X2(P) - (g%)

siendo

o Llowe
7N 0N
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A°(P) tal que

1 owe . P’l“o
A° 0N |ymrep) €0
. . max ~ P
t = — en la rama creciente del ciclo y t = t,4c + ———— para la ra-
Up Up

ma decreciente. Los alargamientos en las ramas creciente y decreciente se
representardn como \J (P) y A, (P), respectivamente.
Obsérvese que segun (7)) el alargamiento para presién nula no es unita-

rio, sino de valor
9Sp\
Mo=1—(=—
w=1-(5)

Ajuste de los parametros. Dado que el ensayo se realiza a presion con-
trolada, la idea basica en el ajuste de los parametros es ajustar por minimos
cuadrados las diferencias de alargamientos observadas a presiones fijas entre
las ramas creciente y decreciente, y ajustar el alagamiento medio observado
a una presion determinada, correspondiente a un estado representativo del
comportamiento del material (fisioldgico), representado con la pareja (Pgs,
Ao, fis) -

Las diferencias de alargamiento para una presion determinada vienen da-
das por

Q6(0). (4.8)

Ap=1

(5)\9(P) _ )‘;—(P))\;O)‘H_(P).

Estas diferencias se relacionan con el alargamiento inicial \g o, dado que las

medidas experimentales se realizan sobre este alargamiento de referencia.
El ajuste de los pardmetros 5, 7y f se realiza de forma que d\g(PS*P)

. , . . exp .

se aproxime lo mas posible a los valores experimentales 6\, ., 7 =1,2,...,n,

siendo n el nimero de puntos muestrales de diferencias de alargamientos a

la misma presién. El ajuste puede realizarse por el método de los minimos

cuadrados, con la restriccion adicional

A (Pas) + Ay (Pas)
20,0

= \g,fis-

Observaciones. El método que se presenta es aplicable a ciclos de pre-
sion-alargamiento en materiales con moderados efectos viscosos o ensayos
lentos respecto a dichos efectos, lo que es habitual en experimentos mecani-
cos en arterias, permitiendo aprovechar dichos ensayos. El método permite
ajustar en un unico ensayo el comportamiento limite hiperelastico y parejas
de parametros viscoelasticos. No obstante, un ajuste més preciso del modelo
viscoeldstico debe realizarse determinando un mayor ntimero de parejas de
parametros, a través de ensayos mas directos a estos efectos, como pueden
ser ensayos de fluencia, y, especialmente ensayos de relajacion.
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Un ejemplo de aplicacién del método se recoge en la seccién [6.1] pagi-

na [IG11

4.1.5. Implementacién

Los modelos generalizados de viscoelasticidad de Maxwell y de Kelvin-
Voigt pueden implementarse en programas de elementos finitos discretizando
el tiempo, numerando los instantes correlativamente. Se determina en cada
instante el estado tensional y las variables de linealizacién (tensor de elasti-
cidad). En el cuadro se presenta un esquema para la implementacion de
la viscoelasticidad generalizada de Maxwell.

4.1.6. Ensayos

Relajacion con el modelo generalizado de viscoelasticidad de Max-
well. En este ensayo se alarga un material neohookeano (modificado) sin
coaccion lateral linealmente en el tiempo hasta una relacién de alargamiento
A = 2 en un tiempo de 0,2 s. Después se mantiene el alargamiento de for-
ma que la energia de deformacién va disipandose, por lo que disminuye las
tension vertical.

El modelo de viscoelasticidad utilizado es el generalizado de Maxwell. Los
parametros de la funcién de densidad a tiempo infinito del material ensayado
son: £ = 1000 MPa y v = 0,49.

El ensayo consta de tres partes, asociadas cada una de ellas a tiempos de
relajacién 7 distintos para el mismo factor de energia 3°° = 1 (se considera
un unico pardmetro interno, esto es, m = 1). En particular, en la figura
se presentan los resultados para valores de 7 de 0s, 0,5 sy 1s.

Fluencia con el modelo de viscoelasticidad generalizada de Max-
well. Se ensaya un elemento de dimensiones en metros 0,7 x 1 x 1 (0,7 x 1
en planta) sometido a fuerzas verticales en los nodos crecientes linealmente
en el tiempo hasta 100 - 10 N para t = 0,2 s, sin coaccién lateral. El en-
sayo se realiza sobre un material neohookeano (modificado) de parametros
E =1000 MPa y v = 0,49.

Los resultados, para distintos tiempos de relajacién, se indican en la fi-

gura (.41

Relajacion con el modelo de viscoelasticidad de Kelvin-Voigt. En
este caso el modelo de viscoelasticidad que se plantea es el generalizado de
Kelvin-Voigt, sobre un material neohookeano (modificado) de parametros
E = 1000 MPa y v = 0,3, y siendo los pardametros viscosos 7 = 2 s y
7% = 0,3. Para ello se impone un alargamiento instantdneo en una direccién
de 0,01, sin coaccionar el movimiento transversal.

En la figura se indica el resultado obtenido.
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N

1.

Célculo del tensor de Cauchy-Green por la derecha C), 41,

T
Cn+1 = Fn+1’Fn+1-

Dado el tensor gradiente de deformacion en el tiempo n+ 1, F 11, y las variables
internas de tension Q.

Determinacion de los segundos tensores de Piola-Kirchhoff volumétricos e

isocoricos a tiempo infinito

[e’e) 81’4/V01 e 8I/I/IS
vol,n+1 — 2 aC Yy Siso,n+1 =2 600'

Actualizacién de las variables internas Q, 1,

Qa,n+1 = ﬁgo eXp(ga)st.oo,nJrl + Ha,na

siendo

At

Han = exp(&a) (eXp(fa)Qa,n - 55051?2),71) con &g =—5—.

27T,

Célculo del segundo tensor de Piola-Kirchhoff,

m
_ Qoo oo
Sn—i—l - Svol,n—f—l + Siso,nJrl + Z Qa,n+1'

a=1

Calculo del tensor de elasticidad,

Cn-‘rl = ngl,n-i-l + (1 + 5)(Ciosoo,n+1 con 0= Z Oa-

a=1

J

Cuadro 4.2: Viscoelasticidad generalizada de Maxwell. Esquema de célculo del
tensor de Cauchy por la derecha y del de elasticidad en la configuracion inicial
para materiales viscoelasticos
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Figura 4.3: Viscoelasticidad generalizada de Maxwell. Ensayo de relajacién
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Figura 4.4: Viscoelasticidad generalizada de Maxwell. Ensayo de fluencia
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Figura 4.5: Viscoelasticidad de Kelvin-Voigt. Ensayo de relajacién

4.1.7. Comentarios a los modelos viscoelasticos

Se ha observado experimentalmente que la disipacion de la energia en
el tiempo de los materiales de las paredes arteriales es aparentemente inde-
pendiente de la frecuencia de solicitaciéon (correspondiente a un periodo de
aproximadamente un segundo en el caso del flujo sanguineo). Esta situacién
debe tenerse en cuenta al ajustar los tiempos y factores viscoelasticos (tal
y como se hizo en los pardametros viscoelasticos propuestos por [ HOLZAPFEL
2001 para la media de la arteria coronaria humana anterior descendente
izquierda en el cuadro [1.3)).

Los modelos de viscoelasticidad descritos son de tipo lineal, en el sentido
de que las ecuaciones (A1) y (£.2) son lineales.

La viscoelasticidad considerada es isétropa (aunque puede acoplarse a
modelos hiperelasticos anisétropos), HOLZAPFEL Y GASSER [2000| presen-
tan un planteamiento mas general que tiene en cuenta las condiciones de
anisotropia.

Por tltimo, desde un punto de vista micromecanico se destaca que [PURS-
LOW ET AL. [1998]/demuestra experimentalmente que la reorientacion de las
fibras de colageno no se encuentra entre las causas principales de los fenome-
nos de viscoelasticidad. Las causas principales son los procesos de relajacién
dentro de las fibras de colageno o en la interfaz fibra-matriz.
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Media
B =0,353, 1 = 0,001 s
B3¢ = 0,286, 7 = 0,010 s
B3¢ = 0,298, 73 = 0,100 s
B3° = 0,285, 74 = 1,000 s
Be° = 0,348, 75 = 10,00 s

Cuadro 4.3: Parametros viscoeldsticos de la viscoelasticidad generealizada de
Maxwell para la media de la arteria coronaria humana anterior descendente iz-
quierda segin [HOLZAPFEL [2001]

4.2. Pseudoelasticidad y dano en paredes ar-
teriales

En el presente apartado se considera el fenémeno de pseudoelasticidad,
donde de consideran dos expresiones del estado tensional segin el sentido de
cambio de la deformacion.

Algunos conceptos fundamentales de la mecanica de medios continuos
con dano continuo, aunque para pequenas deformaciones, de exponen en
IBljoLA [2002|. El modelo que se desarrolla en esta seccién se basa en la
reduccién de la funcién de densidad de energia correspondiente a un material
hiperelastico (no danado) isétropo o anisétropo a través de un coeficiente
que es funcién de una variable de dano (dado que el coeficiente de reduccién
es unico afectando de igual manera a todos los términos isocéricos de la
densidad de energia, se dice que el modelo de dano es isétropo). La variable
de dano es funciéon monétona creciente en el tiempo de forma que en aquellos
instantes en que el crecimiento es estricto se dice que la variable de dano
esta activa. Este tipo de formulaciones permite reproducir un efecto tipico
en tejidos bioldgicos blandos conectivos denominado efecto Mullins, lo que
permite analizar operaciones clinicas entre las que se destaca la angioplastia.

Entre otro tipo de planteamientos de dano en tejidos biologicos, admitien-
do la existencia de superficies de discontinuidad o fractura, se destacan los
desarrollados por KOOP Y LEWIS [2003]|y |GASSER Y HOLZAPFEL [2002],
no obstante, la aproximacion que se expone mantiene la base de la mecanica
de medios continuos.

4.2.1. Pseudoelasticidad y efecto Mullins

Algunos autores postulan que los tejidos blandos no se comportan como
materiales eldsticos. En particular, FUNG [1993] describe que el camino
de descarga en tensién simple se encuentra por debajo del de carga. Esta
respuesta fue tratada por Fung usando la teoria de pseudoelasticidad, en la
que el camino de carga se modeliza con una ley tensién-deformacién y el de
descarga con otra diferente, resultando que la respuesta bajo ciclos de carga-
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descarga no es elastica, sino ineldstica (no es posible determinar el estado
tensional a partir del de deformacién). Un comportamiento similar aparece
en los fenomenos de viscoelasticidad, pero en el caso de la pseudoelasticidad
la disipacién es independiente del tiempo.

Se desarrolla una teoria que surgié para modelizar cierto comportamien-
to en gomas denominado efecto Mullins, si bien es extrapolable a los tejidos
biolégicos blandos. Para explicar el fendmeno, considérese un material some-
tido a tensién simple desde un estado inicial no danado 0 (ver figura [.6])
siguiendo el camino A hasta el punto 1, a partir del cual se realiza el camino
de descarga B que termina en 0. El primer ciclo de carga y descarga produce
una disipacién (energia no recuperable) representada por el drea comprendida
entre las curvas A y B.

Si el material vuelve a cargarse, éste sigue el camino B y tras llegar a
1 continua por C' como si no se hubiese realizado la descarga en B. Si se
realiza una descarga al llegar a 2 se recorreria un nuevo camino D inferior
en tensiones a los anteriores.

Esta teoria permite explicar fendmenos que aparecen en operaciones clini-
cas cardiovasculares, como puede ser el proceso de angioplastia (véase el
comportamiento de material esquematizado en la figura [£.7).

Otras formulaciones de dano méas complejas a la que se exponen en este
trabajo son las que incorporan dano anisétropo y las que consideran los
efectos diferidos del dano (véase [SIMO Y Ju [1987]).

2
C
3 1
a
Sl A4 B
D
0] Deformacion

Figura 4.6: Cargas ciclicas presentando el efecto Mullins

4.2.2. Dano isétropo

Se postula una representacion de la funciéon de densidad de energia en la
que aparece desacoplada la parte volumétrica de la isocorica. Esto es, para
el material no danado,

Wo(C) = Wya(J) + Woiso(C).
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Figura 4.7: Proceso de angioplastia

Con objeto de controlar la evolucién del dano se adopta una wvariable
de dano ¢ de forma que se tenga la funciéon de densidad de energia como
W =W(C,(). En particular, se adopta

W(Ca C) = WVOI(J) + (1 - C)Wﬂ,iso(6)7

donde (1 — () es el factor de reduccién por dano.
Diferenciando, se tiene que el segundo tensor de Piola-Kirchhoff es

S = Svol + (1 - C)SO,iSO7 (49)
siendo ©) (_)
B 8WVO1 C o 8W0,iso C
Siol = 2T y SO,ISO = QT.

Falta por determinar la evolucién de la variable de dano (, para lo que se
toma ¢ = ((«) siendo
a(t) = max Wy(s)
s€[0,¢]

la llamada variable fenomenoldgica, cuya variacion es

C . ‘
SO,iso:E S1 WO,iso =ay WO,iso >0, (410)
0 en otro caso.

a =

Un caso particular de la variable de dano ¢ viene dado, segin Miehe, por

(@) = ¢ (1—e"),

donde (,, indica el maximo dano adimensional posible y el simbolo ¢ denota
el llamado parametro de saturacion al dano. En cada instante, se denomina
superficie de dano la determinada por los tensores simétricos C' tales que

d(C) = Woiso(C) — a =0,
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teniéndose en todo instante ¢ < 0. La variable de dano se dice que esta activa
cuando ¢ > 0. Diferenciando en (£9) se tiene, para los tensores isocéricos

a‘510,150
oC

Siso = (]- - C) :C - SO,isoév

donde la variacién de la variable de dano es

o . / _
¢=¢(a)a con ¢Ha) =22
Teniendo en cuenta (EI0) se llega a que la contribucién del dano al tensor
de elasticidad viene dada por

C . .
S = (<1 B C)(COJSO N CI(OZ)SOJSO ® 807180) :5 51 Wo,iso =ay WO,iso > 07
(1 - Q)Co,isoig en otro caso.
(4.11)
siendo 59
C o 9 0,iso
* oC

4.2.3. Implementaciéon

El modelo de dano isétropo presentado puede implementarse siguiendo el
esquema del cuadro 4.4l El modelo puede acoplarse sobre cualquier funcion
de densidad de energia (is6tropa o anisétropa) que se pueda descomponer
aditivamente en partes volumétrica e isocérica, modificando los puntos 2] y
Bl Ademas, se pueden considerar considerar criterios de evolucién del factor
de reduccion por dano ¢ modificando el punto Bl

4.2.4. Ensayo

Se considera un cubo de 1 m de lado sometido a tension simple sin coac-
cion lateral. El material de ensayo es neohookeano (modificado) con médulo
de elasticidad 1000 MPa y coeficiente de Poisson 0,3.

El cubo se somete a ciclos de carga, llegando el primero de ellos hasta un
desplazamiento de 0,5 m y el segundo de ellos hasta 1 m. El grafico tension-
desplazamiento se recoge en la figura [4.8]

4.2.5. Mejora del modelo

En el modelo desarrollado, la utilizacion de un tnico coeficiente de reduc-
cién que afecta a los términos isocéricos de la funcion de densidad de energia
no permite adoptar evoluciones anisétropas del dafo (independientemente
de que la densidad de energia sea is6tropa o anisétropa).
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@da el tensor gradiente de deformacion en tiempo n+ 1, Fpy1, y la vari@

1.

N

fenomenoldgica a,.

Tensor de Cauchy-Green por la derecha C, 41,

T
Cn+1 = Fn+1‘Fn+1-

Calculo de la densidad de energfa isocérica W json+1 segin modelo hipe-
relastico.

Segundos tensores de Piola-Kirchhoff volumétricos e isocéricos sin considerar
dano,

ano Cn oW, ,iso Cn
Svol,n—i-l = 2({19((:’-4-1> y SO,iso,n+1 = 208((74_1)

Actualizacion de la variable fenomenoldgica.

O] = WO,iso,n—i—l si WO,iso,n—l—l > Qp,
nt o en otro caso.

Variable de dano (,+1 segin miehe,

Cnr1(a) = (oo (1 — e_anﬂ/b) .

Segundo tensor de Piola-Kirchhoff,

Sn+1 = Svol,n—i-l + (1 - C)SO,iso,n+1'

Calculo del tensor de elasticidad segun (Z.11)).

/

Cuadro 4.4: Esquema de dano isétropo con evolucién de Miehe
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Figura 4.8: Ensayo de traccién simple en un material con modelo de dano

Bajo el supuesto de que las direcciones de anisotropia en el dano coin-
cidan con las correspondientes a la expresiéon no danada de la densidad de
energia, v que ademads ésta se pueda descomponer aditivamente en térmi-
nos sin acoplamiento en los (pseudo-)invariantes (tal y como ocurre en los
materiales hipereldsticos de Weiss y de Holzapfel), entonces pueden definirse
tantos coeficientes de reduccién como (pseudo-)invariantes. Cada coeficiente
de reduccién estaria asociado a una variable de dano que evoluciona a su vez
en funcién de la historia del (pseudo-)invariante correspondiente.

Se pueden encontrar planteamientos mds generales en [SIMO Y JU [1987].
No obstante, se considera que el manejo de este tipo de modelos en la ac-
tualidad es de dificil aplicacién, debido esencialmente a la dificultad en la
determinacién de los parametros.



Capitulo

Remodelacion y presolicitacion
en paredes arteriales

El presente capitulo se centra principalmente en los fenémenos de remode-
lacion y especialmente en el crecimiento. Se expone una primera aproximacion
fundamentalmente cualitativa y descriptiva en la seccién que motiva los
modelos de remodelacion de las secciones 5.3 y 5.4l Posteriormente se propo-
ne un modelo generalizado de crecimiento aplicable a geometrias arbitrarias
en la seccion Ademas, se presentan algoritmos para su implementacion
en sistemas de elementos en la seccién y se realizan ensayos numéricos de
validacién en la seccion B.71

Por 1ltimo, en el apartado 5.8 se analizan distintas formas de conside-
rar tensiones iniciales (fenémenos de presolicitacion) en la configuracién de
referencia. Estas tensiones iniciales se encuentran en intima relaciéon con los
fenémenos de crecimiento.

5.1. Introduccion a la remodelaciéon y objeti-
VoS

Las arterias presentan un comportamiento de adaptacion (remodelacion)
sensible a cambios mecanicos, en particular a cambios en la presién y en
el flujo sanguineo. En este comportamiento, uno de los aspectos de mayor
importancia es la modificacién de la geometria, fenémeno conocido como
crecimiento.

La importancia de la remodelacion ha llevado a avances en la termo-
dindamica del crecimiento y en general en las ecuaciones de equilibrio para
sistemas abiertos (sistemas en los que existe intercambio de masa, momento
y energia con el entorno), estableciéndose condiciones que deben verificar los
modelos (véanse EPSTEIN Y MAUGIN [2000], KUHL Y STEINMANN [2002]

117
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y MAUGIN Y IMATANI [2003]).

Se han desarrollado modelos de remodelacion para las paredes arteriales,
destacandose el de tipo global de RACHEV [2001] y el de tipo local (basado
en la formulacién general de RODRIGUEZ ET AL. [1994]) de TABER [1998]
para geometrias simplificadas. No obstante, se propone realizar avances para
la formulacién de ecuaciones constitutivas que puedan ser consideradas en
analisis mediante elementos finitos en configuraciones reales.

La formulacién de este tipo de modelos permitiria determinar las tensiones
residuales de forma mas realista que los actuales métodos (particularmente
el método de apertura en dngulo, basado en suponer que la forma que adop-
ta una arteria cuando una arteria se corta longitudinalmente es un sector
circular con un cierto dngulo de apertura, se presenta una descripcion mas
precisa en la seccién [(.8.2)), dada la relacién existente entre las tensiones re-
siduales y el proceso de remodelacién? (véanse [CHAUDHRY ET AL. [1997],
HUMPHREY Y TABER [1999] y el esquema de relacién entre los fenémenos
de remodelacién y de tensiones residuales de la figura [5.1]).

oc#0
Tensiones

Remodelacion residuales

M

(a) (b) (¢) (d)

Figura 5.1: Esquema de relacién entre remodelacion y tensiones residuales: (a)
Configuracién libre de acciones exteriores y de tensiones internas. (b) Introduc-
cién de acciones exteriores durante cierto tiempo. (¢) Configuracién descargada
con presencia de tensiones internas residuales. (d) Apertura en dngulo por corte
longitudinal

Este capitulo tiene por objetivo fundamental presentar un modelo gene-
ralizado de crecimiento basado en el de TABER [1998]. Ademés se proponen
algoritmos para su implementacion en codigos de elementos finitos y se mues-
tran algunos resultados de ensayos, realizados por razones de validacion y con
objeto de mostrar la forma de comportamiento del modelo.

5.2. Aproximacién fenomenolégica a la remo-
delacién

La remodelacion es el cambio de propiedades geométricas o mecanicas
respecto a un estado homeostdatico de referencia debido a la persitencia de

'En la seccién [£.8.4] se presentan relaciones entre los fenémenos de crecimiento y las
tensiones residuales.
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acciones externas. En este sentido, FUNG [1990] afirma que la existencia de
estados homeostdticos (esto es, de equilibrio por naturaleza) es axiomatica
en fisiologfa, por lo que propone adoptar el estado libre de tensiones?. La
remodelacion es consecuencia de la actividad celular y el estudio de sus causas
pertenece a la biologia, a la genética y a la bioquimica. Sus efectos pueden
ser de tipo mecénico o geométrico, aqui estudiados (es decir, en este sentido
la investigacién se cine al estudio de los efectos, y no de las causas).

Segun Fung la remodelacion de los vasos arteriales se muestra de diversas
maneras, destacandose:

a) Cambios en el didmetro del lumen del vaso, en la relacién entre el
espesor de la pared y el didmetro del lumen, y en el contenido de células
musculares.

b) Crecimiento no uniforme en el vaso. Cambio del dngulo de apertura (la
seccién 5.8.2 se centra especificamente en este método).

c) Cambio de las propiedades mecanicas que relacionan tensiones y defor-
maciones, en el tono muscular basal, en la viscoelasticidad y en general
en las ecuaciones constitutivas.

d) Cambios celulares y moleculares. Cambios en la morfologia celular.
Cambios bioquimicos.

Las comparaciones que motivan estos cambios deben ser realizadas bajo
tonos musculares equivalentes. Esta consideraciéon es de importancia ya que
la variacién de las acciones produce no solo remodelacion sino cambios en el
tono muscular y en la deformacién pasiva.

Con objeto de desacoplar las formas de adaptacion frente a acciones ex-
ternas se han establecido las siguientes definiciones:

a) Remodelacion estructural es la modificacién de las propiedades del ma-
terial (véase, por ejemplo, el reciente modelo, basado en teoria de mez-
clas, de adaptacién de la fibras de colageno propuesto por [DRIESSEN
ET AL. [2003]).

b) Crecimiento o remodelacion mdsica es la variacién de la geometria por
cambio de las masas celular y extracelular, y de su configuracién (véase

la figura [5.2]).

Segin HUMPHREY [2001al| en organismos maduros la forma de adap-
tacion es principalmente debida al crecimiento, mientras que en organismos
jovenes no solo aparecen cambios en la geometria sino que pueden apare-
cer profundos cambios en la estructura y en la composicién de los tejidos
(remodelacion estructural).

2Este aspecto también es destacado por RACHEV [2001]}
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| | | | | Configuracién libre de tensiones

| | | | | Elongaciéon

Aumento de tamano/hipertrofia

| | | | Reabsorcién

| | | | | | | Proliferacién/hiperplasia

Figura 5.2: Formas de crecimiento respecto a la configuracion libre de tensiones

Existen dos tipos de acciones fundamentales sobre las arterias, que son
causadas por la sangre: variacion de la presion y wvariacion del flujo. En
ambos casos el primer efecto que se produce es la modificacion del tono
muscular produciendo la vasodilatacién, para pasar posteriormente a iniciarse
el proceso de remodelacién (véase RACHEV [2001]).

5.2.1. Variacién de la presién

La presion arterial media humana es de unos 100 mmHg (aproximada-
mente 13,3 kPa), destacdndose los siguientes casos de variacién:

a)

b)

Hipertension o aumento crénico de la presién arterial. Gran parte de las
muertes que se producen cada ano lo son como consecuencia directa de
la hipertensién o de sus complicaciones sobre el sistema cardiovascular
o el rindn. Las causas mas frecuentes son enfermedades de las glandulas
endocrinas y enfermedades del rinén.

No obstante,  MACKAY ET AL. [2001| postulan que la causa de la
hipertrofia estd en relacion esta en relaciéon con la aterosclerosis y no
con la presion.

Hipotension o disminucion crénica de la presion arterial. La hipotension
no es habitual que alcance valores peligrosos. Puede deberse a distin-
tas medicaciones (incluyendo medicamentos para la hipertension), o a
situaciones como embarazo, diabetes o aterosclerosis.

El efecto de la hipertensién se puede descomponer en las siguientes fases:

Crecimiento. Segtin Liu y Fung el efecto geométrico fundamental de la
hipertension es el incremento del espesor manteniendo el radio interno
aproximadamente constante (véase RACHEV [1997]). El espesor au-
menta rapidamente en los primeros dias para llegar posteriormente a
un valor asintético (entre tres y cinco dias se alcanza el 50 % del espesor
final). Este proceso no se realiza de forma homogénea:
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a) Inicialmente (durante los dos primeros dias) la media aumenta
el espesor rapidamente mientras que la adventicia lo hace muy
despacio.

b) Posteriormente la media disminuye la velocidad de crecimiento
mientras que la adventicia aumenta la velocidad.

c) A partir de los seis dias la velocidad de crecimiento es similar en
la media y en la adventicia.

El proceso descrito lleva a un incremento en el angulo de apertura
durante los primeros dias, ya que crece mas deprisa la zona interior que
la exterior. No obstante, posteriormente el angulo de apertura comienza
a disminuir pudiendo llegar a ser incluso inferior al inicial. Por otra
parte, se postula (Lehman) que la hipertension no sélo produce cambios
geométricos en la seccion transversal, sino que también produce un
incremento en la longitud de la arteria que aumenta su tortuosidad.

Una de las hipétesis que se plantea con objeto de justificar el crecimien-
to es que el aumento del tono muscular inducido por el incremento de
la tensién circunferencial produce hipoxia (falta de oxigeno en el te-
jido) por lo que la pared tiende a modificar la geometria mediante la
actividad celular (véase | XU ET AL. [2001]) para restablecer el estado
tensional anterior (entre 100 y 200 kPa) a lo largo del espesor, veri-
ficandose en una geometria cilindrica simplificada de pequeno espesor

Pr

0g=—

e
siendo 7 el radio interno, P la presién de la sangre y e el espesor de la
pared.

2. Remodelacion estructural. Segin HAYASHI ET AL. [2001] y [RACHEV
[2001], aparte del crecimiento, en una segunda fase se modifican las
propiedades mecanicas de la pared manteniendo la distribucién de ten-
siones y la geometria para conservar la funcionalidad mecénica de la
arteria, entendida como la capacidad de adaptacion al flujo pulsatil. En
este sentido Rachev propone evaluar el grado de funcionalidad a partir
de la definicion de flexibilidad global

Ar 1
¢= (—> AP

Existen pocos estudios de la remodelacion inducida por la hipotensién
debido fundamentalmente a su dificultad experimental (no obstante, [QUICK
ET AL. [2000] presentan un modelo hemodindmico simple de la adaptacion de
vasos pequenios a la hipotensién). Por esta razén, muchos de los modelos que
han surgido para explicar los procesos asociados a la hipertensién han sido
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extrapolados a cualquier situacion de variacion de la presién. No obstante,
segun los estudios de ZULLIGER ET AL. [2002]|los efectos de la hipotensién
no se corresponden exactamente a los inversos de los correspondientes a la
hipertensién.

5.2.2. Variacion del flujo

El proceso de remodelacién inducido por cambios en el flujo sanguineo
viene controlado por la tensiéon tangencial en la intima, tendiendo a equili-
brarse en el valor inicial aumentando o disminuyendo el didmetro de la arteria
(véase HUMPHREY [2001a]). Esto ocurre a pesar que dicha tensién tangen-
cial es reducida (del orden de 1,5 Pa) en comparacién con las tensiones a las
que se encuentra sometida la pared (habitualmente entre 100 y 200 kPa en
componentes normales).

Ya en 1975 Rodbard sugirié que las células endoteliales estan equipadas
con receptores sensibles a las tensiones tangenciales que controlan la adap-
tacion mediante el ajuste inmediato en el tono vascular, continuando con
el cambio anatémico cuando la variacién del flujo persistdd. Este proceso
es el estimulo de la vasculogénesis (vascularizaciéon a partir de células pre-
cursoras) y de la angiogénesis (formacién de nuevos vasos a partir de vasos
preexistentes), desarrollado en el estudio de la remodelacién microvascular
de SKALAK Y PRICE [1996]. Holtz confirmé en 1984 la importancia de la
intima a partir de ensayos in vivo, afirmando que las arterias coronarias in-
crementan (o decrementan) el didmetro con incrementos (o decrementos) en
el flujo sanguineo sélo si la intima se encuentra intacta. Ademas, en 1990
Melkumyants y Balashov confirman experimentalmente que es ciertamente
la tension tangencial y no el flujo sanguineo el factor al que es sensible el
endotelio (ensayos posteriores como los desarrollados por KASSAB  [1999)
también lo han confirmado).

HUMPHREY [2001a] postula que el mecanismo inicial de sensibilidad y
respuesta a la tensién tangencial sea la modificacion del transporte de iones,
ademds, DAVIES ET AL. [1997]/indican una serie de sustancias (denominadas
mecanotransductores) que son liberadas por las células endoteliales de forma
que se active el proceso de adaptacion en el espesor de la pared arterial. Entre
dichas sustancias destacan el dzido nitrico, la prostaciclina (vasodilatadores)
y el factor de crecimiento de los fibroblastos.

El crecimiento inducido por la variacién en la tension tangencial debido a
las alteraciones del flujo, no lleva sélo a alteraciones en el didmetro, sino en
el espesor al modificarse el estado tensional. Asi el aumento de flujo provoca
un incremento del didmetro y del espesor mientras que la disminucién del
flujo produce un decremento del didmetro y del espesor.

JCARAMORI Y ZAGO [2000] presentan la importancia de la fntima en las funciones
biolégicas y en las enfermedades de las arterias coronarias.
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5.3. Formulacion de modelos de crecimiento

Los modelos de crecimiento tratan de correlacionar variables tensionales o
cinematicas (deformacion) y propiedades geométricas y mecédnicas de forma
que su aplicacién permita predecir la respuesta a cambios en el entorno de
forma acorde a observaciones experimentales.

Los modelos especificos de las paredes arteriales pueden dividirse segin
Rachev en los siguientes tipos:

a) Crecimiento volumétrico o local. Se considera la arteria como una colec-
cion de elementos infinitesimales que cambian las propiedades respecto
a la configuracién libre de tensiones.

b) Crecimiento global. Se centran en la descripcién de la cinematica de la
configuracion libre de tensiones considerando la arteria como un todo,
de forma que un conjunto finito de variables determina el estado de la
arteria en cada instante (véase RACHEV [1997])).

Este capitulo se centra en los modelos de crecimiento volumétrico al consi-
derarse los adecuados para planteamientos mediante elementos finitos. Para
ello en primer lugar se desarrolla el modelo debido a [FunG [1990], plan-
teado de forma general a los tejidos bioldgicos blandos en configuraciones
unidimensionales. Posteriormente se presenta el marco continuo basado en
la descomposicion multiplicativa del efecto del crecimiento, desarrollada por
RODRIGUEZ ET AL. [1994].

Observacion. El estudio de la remodelacion puede ser enmarcado ma-
tematicamente en la programacion dindmica o en la teoria de control optimo
(véase, por ejemplo SAATY Y BRAM [1964]) como un sistema con los si-
guientes elementos:

a) Variables de estado: Conjunto de tensiones tangenciales en la intima y
de estados tensionales y de deformacién en el volumen.

b) Variables de control: Senales de crecimiento (mecanotransductores) emi-
tidos por la intima y en el volumen de la arteria.

c) Ecuaciones de evolucion de las variables de control: Son funcién de las
propias variables de control y de las variables de estado, proponiéndose
la hipétesis de independencia del tiempo (ecuaciones del movimiento
auténomas).

d) Funcion objetivo a minimizar: Suma ponderada de las integrales de
las desviaciones absolutas respecto a los estados de equilibrio en la
intima (tensiones tangenciales) y en el volumen (tensor de tensiones).
Se propone considerar los estados de equilibrio como pardmetros del
sistema.
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5.3.1. Modelo de crecimiento de Fung

FUNG [1990] propone como modelo de crecimiento para el caso de tensién
simple (véase la figura [B.3)):

m=C(s—a)(b—s)(s —c)*, (5.1)

donde m es la velocidad de crecimiento mdsico, s es la tension y C, k1 > 0,
ko > 0, k3 > 0, a, b y ¢ son constantes. Fung postula que las condiciones
fisiolégicas usuales se corresponden con s = a de forma que un aumento de
la tensién (hipertensién) produce aumento de masa (i > 0) mientras que la
disminucién de la tensién (hipotensién) induce a su disminucién (i < 0). No
obstante, si la tensién es excesiva entonces se produciria reabsorcién (1 < 0
para s > b), y dada la posibilidad de cultivo en entornos libres de tensiones,
lo que implica m > 0 cuando s ~ 0, se llega a la existencia del estado de
equilibrio s = c.

S
c N~ N

Figura 5.3: Esquema del modelo de crecimiento segin Fung

El problema bésico en la aplicacién de este modelo es su generalizacion a
solicitaciones tridimensionales.

5.3.2. Formulacién general del crecimiento volumétri-
co

Una teoria general tridimensional para el crecimiento volumétrico ha sido
desarrollada por RODRIGUEZ ET AL. [1994]y ha sido utilizada para describir
la remodelacién de arterias con geometrias simplificadas por [TABER [1998].
En esta seccion se expone la teoria original modificada con objeto de que
pueda ser acoplada sobre materiales no elasticos, como pueden ser los que
presentan fenoémenos de viscoelasticidad, dano o remodelacion estructural.

Considérese un cuerpo que en el tiempo t, presenta una configuracion libre
de tensiones By. La aplicacion de acciones sobre el cuerpo produce deforma-
ciones que sin la consideraciéon de fendmenos de remodelacion determina la
configuracién B, ;, no obstante, con la activacién del crecimiento resulta la
configuracién B,. La transformacion de B.; a B; es denominada crecimiento
observado ya que viene determinada no soélo por el crecimiento real sino por
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otro tipo de fenémenos como pueden ser variaciones en las deformaciones
elasticas.

La idea fundamental de la teoria del crecimiento que se presenta es in-
troducir una configuracion intermedia ficticia en la que no se imponen las
condiciones de compatibilidad local en un estado intermedio B, basado en
el crecimiento real, donde el material no se encuentra sometido a tensiones
internas (véase la figura [5.4). En particular, se propone que el gradiente de
deformacion F' asociado a B; pueda ser descompuesto multiplicativamente

Ccomo
F=F.F,,

de forma que la funciéon densidad de trabajo realizado W, y por tanto el es-
tado tensional o dependan de la historia {(Fe,, Ry;), 0 < 7 < t}, siendo
F, el gradiente de deformacién asociado a la configuraciéon B, y R, la ro-
tacion propia asociada al gradiente de deformacion en la configuracion By,
F,. Se observa que este planteamiento favorece el analisis en la configuracién
deformada (obsérvese por ejemplo que S si que depende de F).

Figura 5.4: Esquema de la descomposicién multiplicativa por crecimiento

Si se considerase el material incompresible se tiene la coaccién interna
Jo = det F', = 1, no obstante en general esta ecuacién no tiene porqué veri-
ficarse. Por otra parte, por consideraciones relativas a la objetividad, el ten-
sor de tensiones de Cauchy o debe ser independiente de la rotaciéon propia
asociada a Fy, resultando que la configuracién intermedia B, ; no es tnica.
Consecuentemente, sin falta de generalidad se adopta aquella configuracion
(tinica) tal que Fy = Uy, con Uy = U] (tensor simétrico o de alargamiento).

Explicitamente se tiene el tensor de tensiones de Cauchy

1
= —F,.S,-FI
o 7 o

a partir del segundo tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff en la configuracién
By,

oW (C,) T _1
S, =2 "% (C,=F'F, F.=F.U;"
ace e y g
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Ademas, se tienen las relaciones indiciales en componentes de los tensores de
elasticidad

-1
Cabed = J FegaleppFeccleapCeapcp,
con )
oW
0C,0C,
Por condiciones de objetividad, los modelos de crecimiento que se cons-
truyen en el marco de esta teoria establecen relaciones que cumplen

Uy(o) = Uy(Q"-0-Q), (5.2)

para todo @ ortogonal (es decir, son independientes respecto a cualquier
rotacion rigida del sistema de referencia).

Observacion: Esta formulacion general ha sido aplicada por HUMPHREY
12001al| para el estudio de la remodelacion estructural considerando las apor-
taciones de sustancias significativas (segun la teoria de mezclas) que varfan
en proporcién segun sus leyes de crecimiento. En particular, las sustancias
consideradas fueron liquido intersticial, elastina y varios tipos de fibras de
coldgeno (diferenciadas por el tiempo en el que se sintetizaron y fijaron).

Ce=14

5.4. Modelo de crecimiento de Taber

El modelo de crecimiento de [TABER [1998]| surgié especificamente para
la simulacién de la remodelacién en la arteria aorta. Para ello se considera
un cilindro formado por dos capas (la media y la adventicia) constituidas por
materiales elasticos, ortotropos e incompresibles. El cilindro se infla con una
presién interna (véase la figura[5.0), se alarga longitudinalmente y se somete
a tensiones tangenciales uniformes en la intima de forma que se induce el
crecimiento en las direcciones radial, circunferencial y longitudinal.

‘ﬁ‘
. COIlflguI aCl(/)Il (1(5 I(ff(fI(fIlCla

Configuracion deformada

Figura 5.5: Esquema de las configuraciones consideradas por Taber

De acuerdo con los resultados experimentales, el modelo que se establece
es de tal forma que los cambios en la geometria vienen dirigidos por la tension
en la pared y modulados por la tensiéon tangencial en la intima debida al
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flujo de la sangre. En particular, las leyes de crecimiento reales (asociadas a
la configuracién B, ;) que se establecen son:

@)‘gW o i 09 — 09,0
81& a Tr (O',g’o)m ’

OXg 0 1 (09— 040 1 (7—19 R

LA A [ — —al = =1 5.3
ot Te((Ue,o)m)+TT((To)m)eXp( a(Ri )) v 53
Ne:

ot ’

siendo oy la tension en la direccién circunferencial, o, la tensién en direc-
cion radial, 7 la tensién tangencial en la intima, T, Ty y T, constantes con
dimension de tiempo, o una constante de decrecimiento de la senal de los
mecanotransductores con la distancia desde la superficie interior y oo y 7o
las tensiones circunferenciales y tangenciales en equilibrio. El subindice (e),,
denota los valores asociados al organismo maduro. Por tdltimo, \., A\g v A,
denota los alargamientos principales, en direcciones radial, circunferencial y
longitudinal. Obsérvese que en la ecuacién de evolucion del crecimiento, las
distancias R; y R vienen referidas a la configuraciéon sin deformar.

TABER [1998] estimé las constantes temporales de la arteria aorta de
ratas a partir de ensayos experimentales. Las magnitudes a considerar para
el ajuste fueron el espesor, el radio y el angulo de apertura. Se realiz6 la
correlacién para tres estados experimentales, obteniéndose para el conside-
rado mas realista de ellos los resultados 7,y = 0,3 dias, Ty = 3 dias y
T:m = 5 dias para la media, y T, o = 5 dias, Ty = 4 dias y T o = 5 dias
para la adventicia. Se observa a partir de estos valores que la media crece més
rapidamente que la adventicia, lo que lleva a un angulo de apertura positivo,
de acuerdo con la realidad. En caso contrario, si la capa exterior creciese a
mas velocidad que la interior, entonces la seccion se cerraria sobre si misma
(angulo de apertura negativo).

5.5. Modelo generalizado de crecimiento

Se propone a continuacién un modelo que generaliza el de Taber de forma
que pueda ser aplicado a geometrias tridimensionales no simplificadas con la
hipdtesis de simetria cilindrica.

Para ello se considera un material anisétropo con dos familias de fibras
(como puede ser el propuesto por Holzapfel para paredes arteriales) de direc-
ciones representadas por los vectores unitarios ag y by (en la configuracién
inicial) seleccionados de tal forma que la direccién de esfuerzos predominantes
(correspondiente con la direccién circunferencial en geometrias simplificadas)

estd asociada al versor

ag —bo
U= ———-:
lap — bol
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Ademas, se definen los vectores unitarios

ao+b0

’ao—l-bol s

de forma que {w,v,w} constituye el conjunto de versores béasicos del cre-
cimiento, correspondientes a las direcciones principales de U, (véase la fi-
gura [5.6). Este plantemiento establece relaciones entre las direcciones de
anisotropia para el comportamiento hiperelastico y las asociadas al creci-
miento, no obstante, pueden considerarse otros planteamientos en los cuales
dichas direcciones no se encuentren relacionados, partiendo directamente de
los versores {u, v, w}, entendidos como propiedades de material.

Figura 5.6: Esquema de los ejes fundamentales del crecimiento

Por otra parte, uno de los aspectos fundamentales del modelo es no cons-
tituir un material simplé®, ya que el comportamiento mecénico en un punto
depende no sélo del estado mecanico local o, sino de variables mecanicas
en la intima, que se identifica con una superficie suave denotada con Z. En
particular, se considera que cada punto X estd influenciado por el punto mas
cercano de la intima en la configuracién inicial, X, (el subindice (@) se
correponde con el punto mds cercano a la intima), esto es,

X €T | Xma — X| <Y - X|, VY €1

Ademas, el efecto de X, sobre X propuesto depende de las siguientes
variables mecanicas y geométricas:

a) Tensor de tensiones de Cauchy en X .., denotado con o ;.

b) Vector unitario normal a Z en X ,; para la configuracién deformada,
denotado con 7i,,;.

¢) Curvatura normal méxima de Z en X, para la configuracion inicial,
denotada con A1 mei-

d) Distancia entre X y X ., esto es, | X e — X|.

4 Material simple es aquel en el que se puede determinar el estado tensional en un
punto a partir del historial del gradiente de deformacién en un entorno tan pequeno como
se quiera (véase TRUESDELL [1977])).
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La expresion general del crecimiento que se establece estd basada en
la desviacion respecto a estados tensionales considerados de equilibrio ho-
meostatico de la forma

Uy, =U, (A: (6 — 5o) + (Tici — Tomei) A) - (5.4)
El tensor & representa la tensidn corrotacional (consistente con (5.2]))
o =R"0R,

mientras que & describe la tension local de equilibrio.
Ademas, T, indica el médulo del vector tension tangencial en el punto
més cercano de la intima, esto es, T = |Tmdi|, siendo

Tmci = (]- — NMpei ® nmci)'(o-mci'nmci)

la tensiéon tangencial en la intima, mientras que 7o mq describe la tension
tangencial de equilibrio en la intima.

Por otra parte, A representa un tensor de cuarto orden que verifica las
simetrias menores

Aabcd = Aabdc = Abacd

y A un tensor simétrico de segundo orden.

El efecto de & se adopta dependiente exclusivamente de (u ® u):o, por
lo que o9 = oo(u @ u), siendo oy una constante de material.

Las constantes temporales de velocidad de crecimiento en cada direccion
residen en A y A, acorde con (B3] para crecimientos pequenos, simetrias
axilsimétricas y organismos maduros de la forma

1 1 1
AI—(—U®u+—w®w>®u®u y

T T.
R (Kmat) ™+ [ X s — X| (5:5)
K1, mci mci —
A= —exp(—a( L - —1>)u®u,
To,mci 4 7 ("il,mCi)_

siendo « el parametro de decrecimiento de la senal de la intima y observando-
se que aparecen desacoplados las constantes temporales locales (Tp y T.) y
la asociada a la senal de la intima (7).

Se destaca que en la ley de crecimiento (5.4]) se propone incorporar el
tensor U, al considerarse que el material incorporado (eliminado) colabora
(o deja de colaborar) de igual forma que el material inicial en el proceso
posterior de crecimiento, aspecto que no es tenido en cuenta en el modelo de
Taber.

Debido a las diferencias observadas entre los efectos de la hipertensiéon
y de la hipotension se puede modificar el modelo proponiendo dos valores
distintos para T,. y Tp,

(T,5, TF)  si(u®u):o > o,

T

(To, T) = { (T, ,T7) si(u®u):a < oo (5.6)
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Analogamente, con objeto de tener en cuenta las diferencias de comporta-
miento entre el aumento y disminucion del flujo,

T . { T;r s Tmci Z 7—mci,Oa
.=

T S Tmei < Tmci0-

5.5.1. Observaciones al modelo

Potencia de crecimiento. La potencia especifica consumida por el creci-
miento puede determinarse a partir del tensor de Biot,

1
S — 5(RT-P + P".R),

siendo P el primer tensor de Piola-Kirchhoff (véase la seccién B.12), de la
forma W = SW:U,.

Tensores de elasticidad. Se destaca que los tensores de elasticidad para
las configuraciones By y By, C y C,; respectivamente, estan relacionados
indicialmente segtin

Casep = (det Uy )Uy 1 pUy 50CeporsUy iUy bs-

Comparacién con el modelo de Fung. La comparacion del modelo
propuesto aqui con el propuesto por Fung en (5.]]) linealizado en s = (u ®
u):0 = a (estado natural) permite establecer las relaciones

1 /1 1
oo=a, k=1 y J—O(TeﬁLf):C(b—a)kQ(a—c)k?’.

Ajuste de parametros. Obsérvese que no existe equivalencia entre los
parametros Ty, T, v T); del modelo de Taber y los correspondientes al modelo
propuesto de forma que los resultados obtenidos sean equivalentes en ambos
modelos, salvo que se supongan crecimientos infinitesimales.

Si se considera, por ejemplo, que la tensién o = (u ® u):0 es constante,
entonces la evolucién del alargamiento en direccién u (denotada A,) para el
modelo propuesto es de la forma

t o— oy
)\uzexp Te o0 s

mientras que en el modelo de Taber es

t o— oy
A =14 —
Ty 00
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Variables internas. En el modelo se consideran dos variables internas de
material, los alargamientos en las direcciones u y w (A, y A, respectivamen-
te). Obsérvese que el alargamiento en direccién v es constante, A\, = 1. Sin
embargo, algunos investigadores proponen que los cambios en la presion tam-
bién producen crecimiento en la direccién axial, incrementando la toruosidad
de la arteria (véase la seccién [.2]). Esta consideracién puede ser tenida en
cuenta modificando (5.5) anadiendo un nuevo término, en particular,

A ! ! X u+ ! KXY+ ! & QXU R
=— | =uQ@u+ =vRV+ —~wRw uURu
oo \ 1y T, T, ’

donde se introduce el nuevo parametro temporal T,, con consideraciones
andlogas a (B.0). Se destaca que en este caso se incorpora la nueva varia-
ble interna \,.

Variacion de la tension tangencial. El modelo no tiene en cuenta las
causas que modifican el campo de tensiones tangenciales sensado por las célu-
las endoteliales de intima. Las causas principales son de tipo hemodinamico,
pero también influye el estado en el se encuentren las células endoteliales. Por
ejemplo, la intima puede encontrarse danada por alguna operacién clinica,
o puede dificultarse la sensibilidad de dichas células por la presencia de una
placa aterosclerdtica incipiente.

5.5.2. Complementos al modelo generalizado de creci-
miento

Influencia de la curvatura

En el desarrollo del modelo generalizado de crecimiento se ha propuesto
la ley de disipacién de la senal

o) = exp (~a (_+h 1)), (5.7)

siendo h la distancia a la intima Z y x; la curvatura maxima en el punto mas
cercano de 7, esto es, en X ;. En este apartado se replantea la expresién
de 9, proponiéndose modificar la dependencia de la geometria local de Z en
funcién de su curvatura media (Hy), independientemente de su curvatura
maxima (k).

Se parte de la hipotesis basica de que la funcién de disipacion ¢ depende
de h y de la curvatura de Z en X, representada por el operador de Wein-
garten Sy (véase por ejemplo COSTA ET AL. [1997]). En particular, con
objeto de que v sea invariante respecto a todo mapa de Z, la dependencia
respecto de Sw puede restringirse a las curvaturas maxima y minima k; y
Ko, respectivamente.
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Aplicando el teorema de Pi-Buckingham, para los monomios adimensio-
nales k1h y koh, se tiene

O(h) = (k1h, koh),
y por hipdtesis de simetria
D(k1h, koh) = U(kah, k1 h).
En particular, se postulan las relaciones de dependencia
O(h) = D(k1h + Koh,0) = D(ky + K, h).

Admitiendo que para ks = 0 se verifica (B.7), se llega a la funcién de
disipacién generalizada

o) - (o (P .

siendo Hyr la curvatura media,

1 1
HM = 5(/@1 + /'iz) = 51]1" SW

Resumiendo, bajo estas consideraciones, se modifica la expresion del ten-
sor A de (B.5]) resultando

1 1 (QHM)il + |chi — X|
A= _ — —1 . .
e T exp ( a < eE uURu (5.9)

Observacién. Sea c = (U, ¢, A) una carta de Z tal que p(u) = X e, con
ucUCR?y X € ACR? El operador de Weingarten puede obtenerse
a partir de la primera y segunda forma fundamental, L y g respectivamente,
como

Sw = (L-g ")’
Ademas, los primeros y segundos coeficientes fundamentales pueden obtener-
se como

D
Ou,Ouy,

_ O
O,

() 2P (w) vy La(u) = n(u)-

o (w),

gab(u)
siendo m la normal a la superficie.

Ley de decrecimiento con la distancia

Este apartado tiene por objeto justificar la ley de decrecimiento exponen-
cial de la senal de la intima con la distancia. Para ello, para una superficie
7 determinada (de pequenas curvaturas en comparacién con el espesor de
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la pared) el incremento de la senal en un punto viene dado por el equilibrio
entre la difusion de la senal y el consumo celular,

00 _ 00| _ o
ot ot|, ot~
La difusion viene determinada por
0| _, o
at|,  ‘on

con ag € RT, mientras que el consumo se postula como

v
ot

- 05(:197

C

siendo a, una funcién real positiva de las curvaturas k1 y Ko.
La situacién de independencia de la senial respecto del tiempo (régimen
permanente) lleva a la ley de la forma

¥ = Aexp <, /%h> + Bexp (— %h) ,
aq aq

siendo A e Ry B € R.
Finalmente, si se imponen las condiciones de contorno 9(0) = 1y ¥(o0) =
0 se obtiene
Y = exp (— %h) : (5.10)
aq
consistente con (0.8)).
La comparacién de las ecuaciones (5.8)) y (5.10) implica

a
— =40’ H},.
aq

Hipétesis acerca del exponente a. Se postula que el exponente de disi-
pacién de la senal o sea aproximadamente igual a la unidad. Esto se motiva
por la hipdtesis de que la tensién circunferencial en la pared (y por tanto el
alargamiento eldstico circunferencial) no se ve alterada por este fenémeno,
al menos como un cero de orden uno para la superficie interior, lo que es
consistente con el proceso de crecimiento por tensiones locales.

En particular, si se considera una variacién del alargamiento circunferen-
cial interior ).\g’i, dado que no se produce crecimiento radial, el alargamiento
circunferencial a una distancia h del interior, coincidente con el alargamiento
por crecimiento segun la hipdtesis de partida, resulta

)-\ . (]_ —I—).\g,i)ri—f—h _
gh Ti—i—h

1,
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siendo r; el radio interior. Por tanto,

8)'\g7h B ri)\g,i

oh (Ti—f—h)Q’

que particularizando en h = 0, resulta,

g Agi

oh Ti ’
h=0

correspondiéndose con el valor obtenido a partir de (5.7) con = 1 para la
configuracion sin deformar.

Introduccién de umbrales en la velocidad de crecimiento

Se postula que el modelo que se ha propuesto sea valido dentro de ciertos
limites de la velocidad de crecimiento volumétrico, motivandose por consi-
deraciones bioldgicas. Obsérvese, por ejemplo, en la figura del modelo de
crecimiento de Fung (seccién [(.31]) que las desviaciones respecto al punto
de equilibrio homeostatico a aumentan el valor absoluto de la velocidad de
crecimiento (correspondiéndose con el modelo propuesto) hasta un maximo
a partir del cual se reduce hasta anularse en los puntos b y c. Ademas, este
tipo de consideraciones permiten estabilizar el método numérico de calculo,
especialmente en aquellos casos en que se dificulte la deteminacion de las
tensiones tangenciales en la intima (una estimacién més precisa puede exigir
modelos precisos de interaccién entre la sangre y la pared arterial).

Por estas razones, en el modelo generalizado de crecimiento se propone
limitar el valor absoluto de la velocidad de la forma que se expone a conti-
nuacion.

Segiin las relaciones (5.4) y (5.3), la velocidad de crecimiento U, depende
de las propiedades (pardmetros) del material y de ciertas variables tensiona-
les, U ¢ = @(0, Tmei)- Esta dependencia puede acotarse atin mas de la forma

Ug = a(vm UT)?

siendo v, = (0 — 09)/00 ¥y v, = (T — 79) /70, con 0 = (u @ u):0.

La ley de crecimiento modificada se basa en introducir umbrales a la velo-
cidad de remodelacion de forma independiente a la activacién por tensiones
locales y al flujo. En particular,

Ug = ¢ (fo(v5), f-(vs)) (5.11)

siendo
60,1 si Vo S 50,1)
fO‘(UU) = (% sl 5071 <, < §0727
60',2 sl 50’,2 < Vg,
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57',1 si Ur S 57-,17
fT(UT> == Ur sl §T,1 < V7 S 57,27
§7,2 s 57',2 < U7,

con &1, €52, §71 Y €02 Pardmetros de material que marcan los umbrales de
la velocidad de crecimiento. Obsérvese que este planteamiento generaliza el
anteriormente desarrollado, ya que el caso de no considerarse este tipo de
limitaciones se corresponde con &, =&,1 = =00y {p2 = &2 = 00.

En el cuadrob.dlse muestra un esquema general del modelo de crecimiento
indicando sus principales elementos.

@

~

Descomposicion multiplicativa del gradiente de deformacion F' en parte de
crecimiento puro Uy y parte eldstica F:

F=F.U,.

2. Relacién entre el tensor de tensiones de Cauchy o y la parte eldstica del
gradiente de deformacién Fe:

1
g = jeFe’Se‘FeT,
oW (C
siendo J, = det F's, Se = 26(<j’e) y Ce = F;F-Fe.

3. Velocidad de crecimiento U, en funcién de la tensién local o y la tensién
tangencial en el punto més cercano de la intima 7y

Ug = Ug' (A (a' - 6'0) + (Tmci - TO,mci)A) )
siendo & = RT-0-R.

4. Expresiones de Ay A:

A= i i S u + i & U
= o Tgu u TTw w UQU y
1 1 (2H\) ™! + | X et — X| >>
A= —exp | —« —1) lu®u,
Tomci Lr p( < (2HM)71

con los significados en relacién con ([B.5]) y (5.9]), respectivamente.

5. Se tienen ademds en cuenta las limitaciones dadas por (B.IT]).

N /

Cuadro 5.1: Esquema general del modelo de crecimiento
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5.6. Implementacion del modelo de crecimien-
to

El modelo generalizado de crecimiento puede implementarse en programas
de elementos finitos segin los esquemas de los cuadros [5.2] y 5.3 con objeto
de determinar el tensor de tensiones de Cauchy, el tensor de elasticidad en
la configuracién deformada y el tensor de alargamiento por crecimiento libre
para cada punto de cuadratura (punto de Gauss).

Uno de los aspectos de mayor importancia es el de estimacion de los va-
lores de influencia Tpci, Amei ¥ | Xma — X | (punto del cuadro B.2)). Esto
es debido fundamentalmente a la dificultad en la extrapolacién de variables
geométricas locales que presentan operadores diferenciables a partir del co-
nocimiento de puntos discretos, y al mal condicionamiento del problema de
estimacion de la tension tangencial (las tensiones normales en la pared son
aproximadamente 100-200 kPa mientras que la tension tangencial en la intima
es de aproximadamente 1,5 Pa). En relacién con este aspecto, en el cuadro[5.4]
se propone un esquema para el caso de material con generaciéon automética
de direcciones de anisotropia (véase la péagina [0 de la seccién B3] y con
mallas en las que la variacion de la distancia entre nodos cercanos es suave.

5.7. Ensayos de crecimiento

Ensayo de un elemento. Se ensaya un elemento formado por un ma-
terial hipereldstico anisétropo de Holzapfel cuasi-incompresible (médulo vo-
lumétrico K = 10000 kPa) de pardmetros ¢ = 3,0000 kPa, k; = 2,3632 kPa y
ks = 0,8393, con angulo entre las familias de fibras de 2 - 29° = 58° y siendo
la direccion de la tension eficaz del crecimiento la indicada por la bisectriz
del menor dangulo formado por dichas fibras (véase la figura [5.7).

Se impone un alargamiento casi instantaneo (introducido en diez segundos
de tiempo) de valor 1,85 en direccién u coaccionando el movimiento en direc-
cién v mientras que se deja que el material crezca libremente en direccién w,
segtin las propiedades oy = 200 kPa (tensién de equilibrio) y Ty = T, = 107 s
(sin la activacion del crecimiento por variacién del flujo).

Desplazamiento
o fuerza impuesta

Figura 5.7: Esquema del ensayo de crecimiento a nivel elemental
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&da el tensor gradiente de deformacion en el instante n, F'y, y los alargamien@
por crecimiento Ugypn Y Ugwn (de valor la unidad paran =0).

1. Descomposicion del gradiente de deformacion por crecimiento,

. 1
= uRu+

g,n
’ Ug,u,n g, w,n

WRIW+vRV y

Fen=F,Ug,.

2. Calculo del tensor de tensiones de Cauchy o, y del tensor de elasticidad en
la configuracion deformada c a partir de F' ,,, pudiendo incluirse fenémenos
como viscoelasticidad y dano.

3. Actualizacién de los nuevos alargamientos de crecimiento Ug yn+1 Y Ugwnt1:

a) Calculo de la rotacién propia de F',, R, (véase el cuadro [0.3]).

b) Tensién corrotacional,

¢) Tensién local eficaz,
Oun = (U@ u):o,.

d) Estimacién de la tensién tangencial de influencia en la intima 7ici p,, del
radio de influencia en la intima R; mei = 1/kmei v del radio de influencia
local Ry = ]-/’imci + |X - chi|~

e) Alargamientos de crecimiento para el siguiente paso,

1 oyn— 00
Ug7U,n+1 = Ugﬂlt:” + U 7unTLAt y
6 oo

1 oyn— 00
Ug7w7n+1 :Uguw)n + U 1w1n7LAt+
T, g0

1 Tracin — Tmei
Ug,w,n?Lm“’0 exp(—a(Rumei/Rimei — 1)) At
T Tmci,0

o J

Cuadro 5.2: Esquema de implementacién del modelo de crecimiento
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5.7. Ensayos de crecimiento

Dado el tensor gradiente de deformacion F'.

1.

D.

N

Tensor de Cauchy-Green por la derecha y su cuadrado,

C=F'"F y C?=cC-.C.

Célculo de los autovalores de C, {\2, A3, A3}, de forma explicita.

Invariantes del tensor de alargamiento derecho U,

i1 = A1+ A2 + Az,
1o = AMAo + A A3+ A3\ e
13 = A1 A2A3.

Célculo del tensor U y de su inversa,

1
U=-———(-C*+(i{ —i2)C +irizl) y
1112 — 13
1
U= —(C—i1U +isl).

13

Tensor de rotacién propia,
R=F.U "

/

Cuadro 5.3: Calculo de la rotacién propia del gradiente de deformacién segin
SIMO  [1999]
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6@(105 el punto X, los pardmetros del método de determinacion de direcciones}
la pagina [76 (seccion {0,d, ¢}, las posiciones de los nodos pertenecientes
a la intima {Xin,i}, sus posiciones en la configuracion deformada {Tint;} y sus
reacciones {Tint,i}-

1. Determinacién de los tres nodos méas cercanos a X de {Xin;},
{X mei,1, Xmei,2, Xmeiz} (por orden de cercania) de forma que en el interior y
contorno del triangulo formado no se encuentren otros nodos pertenecientes
a la intima.

Con objeto de disminuir el tiempo de calculo se propone modificar el método
asociando {X mei,2s X mci73} a X mei,1 de forma que baste con determinar el
nodo de la intima maés cercano.

2. Estimacién del radio local efectivo,
R=|P4;0OX]|, siendo
P;=1-d®d.
3. Estimacion del radio de la intima,

Ri = |0OX i1 — (d:O X 1yei1)d.

4. Estimacién de la tensién tangencial de influencia (se supone una configura-
ciéon de nodos de la intima es homogénea, siendo necesaria una revisién de
este punto en otro caso),

a) Area del tridngulo { X mei1, Xmei,2, Xmei3},

1
AZ*’a|7
2

siendo
a = (chiZ - chi,l) A (chi,S - chi,l)-

b) Vector tension,

t — T'mci,1 + T'mci,2 + T'mci,3

6A
¢) Tensién tangencial de influencia,
t-a
Tmeci = t— —4A2a .

N /

Cuadro 5.4: Estimacion de los valores de influencia de la tensién tangencial,
del radio en la intima y del radio local para el caso de generaciéon automaética de
direcciones de anisotropia y mallas localmente homogéneas
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La evolucién de las tensiones o, y o, se recogen en las figuras y
(.9, respectivamente. Ademés, en la figura [5.10] se presenta la evolucién del
crecimiento volumétrico.

700 T T T T T T T T T

600

500

400

300

Tensiono,, (kPa)

200

100 ]

O 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Tiempo (dias)

Figura 5.8: Ensayo de un elemento con desplazamiento impuesto. Evolucién de
la tension oy,

Anéalogamente, se realiza un ensayo numeérico introduciendo fuerzas cons-
tantes en la direccién w correspondientes a un valor de 150 kPa del primer
tensor de Piola-Kirchhoff (manteniendo la restriccién en desplazamientos en
direccién v) de forma casi instantédnea (en un tiempo de diez segundos). La
tension de Cauchy inicial inducida es o, = 259,28 kPa, superior a la de
equilibrio (0 = 200 kPa), por lo que se desarrolla crecimiento hasta que el
alargamiento en direccion A, sea tal que oy = 0,. De esta forma, se obtienen

los resultados de las figuras 5171, 5.12 y 513l

Ensayo de hipertension. Se considera el modelo de las arterias carétidas
sanas de un conejo presentado en la seccion [3.3.5] admitiendo que la media
es susceptible de crecimiento segiin los pardmetros del cuadro mientras
que la adventicia no es susceptible de crecimiento.

En este ensayo se aumenta el radio interior en deformacién plana de
0,71 mm a 2 - R; = 1,42 mm manteniéndose dicha situacion durante el pro-
ceso de crecimiento. La malla utilizada coincide con la adoptada en la sec-
cién B35

Las evoluciones de la presién interior y del espesor total (considerando
tanto la media como la adventicia) se presentan en la figuras 5.14] y B.15]
respectivamente.

Ademas, la velocidad de crecimiento volumétrico, definiendo este creci-
miento como el coeficiente volumétrico de B, respecto a By (esto es, det F'y),
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70 T T T T T T T T T
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Figura 5.9: Ensayo de un elemento con desplazamiento impuesto. Evolucién de
la tension o,
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Figura 5.10: Ensayo de un elemento con desplazamiento impuesto. Crecimiento
volumétrico
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300 T T T T T T
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240
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Tensiono,, (kPa)
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Figura 5.11: Ensayo de un elemento con fuerza impuesta. Evolucién de la ten-
sién oy,
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Figura 5.12: Ensayo de un elemento con fuerza impuesta. Evolucién de la ten-
sién oy,
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Crecimiento volumétrico

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Tiempo (dias)

Figura 5.13: Ensayo de un elemento con fuerza impuesta. Crecimiento volumétri-
co

Parametro Valor
00 200 kPa
Ty 107 s
T, 107 s
T, 10° s
T0 1,5 Pa
« 1

Cuadro 5.5: Parametros del modelo de crecimiento para la media



144 5.7. Ensayos de crecimiento

28 : . : . :
26 .
24 | ]
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Figura 5.14: Ensayo de hipertensién. Evolucion de la presién

0,243 : : : : .
0,242 - ]
0,241 } / |
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0,239 / ]
0,238} / ]
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0,236 |/ ]
0,235 ]
0,234 | ]
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Figura 5.15: Ensayo de hipertensién. Evolucién del espesor
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en el instante inicial (dibujada a partir de los valores proyectados en los no-
dos) y el crecimiento volumétrico obtenido a los 60 dias, en la configuracién
deformada, se recogen en las figuras b.16] y 5.17, respectivamente.

Welocidad crecimiento

0.065302
l 0.060666
| - 0052831

- 0.044735

- 003676

- 0.025724
- 0.020683
0.012653
0.0046177
-0.0034171

Figura 5.16: Ensayo de hipertensién. Velocidad de crecimiento volumétrico inicial
(dias™1)

Con objeto de comprobar la evoluciéon de la tension eficaz del crecimien-
to (circunferencial) se presentan sus valores iniciales y a los 60 dias en la
figura [5.18

Por otra parte, si se relajan las coacciones a los 60 dias (manteniendo la
situacién de deformacién plana) se obtienen las tensiones residuales circun-
ferenciales para la media (que resulta de espesor 0,270 mm) recogidas en la
figura [5.19

Los crecimientos circunferenciales en las fibras interior y exterior de la
media son Agg; = 1,0898 y Ag9. = 0,9878, respectivamente, mientras que
el crecimiento radial en su punto medio es Ay, = 1,0373. Por tanto, la
longitud del perimetro interno por crecimiento es

lc,i = 27TR1/\9’971 = 4,862 min,
y la longitud del perimetro exterior

lee = 2m(Ri + Hy)Agpe = 6,020 mm.

)

Suponiendo que el crecimiento es aproximadamente lineal en la media y que
el efecto de la adventicia en el angulo de apertura es despreciable, se tiene el
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Coeficiente volumetrico

11877
l 1.165
B 11474

-1.1197
- 1.0971
- 1.0744
- 1.0518
1.0231
1.0065
0.333335

Figura 5.17: Ensayo de hipertensién. Crecimiento volumétrico a los 60 dias

sistema de ecuaciones

(27T — Ga)Ra = lc,i
(27T - 9&) (Ra + )\g,r,mHM) = lc,e ’

resultando un angulo de apertura #, = 114° y un radio para el arco de
R, = 1,13 mm (véase el esquema de la figura [5.20).

Ensayo de hipotension. En este caso, sobre el modelo de arteria del
apartado anterior se impone un radio interno en la configuracién deformada
de 1,75 - R; = 1,2425 mm, de forma que la situacion es de hipotension.
La persistencia del desplazamiento impuesto lleva a las disminuciones del
espesor y de la presion interior segun las evoluciones de las figuras (.21 y
(.22 respectivamente.

Ensayo de crecimiento por flujo. Sobre el modelo de arteria se apli-
can ahora tensiones tangenciales equivalentes a una fuerza de 0,01115 N/m
(correspondiente a tensiones tangenciales de 2,5 Pa en el instante inicial),
sin imponer presiones internas. Manteniendo dicha solicitacion se produce
un crecimiento (véase la figura [1.23) que trata de reducir la tensién tan-
gencial hasta el valor de equilibrio de 1,5 Pa (en este ensayo se desactiva el
crecimiento por tensiones locales con objeto de estudiar los efectos de forma
desacoplada).
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Si-Modal-stresses

9.97388+05
l 8.86662+05
(a) Inicial 7.7594e+05

- BBESZZe+05
- 0.945e+03
- 4.45378e+05
- 3.3306e+05
2.2233e+05
1.1161e+05
902.34

(b) A los 60 dias

Figura 5.18: Ensayo de hipertensién. Tensién circunferencial (Pa)
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Tension (kPa)

_1’5 1 1 1 1 1
0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25

Distancia a superficie interior (mm)

Figura 5.19: Ensayo de hipertensién. Tensiones circunferenciales residuales para
la media

Figura 5.20: Esquema del dngulo de apertura del ensayo
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[EEN
N

e =
o

Presion interior (kPa)
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Figura 5.21: Ensayo de hipotensién. Evolucién de la presion
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Figura 5.22: Ensayo de hipotensién. Evolucién del espesor
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Fuerza aplicada
en direccion longitudinal

Desplazamiento longitudinal
impedido

Figura 5.23: Ensayo de crecimiento por flujo. Configuraciones inicial y a los
60 dias
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Las evoluciones del radio interior y del espesor se presentan en las figu-
ras £.24] y (528 respectivamente. Se destaca que si bien el crecimiento por
flujo se produce exclusivamente en direccién circunferencial, las condiciones
de compatibilidad llevan a que se produzcan variaciones no sélo en el radio
interior, sino en el espesor.

1,2 | I I I I
1,15 + B
= 1,1+t ’ /// _
& 1t Vs _
g 0,95 I Y, / _
o 0.0 / _
? 0,85 i // _
m /
08} / _
0,75 _//’ _
0,7 / | | I I I
0 10 20 30 40 - ]

Tiempo (dias)

Figura 5.24: Ensayo de crecimiento por flujo. Evolucién del radio interior

Ademas, las velocidades de crecimiento volumétricas en el instante ini-
cial y el crecimiento volumétrico obtenido a los 60 dias se recogen en las
figuras y 527 dibujados en la configuracién inicial. Pueden observarse
desviaciones en la simetria de los contornos debido a los errores en la es-
timacion de las tensiones tangenciales de influencia en los extremos de la
malla.

En el apartado se desarrolla una aplicacion del modelo de crecimiento
activado por tensiones locales y por flujo, donde se introduce una variacion
de la tensién tangencial en la intima que produce estenosis.

5.8. Presolicitaciéon en paredes arteriales

Este apartado analiza distintas formas de considerar tensiones iniciales
en la configuracion de referencia. El planteamiento general y los métodos
tradicionales para abordar este problema se describen en las secciones [5.8.7]
y 682l Posteriormente, se propone un método local de introduccién de la
presolicitacion en la seccién B.8.3 Por tltimo, se presentan los aspectos fun-
damentales de la relacién entre la remodelacion y la presolicitacién en la

seccién .84
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0,395 - . . . .
0,39
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Figura 5.25: Ensayo de crecimiento por flujo. Evolucién del espesor

Yalocidad crecimiento

0.052828
l 0.046955
0.041 055

- 0.035218
- 0.029349
- 0023473
- 0.017609
0.011739
0.0053633

1]

Figura 5.26: Ensayo de crecimiento por flujo. Velocidad de crecimiento volumétri-
co inicial (dfas™1)
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Coeficiente volumetrico
1.6259
1.5564

l 1.4365

-1.4173

- 1.3477
”‘ 1.2762
- 1.2086
1.1397
1.0635
1

Figura 5.27: Ensayo de crecimiento por flujo. Crecimiento volumétrico a los
60 dias

5.8.1. Introduccion y objetivos

Las configuraciones de referencia de las arterias no se encuentran usual-
mente libres de tensiones, por el contrario presentan generalmente niveles
significativos de tensiones en el estado fisiologico. Entre las razones que mo-
tivan dicha afirmacién destacan las siguientes consideraciones:

= Los datos geométricos de pacientes son obtenidos in-vivo, estando el
material cargado circunferencialmente con la presion fisiolégica y tam-
bién longitudinalmente.

= En una configuracion descargada la existencia de tensiones residuales
ha sido bien documentada en la bibliografia (véase, por ejemplo, [RA-]
CHEV [1997])), estando relacionadas con los fenémenos de remodelacion.
Segin (CHAUDHRY ET AL. [1996] las tensiones residuales reducen la
tension circunferencial interna (esto es, en puntos cercanos a la intima)
en un 62 %, y reducen el gradiente de tensiones en la pared arterial en
un 94 %, respecto a ser ignoradas (estos resultados se obtuvieron para
la arteria toracica de un conejo, por lo que no pueden ser extrapolados
a cualquier tipo de arteria; no obstante, se postula que los resultados
son cualitativamente validos). Estas afirmaciones son consistentes con
la hipotesis de que la tensién circunferencial tiende a ser constante en
el espesor de cada capa (véase RACHEV [2001]).
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Por estas razones, Chaudhry et al. afirman que la existencia de tensio-
nes residuales disminuye la velocidad de progresion del ateroma al redu-
cirse la tensién maxima en la pared arterial. Ademads, el conocimiento
de las tensiones residuales aporta informacion al diseno y manejo de
dispositivos intravasculares, como pueden ser los stents.

Por otra parte, estas tensiones residuales tienen influencia en el com-
portamiento del fluido. Asi, CHAUDHRY ET AL. [1996] estudian el
efecto en la velocidad de propagacién de las ondas de presion.

Dada la dificultad en la medida directa de las tensiones residuales, tanto
por procedimientos destructivos como no destructivos (véase WITHERS
Y BHADESHIA [2001]), el desarrollo de modelos matemadticos es 1til
con objeto de predecir la distribucion de tensiones y deformaciones en
la pared arterial.

La forma de introducir los estados de presolicitacién puede clasificarse en:

= Se considera una configuracién global previa libre de cargas y de ten-

siones que es sometida a acciones hasta adoptar la configuracion de
referencia. El paso de la configuracion previa a la de referencia se rea-
liza manteniéndose las condiciones de compatibilidad.

Una de las metodologias mas habituales enmarcadas en este plantea-
miento es la del método de apertura en dangulo, que se desarrolla en la
siguiente seccién.

Se modifican los modelos constitutivos de material con objeto de pre-
sentar tensiones en la configuraciéon de referencia. En particular, en el
caso de modelos hiperelasticos, la modificacién de las ecuaciones cons-
titutivas para considerar las tensiones residuales lleva a

ow
— O.
oC 7

A su vez, un efecto lateral favorable con este planteamiento es evitar
inestabilidades del material que de otra manera podrian llevar a la falta
de convergencia, ya que en general el material de las paredes arteria-
les sanas muestra un mejor comportamiento a la estabilidad (véase el
apéndice [Al) en el nivel de solicitacién fisiolgica que libre de cargas.

La presente seccion se centra fundamentalmente en este ultimo plantea-

miento y en su relacion con el modelo generalizado de crecimiento de la
seccién
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5.8.2. Meétodo de apertura en angulo

Como ya se ha indicado en el capitulo [I, cuando una porciéon de arteria
es extraida de un organismo, ésta disminuye en longitud debido a que se
encuentra sometida a un alargamiento longitudinal impuesto (pretensada)
que produce tensiones residuales longitudinales. En esta situaciéon (arteria
extraida) se dice que la muestra estd libre de cargas, no obstante en general
no esta libre de tensiones, llamadas tensiones residuales circunferenciales.
Esto se muestra al cortar radialmente una pequena longitud de arteria en
forma de anillo, observéandose que el anillo se abre formando un sector (véase
FUNG [1993]). En general, incluso este sector no est4 libre de tensiones, dado
que la forma de apertura de las diferentes capas de la pared es distinta.

Se define el dngulo de apertura como el angulo formado por los dos radios
con extremos en los puntos finales del sector, ver figura 5280, El dngulo de
apertura de los vasos sanguineos es variable dependiendo del organismo al
que pertenece, la posicién, el diametro, el espesor, la remodelacién del tejido
(tal y como se ha indicado en la seccién del capitulo anterior), etc. En
general el dngulo de apertura es mayor conforme el vaso estd mas curvado
o presenta mayor espesor. Por ejemplo, segin FunG [1993], el dngulo de
apertura usual de la arteria aorta ascendente de una rata es de 160°. En la
seccion se estima a partir de ensayos experimentales un angulo de apertura
de 106° para una muestra de arteria carétida humana.

En la mayor parte de los analisis se asume que el método de apertura
en angulo esta libre de tensiones, con objeto de facilitar los célculos. Otras
aproximaciones consideran angulos de apertura distintos para cada capa, por
lo que la configuracién global abierta no se considera libre de tensiones.

El modelo de apertura en angulo que se ha desarrollado es de dificil
aplicacion en geometrias reales debido a que el resultado es sensible a la
superficie de corte por la falta de simetrias (véase OGDEN [2001]), lo que
precisa de un criterio que respete las condiciones de objetividad.

Por esta razon, se motivan aproximaciones basadas en aspectos mecani-
cos locales, evitando consideraciones globales como las simetrias. En este
sentido se deben estudiar las causas de las tensiones residuales, esto es, el
mecanismo de adaptacién a acciones externas dirigido por la remodelacion y
especialmente el crecimiento.

5.8.3. Desarrollo del modelo

Se considera un estado virtual libre de tensiones B, para el cual el gra-
diente de deformacién de la configuracion de referencia By se denota por
F (véase la figura [£.29). Nétese que la aplicacion continua de B,s a By no
estd garantizada (el campo Fy no es en general integrable), siendo esta la
razén por la cual el estado B, se denomina virtual.

SEste dngulo es el doble del considerado por otros autores, como Fung.
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Figura 5.28: Configuracion abierta de un anillo arterial

Figura 5.29: Descomposicién multiplicativa por tensiones iniciales

Considerando una funcién de energia de deformacion W en B, la tensién
inicial en la configuracién de referencia o es obtenida como una funcién de
Fy. Analogamente, la tension real total o, en B; se obtiene como una funcion
del gradiente de deformacion F', = F'-F,.

El equilibrio mecénico del sistema no determina en general las tensiones
que producen la deformacién de B,s a By, no obstante, el problema pue-
de plantearse en B, (donde nuevas acciones son aplicadas) considerando las
ecuaciones constitutivas de la forma o (F') = o,(F,) — oy (véase el esquema
de célculo del cuadro [B.6]).

Observaciones:

= Los tensores de elasticidad para las configuraciones By y B,s, C y Cq
respectivamente, estan relacionados en componentes cartesianas por

Capep = (det Fo) ™' Fy apFo 8oCas.rors Fo.crFo.ps,

lo que se justifica al ser invariante el tensor de elasticidad de la con-
figuracién deformada respecto a las configuraciones a las que venga
referido.
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= En el acoplamiento entre los modelos de presolicitacion y de crecimien-
to, debe tenerse en cuenta que la ley de crecimiento viene afectada por
el estado tensional real total o, y no por las tensiones o incorporadas
en la configuracion de referencia By.

Dado el tensor gradiente de deformacion F' y la deformacion de presolicitacion F.

1. Determinar la tensién de presolicitacion,

oW

Goz(detFo) OF
F=Fg

-FL.

Obsérvese que dado que este paso es independiente de F'y, por lo que puede
calcularse una sola vez y no en cada paso de carga.

2. Calcular el gradiente de deformacién real,

F.=F.F,.
3. Tension real total,
4 OW
o, = (det F,)™! OF |y .FT.

4. Tensor de Cauchy para la configuracién de referencia,

o =o0;— 0y

N j

Cuadro 5.6: Esquema de céalculo del tensor de Cauchy para el modelo con pre-
solicitacién

Hipédtesis acerca del estado de presolicitacion

A continuacién se describe un estado tensional para el material de Hol-
zapfel, con direcciones de anisotropia ag y by, que puede ser adoptado como
inicial en la modelizacion con geometrias arbitrarias.

Dicho estado tensional esta motivado por consideraciones de axilsimetria
e incompresibilidad (K — o0), inducido por un gradiente de deformacién
de la forma F = \uy @ ug + \u, @ u, + (M,) 'u, @ u,, con uy y u,
vectores unitarios en las direcciones ag + by y ag — by, respectivamente, y
u, = ug \u,. Los alargamientos \g y A, dependen del punto considerado en
la seccién transversal de la pared arterial, siendo en general Ay variable a lo
largo del espesor, si bien )\, puede admitirse aproximadamente constante.

El estado tensional resultante, en funciéon de los parametros del material
{¢,k1, ko, 0}, es 0 = (Gg+ 0 )ug@up+ (6, + 0" )u, ®u, +o'u, ®u,, donde o’
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se encuentra indeterminado para un modelo incompresible y esté relacionado
con la presién por
/ L
o'=—-p+ 5(09 +7.),

Go =c (Aj — (MoA) %) + 4k Af exp (ka(Af sen® ¢ + A2 cos® ¢ — 1)?)
(Mg sen’ ¢ + A2(cos® ¢ — cos® ¢) —sen® @)
5. =c (N5 — (MoA.) %) +
Aky X2 cos® g exp (ka(Ajsen® ¢ + A2 cos” ¢ — 1)) (Agsen® ¢ + A2 cos® ¢ — 1) .

Obsérvese que en general, tanto ¢, como o’ son variables en el espesor.

Comentarios al modelo de presolicitacion

Los estados de presolicitacién habitualmente considerados son el alarga-
miento longitudinal y las tensiones iniciales inducidas por la presién san-
guinea. No obstante, dado que las tensiones son debidas principalmente a
la presién sanguinea, definir el campo de tensiones iniciales por presion en
geometrias reales supone ya de por si un problema complejo que puede exigir
adoptar hipétesis que pueden invalidar el andlisis posterior. Por esta razén,
parece razonable que la presolicitacion circunferencial sea introducida ex-
clusivamente como estado inicial en el caso de una fuerte variacion de las
acciones en la arteria respecto al estado fisiolégico, como puede ser el proce-
so de angioplastia o el de oclusién con pinza.

En la seccién se presentan resultados de la aplicacion del modelo.

5.8.4. Relacion entre el crecimiento y la presolicitacién

En la figura se indica la relacién entre las distintas configuraciones
consideradas en los fenémenos de crecimiento y de presolicitacién (véanse los
esquemas de las descomposiciones multiplicativas por crecimiento y por ten-
siones residuales de las figuras [5.4] y [5.29] respectivamente). No obstante, las
configuraciones B,s y B, son virtuales, en el sentido de que no se les impone la
verificacién de la condicién de compatibilidad respecto de las configuraciones
«reales» By y B. Esto es, los campos Fy y F, pueden ser cualesquiera tal
que el determinante del tensor en todo punto sea positivo; no obstante, sin
pérdida de generalidad, tal y como se ha comentado el campo F', se adopta
de tensores de alargamiento. Obsérvese que no se impone la condicién de
continuidad de los camposD.

La relacién que se establece entre los gradientes de deformacion es F-Fy =
F,.-F, siendo el tensor de tensiones de Cauchy funcién exclusiva de F, =
F-Fo-F_ .

6Al no forzarse la continuidad las leyes de crecimiento y presolicitacién pueden ser
independientes para cada capa de la morfologia de la arteria.
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Desde un punto de vista causal existen relaciones entre los fenémenos de
crecimiento y de presolicitacion, ya que las causas que dan lugar a este tltimo
fenémeno pueden ser:

= Acciones sobre el contorno. Entre estas acciones destaca la presién inte-
rior y los alargamientos longitudinales, ya que la geometria reconstrui-
da a través de imégenes clinicas, dato para el problema de elementos
finitos, se encuentra deformada por dichas acciones.

= Crecimiento del material en tiempos anteriores al de estudio, que pro-
voca tensiones internas autoequilibradas. Estas tensiones tienen por
origen las condiciones de compatibilidad. El uso de este modelo de pre-
solicitacién generaliza otros como el de apertura en angulo, si bien se
destaca que uno de los mayores inconvenientes es la eleccion del cam-
po Fy, ya que los de comportamiento mas realista son fuertemente no
homogéneos.

= Otros efectos, destacandose la viscoelasticidad u otros fenémenos de
disipacion que generan tensiones residuales internas.

A pesar de la relacién indicada entre la presolicitacién y el crecimiento,
aun en el caso de que F'y sea debido exclusivamente al crecimiento, en prin-
cipio no se verifica la igualdad entre Fy y F, debido a que mientras que
en By deben verificarse las condiciones de compatibilidad, esto no ocurre en
B,. En relacién con esto, obsérvese ademds que B, esta libre de tensiones,
mientras que en B se presentan las tensiones residuales.

La idea basica del esquema de acoplamiento adoptado entre los modelos
de presolicitacién y crecimiento es poder independizar el conjunto de los
procesos previos a la configuracion inicial By, a través del campo invariante
en el tiempo para t > ty, Fy , de los fendmenos de crecimiento que tienen
lugar en tiempos posteriores, a través del campo variable en el tiempo para
t > to, Fy . Esto es, no se considera en F', el crecimiento anterior a ¢y ya que
se introduce en Fj.

Observacion: Otro planteamiento para introducir las tensiones residuales
provenientes del crecimiento, que se desprende de las consideraciones ante-
riores, consiste en definir una geometria inicial B_;__ que de lugar a B, por
crecimiento bajo solicitaciones fisiolégicas (en desplazamientos y fuerzas) en
un tiempo feec. La determinacion de tg.. viene influenciada por la velocidad
de adaptacion del organismo a cambios de la solicitacion fisiologica y a la ve-
locidad de cambio de estos. No obstante, como primera aproximacion puede
adoptarse t.ec = 00. La definicion de la geometria en B_; . motiva futu-
ras investigaciones, ya que es conocida la geometria en By, tratandose por
consiguiente de un problema inverso en el tiempo con B_;, . = B_;...(Bo).

tcrec



160 5.8. Presolicitacion en paredes arteriales

Presolicitacion

I
. B
\
N
~N
\\ F
< .. .
~____ > & Crecimiento R
\\ - T T - < e €
//\\\ /:<\
7
{ . A
! \
\ !
\\ Bg |
N /
\\ 4

Figura 5.30: Configuraciones asociadas a los fenémenos de crecimiento y preso-
licitacion



Capitulo

Aplicaciones

En este capitulo se presentan algunos casos de aplicacion de los modelos
de desarrollados. Estas aplicaciones son mas completas que las realizadas en
capitulos anteriores, las cuales tenian el doble objetivo de validar y mostrar
la forma de comportamiento de los modelos.

En primer lugar (seccién [6.I]) se extraen parametros de modelos hipe-
relasticos y viscoeldsticos a partir de ensayos de laboratorio de la forma
presién-diametro, realizados sobre una arteria cardtida humana con tejido
muerto. Ademas, se estima por ensayos experimentales el angulo de apertura
(en el sentido de la seccion [B.8.2)) de otra muestra de arteria carétida humana.

Posteriormente (seccién [6.2)) se estudia la dilatacién por presién interna
de la arteria carétida de un conejo con geometria ideal simplificada. Se consi-
deran diversos estados de referencia, algunos de ellos con tensiones residuales
y otros sin considerarlas; ademas se estudia la sensibilidad a las direcciones
de anisotropia (direcciones de las fibras de coldgeno).

Seguidamente (seccién[6.3)) se analiza el comportamiento mecénico de una
arteria coronaria derecha humana con geometria real (obtenida por recons-
truccién de imagenes de ultrasonidos y angiografias). Ademds, se considera
el proceso de crecimiento, que genera a su vez tensiones residuales.

Por dltimo (seccién [6.4) se desarrolla un modelo de estenosis inducida
por variacién de tensiones tangenciales.

6.1. Ajuste de modelos a partir de experi-
mentos

En este apartado se ajustan modelos a los resultados obtenidos por el
ensayo de arterias con tejido muerto (se conservé congelado) en el Depar-

tamento de Ciencia de Materiales de la E.T.S.I. Caminos, C. y P. de la
Universidad Politécnica de Madrid.

161
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Primeramente, en la seccion se ajustan modelos de material a los
ensayos mecanicos. Posteriormente, en la seccion se estima el angulo de
apertura de una muestra. En ambos estudios las arterias consideradas son
carétidas humanas ensayadas a una temperatura de 37°.

6.1.1. Metodologia y resultados del ajuste mecanico

Resultados experimentales. En el laboratorio del Departamento de Cien-
cia de Materiales se han llevado a cabo ensayos mecéanicos de las siguientes
arterias humanas, que se conservaron congeladas (véase [ATIENZA ET AL.

12003]):

» Arteria cardtida. Sale de la aorta y sube por el cuello hasta la base del
craneo.

n Arteria esplénica. Nace en el tronco celiaco y lleva la sangre al bazo.

» Arteria mamaria. Sale de la arteria subclavia y recorre todo el peto
costal.

» Arteria mesentérica. Lleva la sangre al intestino.

Las imagenes histolégicas de una muestra de arteria carétida y de otra
de arteria esplénica se muestran en la figura [6.11

e

(b) Arteria esplénica

Figura 6.1: Estructuras de las arterias carétida (a) y esplénica (b)

Los ensayos consistian en la introduccién de presiones internas de forma
ciclica (hasta alcanzar un ciclo aproximadamente estabilizado), registrandose
por métodos épticos el didmetro durante el proceso de carga. Durante la
realizacion de los ensayos las muestras se han mantenido sumergidas en un
liquido en circulacién que reproduce el estado fisiolégico. En las figuras [6.2]
y se muestran fotografias de los ensayos.

Los ensayos se realizaron para distintas temperaturas (22°, 27°, 37° y
42°). El cuadro muestra los didmetros iniciales en reposo de algunas de
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Figura 6.2: Dispositivo de ensayos

Figura 6.3: Ensayo de la arteria carétida
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=g

Figura 6.4: Detalles de la sujecién de la muestra

las muestras ensayadas para distintas temperaturas, observandose que todos
los vasos reducen su tamano al aumentar la temperatura (lo que equivale
a coeficientes de dilatacion negativos). Algunos de los resultados para las
distintas tipologias de arterias se muestran en la figura En dicha figura
se observa que la arteria carétida (con mayor contenido de elastina) pre-
senta una curva menos rigida que las correspondientes a la arteria esplénica
(misculo-eldstica) y a las arterias mamaria y mesentérica (musculares).

Temperatura 17° 27° 37°
Cardtida 825 mm 8,04 mm 7,92 mm

Mesentérica 4,656 mm 4,59 mm 4,54 mm
Mamaria 239 mm 2,30 mm 2,18 mm
Esplénica 8,10 mm 7,50 mm 7,07 mm

Cuadro 6.1: Diametros en reposo de algunas muestras ensayadas

En la figura se presenta la evolucion de la presion con el alargamien-
to radial bajo distintas temperaturas para la arteria carétida, observandose
que la disminucién de la temperatura rigidiza notablemente la respuesta. El
didmetro inicial de la muestra ensayada fue 7,64 mm, y el espesor de la media
226 pm, representando aproximadamente dos tercios del espesor total. Los
ajustes se han realizado para el ensayo correspondiente a la temperatura de
37°, en cuyo ciclo se registraron 23 puntos presion-alargamiento radial.

Hipotesis adoptadas. FEn el ajuste de los modelos se ha supuesto una con-
figuracion axilsimétrica donde el espesor es mucho menor respecto al diame-
tro, siendo la tensién circunferencial constante en toda la pared. Por tanto,
se supone (férmula de los tubos delgados)

Pr
g9 = 5
e

siendo P la presion, r el radio y e el espesor.
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Figura 6.5: Resultados experimentales sobre distintas tipologias arteriales
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Figura 6.6: Evolucién de la presién con el alargamiento radial para distintas
temperaturas
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Otra hipdtesis que se ha considerado es que el material es incompresible,
MM\, = 1. La presion interna

1
P = —5(09 +o0, +0,)

es indeterminada al imponerse la restriccion cinematica de incompresibilidad,
adoptandose el valor que resulta de anadir la hipotesis adicional o, = 0.
Estas consideraciones permiten determinar la presién en funcion del alar-

gamiento circunferencial \ y de los parametros del modelo de material {p, ps, . . .

esto es, P = P(A;pl,pg, ey Dn)-

Método general de ajuste. El ajuste se ha realizado buscando el minimo
de la funcién de error

n N 2
€ = Z <Pa_P(>\a;p17p27"‘7pn)> )

a=1

siendo n el nimero de puntos registrados en el proceso de carga. Las mag-
nitudes que intervienen en cada punto a son el alargamiento circunferencial
A, determinado como la relacién entre el didmetro exterior en ese instante
y el inicial, y la presion aplicada P,.

El minimo de la funcién de error, supuesta la no existencia de restriccio-
nes adicionales como que un subconjunto de los parametros sea entero, se
determina buscando los valores de los parametros tales que

Oe B
Opa

0, a=1,2,... n.

Esto se realizé con la aplicacion para calculo numérico y simbélico Maple
(véase (GARVAN [2002]).

Ajuste del modelo is6tropo de Ogden. Las hipotesis indicadas ante-
riormente permiten determinar la presion como

3
= @ Zﬂp ()\01;,—2 _ )\—oap—2) .

r
05

El minimo de la funcién de error se obtuvo para los exponentes enteros
a; = 1, ap = 11 y ag = 48 y para los coeficientes p; = —113,787 kPa,
e = 30,451 kPa y pus = 0,073 kPa. Se obtuvo un error global de ajuste, tal y
como se ha definido anteriormente, € = 4,065 kPa?. Los resultados obtenidos
con el método de ajuste propuesto se presentan graficamente en la figura [6.71

,Pnts
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Figura 6.7: Ajuste de los modelos isétropo de Ogden y anisétropo de Holzapfel

Ajuste del modelo anis6tropo de Holzapfel. En este caso, la relacién
entre la presion y el alargamiento es

p= o (c(l — A H+

4k exp (k’z()\Z sen? ¢ + cos® ¢ — 1)2) (A*sen* ¢ + cos? ¢ — cos® ¢ — sen? gb)) )

Se ha supuesto un angulo de las fibras de colageno ¢ = 80°. Por otra parte,
el ajuste se ha realizado en primer lugar para k; y ko fijando ¢ = 0 para pasar
posteriormente a fijar los valores de k; y ko obtenidos en esa fase y optimizar
c. Este método se ha llevado a cabo con objeto de dar mayor importancia a los
pardametros de anisotropia (relacionados micromecanicamente con las fibras
de coldgeno), ya que presentan mas importancia que el pardmetro de isotropia
(relacionado con el efecto de la matriz). Se espera que el método obtenga una
estimacion de los parametros para estados de solicitacion arbitrarios.

Los valores de los parametros obtenidos son

ky = 37,228 kPa, ky=10,46, ¢=280° y c=1151kPa.  (6.1)

El error resultante es € = 6,608 kPa?.

Ajuste de la viscoelasticidad generalizada de Maxwell. Se ajusta
un modelo de viscoelasticidad generalizada de Maxwell considerando como
caso limite un modelo hiperelastico de Holzapfel, segin la metodologia de
la seccién [4.1.4l Los parametros considerados en la funcién de densidad de
energia ajustada al ciclo son los presentados en (6.1]).



168 6.1. Ajuste de modelos a partir de experimentos

30 T T T T T T T . .
Experimental
27 Limite de ajuste / -
$ 20t | _
= Y/
S 15t |
(%]
o
a 10 |
5 I -
O DI 1 1 L . ) . |

1 1,02 104 106 1,08 1,1 1,12 1,14 1,16 1,18 1,2
Alargamiento radial

Figura 6.8: Ajuste del modelo generalizado de viscoelasticidad de Maxwell

Se admite que la velocidad de realizacién de los ensayos fue vp = 2 mmHg/s.
Para el ajuste, se adopté como estado representativo del material el asociado
a la mayor presién del ensayo, esto es, Pss = 26,67 kPa y Mg = 1,1846.
Los puntos muestrales utilizados en el ajuste se corresponden con el semi-
intervalo superior de presiones, esto es, P > 13,33 kPa. La razon de desechar
el intervalo inferior se debe a la falta de precision observada en esa zona
(obsérvese que dado que los datos experimentales que se introducen en el
ajuste son las diferencias de los alargamientos medidos, la precision exigi-
ble al ajuste de la viscoelasticidad es superior a la asociada al ajuste de los
modelos hipereldsticos).

Se ajustd una pareja de parametros viscoelasticos, 7 = 2,114 s y 3> =
0,470, con un factor de proporcionalidad de la funcién densidad de energia a
tiempo infinito W respecto a la obtenida en el ciclo W de valor f = 0,635.
Por tanto, los pardmetros del material hiperelastico de Holzapfel a tiempo
infinito son k; = 23,640 kPa, ky = 10,46, ¢ = 80° y ¢ = 0,731 kPa.

El ajuste se presenta graficamente en la figura [6.8 No obstante, de des-
taca que los resultados experimentales considerados en el ajuste provienen
de ensayos que no fueron disenados para el estudio de la viscoelasticidad, lo
que disminuye la fiabilidad del modelo ajustado.

Comentarios a los ajustes. Se han presentado los resultados del ajuste de
los modelos hiperelasticos isétropo de Ogden y anisétropo de Holzapfel. Los
ajustes obtenidos con ambos modelos producen errores globales del mismo
orden de magnitud, no obstante, bajo dominios de solicitaciéon mayores (por
ejemplo solicitaciones multiaxiales) es esperable que el modelo que muestre
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un mejor ajuste sea el de Holzapfel.

Si se busca una mayor precisién de los efectos viscosos, seria aconseja-
ble la realizacion de ensayos especificos, en particular ensayos de fluencia y
relajacion.

6.1.2. Metodologia y ajuste del angulo de apertura

En este apartado se estiman, a partir de fotografias digitales, propiedades
geométricas de una muestra de arteria cardtida humana sumergida en un
liquido que reproduce el estado fisiolégico. Se admite la hipdtesis de que la
muestra ensayada es de longitud suficiente como para que no se produzcan
efectos globales por los fenémenos de dano a los que es sometido el material
en el proceso de corte del segmento arterial.

En primer lugar se determina el didmetro exterior y el espesor de la
muestra. Posteriormente se corta la muestra longitudinalmente con objeto de
medir el dngulo de apertura inducido por la presencia de tensiones residuales
(véase la seccion (.82, este estudio constituye el aspecto fundamental del
apartado.

Estimacion del diametro exterior y espesor en reposo. La estima-
cién se a realizado a partir de la fotografia de la figura En dicha figura
se han determinado puntos en los contornos interioi y exterior del lado apo-
yado en el portamuestras, definiendo dos poligonales. La poligonal interior
es cerrada, mientras que la poligonal exterior es abierta al no ser visible en
la fotografia parte del perimetro exterior de la seccién apoyada.

Las escalas (horizontal y vertical) de las medidas asociadas a la imagen
respecto a las medidas reales se han deteminado a partir de la cuadricula del
portamuestras. En partir, se han considerado los puntos A, B y C, siendo la
distancia de A a By de A a C' de 3 mm.

Se ha ajustado una circunferencia a cada poligonal por el siguiente pro-
cedimiento:

1. Calculo de la pareja de vértices que se encuentra a mayor distancia en
la poligonal. El centro de la circunferencia ajustada se adopta en el
punto medio de ambos puntos (véase la figura [6.10]).

2. El didmetro se determina minimizando la funcién de error obtenida co-
mo suma de las distancias al cuadrado de los puntos de la poligonal a la
circunferencia, introduciendo un peso para cada punto correspondiente
a la suma de las longitudes de las aristas con las que comunica (véase
el error en funcién del diametro para el ajuste del contorno exterior en

1Se destaca que el contorno interior en la seccién de estudio limitaba una capa gelatinosa
de bajas propiedades mecdanicas, dificultando la determinacion del espesor de incidencia
mecanica.
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la figura [6.17]). El método de minimizacién utilizado es el de la seccién
durea (véase INFANTE [1991]).

El algoritmo presentado ha sido implementado en C++4, obteniéndose
los didmetros interior y exterior de 4,20 mm y 8,46 mm, respectivamente.
La distancia entre ambos centros es de 0,55 mm. Aproximando el espesor
como la diferencia de radios se obtiene un valor de 2,13 mm, no obstante, la
identificacién de los espesores de cada capa motiva un analisis histolégico.

Figura 6.9: Imagen de la muestra cerrada y poligonales dato de los ajustes

Estimacion del angulo de apertura. La estimacién se ha realizado a
partir de la imagen de la figura En dicha figura se han determinado
puntos correspondientes al contorno interior de la secciéon apoyada en el por-
tamuestras.

Las escalas de las medidas asociadas a la imagen respecto a las reales
se han determinado de forma andloga a la descrita en el caso de la muestra
cerrada.

Se ha ajustado un arco de circunferencia a la poligonal por el siguiente
procedimiento (otros métodos se recogen en DOSCH ET AL. [2000]):
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1. Célculo del punto medio M de los puntos extremos de la poligonal.
Se adopta que los centros de los arcos de circunferencia admisibles
pertenezcan a la recta e que pasa por M y es perpendicular a la cuerda
que une los extremos indicados (véase la figura [6.12).

2. La distancia del centro del arco de la circunferencia 6ptima a M se
determina minimizando una funcién de error analoga a la descrita para

las estimaciones con la arteria cerrada (véase el error en funcién de la
distancia a M en la figura [6.14]).

Este algoritmo (implementado en C++) determiné un didmetro de arco
de 8,03 mm y un angulo de apertura de 106°. En la fotografia se observa
el despegue de parte de la masa gelatinosa que rodeaba a la muestra tanto
interior como exteriormente.

Figura 6.12: Imagen de la muestra abierta y poligonal dato del ajuste
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Figura 6.14: Error del ajuste del contorno interior de la muestra abierta
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6.2. Aplicacién en geometrias simplificadas con
tensiones residuales

Este apartado tiene por objeto el estudio del ensayo de dilatacion por
presién interna de la arteria carétida de un conejo (considerado en la sec-
cién B30) comparando los resultados que se obtienen considerando y sin
considerar tensiones residuales, y para distintos alargamientos longitudinales.
El método inicial de introduccién de tensiones residuales (seccién [6.2.7]) es el
de apertura en angulo presentado en la seccion (5.8.2] no obstante, posterior-
mente (seccion [6.2.2]) se comparan los resultados respecto a la introduccién
de las tensiones residuales longitudinales con el modelo de presolicitacién
local desarrollado en la seccién B.83]

6.2.1. Desarrollo del modelo

En este apartado se completa el modelo de arteria carétida de un conejo
analizado en la seccion [B.3.5lintroduciendo tensiones residuales longitudinales
y circunferenciales a través del método de apertura en angulo (véase HOL-
ZAPFEL [2001]). Se adoptan la geometria y propiedades de los materiales
de la figura (pagina [82)) considerando dos situaciones, una de ellas sin
tensiones residuales (v = 0°) y otra con las tensiones residuales correspon-
dientes a un angulo de apertura o = 160°. El radio interior para o = 160° se
adopta de valor 1,43 mm, lo que se corresponde con el radio interior obtenido
en el instante de cierre de 0,71 mm.

El problema se ha analizado modelizando una mitad de la arteria, con
objeto de aprovechar la simetria, siendo la malla utilizada y la configuracion
inicial las representadas en la figura (los dibujos se presentan haciendo
una simetria respecto del eje vertical).

La accion introducida en el anillo se puede descomponer en dos fases:

1. Introduccion de tensiones residuales a través de los procesos simultaneos:

a) Alargamiento longitudinal (de valor 1,5, 1,6, 1,7, 1,8 y 1,9, para
los distintos casos considerados).

b) Cierre circunferencial por desplazamientos horizontales impuestos
en los extremos del sector.

Se llega a la configuracién de la figura [6.16] (a).

2. Proceso de dilatacion por presion interna hasta la configuracién final
esquematizada en la figura 6.16] (b).

Los valores de las tensiones principales maximas para un alargamiento
longitudinal A\, = 1,5 en el instante de cierre se recogen en la figura [6.17],
y para una presién de 20,83 kPa (correspondiente a un radio interno de
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1,37 mm) en la figura Puede observarse que la tensién principal mayor
(correspondiente a la direccién longitudinal) se encuentra en el perimetro
exterior para el instante de cierre, mientras que a presién de 20,83 kPa (co-
rrespondiente a la direccién circunferencial) la tensién principal mayor se
encuentra en el perimetro interior.

PRIN. STRESS 1

4.22E+03
4.64E+03
5.07E+03
5.49E+03
5.92E+03
6.34E+03
6.77E+03
7.20E+03

Current View

Min = 4.22E+03

X =5.73E-04

Y =-9.95E-04

Z = 3.00E-04

Max = 7.20E+03

X =-1.10E-18

Y =-1.82E-03

Z = 0.00E+00

Time = 1.00E+01

Figura 6.17: Tensiones principales maximas (longitudinales) en el instante de
cierre para A\, = 1,5 (Pa)

La evolucion de la presion interna con el radio interno para los distintos
alargamientos longitudinales considerados se presenta en la figura en el
caso de tensiones residuales correspondientes a o = 160°, y en la figura
para la situacion sin tensiones residuales. Andlogamente, la evolucion del es-
fuerzo axial (integral de las tensiones longitudinales en la seccién) se presenta
en las figuras y

La comparacion de los graficos anteriores permite afirmar que para in-
crementos del radio interno de aproximadamente un 40 % la consideracién
de las tensiones residuales no produce diferencias significativas, mientras que
por encima de dicho porcentaje el caso de tensiones residuales presenta un
comportamiento més flexible respecto al que no las tiene en cuenta (ver fi-
guras y [6.24]), 1o que reduce la velocidad de propagacién de ondas en la
sangre, como ya se ha indicado en la seccién [5.8.1] (véase (CHAUDHRY ET AL.l
[1996])).

Sensibilidad a las direcciones de las fibras de colageno. Se han rea-
lizado ensayos numéricos con objeto de mostrar la sensibilidad a las direc-
ciones de las fibras de colageno. Este estudio se considera de importancia
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Figura 6.18: Tensiones principales maximas (circunferenciales) para una presién
de 20,83 kPa (correspondiente a un radio interno de 1,37 mm), con A\, = 1,5 (Pa)
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Figura 6.22: Evolucién del esfuerzo axil con el radio interno sin tensiones resi-
duales circunferenciales
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Figura 6.23: Evolucion de la presién interna con el radio interno. Comparacion
de los casos con y sin tensiones residuales circunferenciales para A, = 1,5
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Figura 6.24: Evolucion del esfuerzo axil con el radio interno. Comparacion de los
casos con y sin tensiones residuales circunferenciales para A, = 1,5

dada la dificultad de la determinacién in-vivo de dichas direcciones (véase la
seccion [LG.T]).

En particular, el estudio se ha realizado considerando tensiones residuales
circunferenciales y un alargamiento longitudinal A, = 1,5. Dado que el com-
portamiento mecanico de la arteria viene influenciado principalmente por la
media, se modifican inicamente las direcciones de anisotropia de dicha capa
(manteniendo los pardmetros de material k; y ks, lo que equivale desde un
punto de vista micromecdnico a mantener la misma cantidad de fibras). Los
angulos considerados son 56°, 61° y 66°.

Los resultados se presentan en las figuras y Se observa que se
presentan mayores diferencias (muy significativas) en la evolucién de esfuerzo
axil que en la evolucién de la presion interior (lo que se puede justificar al
ser ¢ > 45°).

6.2.2. Incorporacién del modelo de presolicitacion

Con objeto de validar el modelo de presolicitacién en la configuracién de
referencia (véase la seccién [(.83)) se analizan los casos siguientes:

a) Sin presolicitacion en la configuracion de referencia. Problema anali-
zado en la seccién anterior, considerando un angulo de apertura nulo
(a = 0) y un alargamiento longitudinal inicial de 1,5. Este problema se
resolvio en dos fases, en una primera fase se introduce el alargamien-
to longitudinal, mientras que en la segunda fase se impone la presion
interna.
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Figura 6.25: Evolucion de la presion con el radio interno para distintos angulos
de las direcciones de anisotropia en la media.
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Figura 6.26: Evolucién del esfuerzo axil con el radio interno para distintos dngulos
de las direcciones de anisotropia en la media.
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b) Con presolicitacion en la configuracion de referencia. En este caso el
proceso completo se realiza en una sola fase, disponiendo la presion in-
terna. La tensién residual longitudinal se introduce a través del modelo
de presolicitacién local de la seccién £.8.41 Ademaés, se impone un alar-
gamiento circunferencial inicial inducido por el longitudinal. Se destaca
que en esta metodologia la configuracion inicial no se corresponde con
la del caso a), sino con la geometria final de la primera fase de éste.

Obsérvese que los dos casos considerados no son equivalentes. Esto se debe
a que en el caso a), las tensiones circunferenciales al final de la primera fase
son variables entre las capas (media y adventicia) y dentro de cada una de
ellas, mientras que en el caso b) se han introducido alargamientos constantes
en todo el espesor.

El problema inicial que se plantea es determinar el alargamiento circunfe-
rencial inicial del caso b). Este valor no debe considerarse la unidad, ya que el
proceso de estiramiento longitudinal produce variaciones en los alargamien-
tos transversales, que en el caso de un material isétropo (o con isotropia
transversal en direccién longitudinal) pasan a ser \/F , debido a la condi-
cion de incompresibilidad. El valor que se ha adoptado es el obtenido en la
fibra interna en el instante final de la primera fase del caso sin solicitacion,
correspondiente a \g = 0,785 (en la fibra externa se obtuvo Ay = 0,803).
La razén de considerar la fibra interna es que la importancia mecanica de la
capa media (interna) es superior a la de la adventicia. Ademas, la geometria
adoptada en el caso con solicitacién corresponde con la del instante indicado.

Los resultados obtenidos se presentan en la figura [6.27 Tal y como pa-
rece razonable, se observa que conforme aumenta la presion, se disminuye la
sensibilidad a la distribucion de las tensiones residuales circunferenciales.
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en la configuracion de referencia
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6.3. Modelizacion de una arteria coronaria de
geometria real

En esta seccién se analiza mediante el método de los elementos finitos el
comportamiento mecanico bajo estado fisioloégico de la pared de una arteria
coronaria derecha. Se estudia la misma arteria y geometria identificada en el
el capitulo 2] (acerca de la correlaciéon de variables mecédnicas con aspectos
clinicos) como el caso clinico MPR.

El anélisis se ha realizado considerando dos casos de modelos de material.
El primero de los casos es un modelo isétropo de Ogden (con pardmetros cons-
tantes en toda la pared), el segundo de los casos adopta modelos anisétropos
de Holzapfel, con parametros distintos para la media y para la adventicia.
Las direcciones de anisotropia son también variables en la geometria, man-
teniendo por motivos practicos una distribuciéon con simetria axial en cada
parche volumétrico.

6.3.1. Parametros adoptados

Materiales anisotropos de Holzapfel. En este caso, el modelo consti-
tutivo considerado es anisétropo de Holzapfel con los parametros propuestos
por HOLZAPFEL [2001] que se exponen a continuacién, donde el subindice
(e)n se corresponde con la media y (e)a con la adventicia: ¢y = 27,0 kPa,
klM = 0,64 kPa, k‘QM = 3,54, KM = 104 kPa, ¢M = 800, CA = 2,7 kPa,
klA = 5,1 kPa, sz = 15,4, KA = 104 kPa y ¢A = 50°.

Material is6tropo de Ogden. Se ajusta segin la metodologia del aparta-
doB.5ldel capituloBlun modelo isétropo de Ogden al comportamiento mecani-
co conjunto de la media y adventicia considerados en el modelo anisétropo
de Holzapfel.

La funcion densidad de energia para el conjunto de la pared que se adopta
es,

2Whm + 2Wha
= 2 ,
siendo W}, ., y Wi, las funciones densidad de energia de Holzapfel para la
media y la adventicia, respectivamente. Esto se obtiene suponiendo que la
deformacion es constante en la pared y que la media tiene espesor doble a la
adventicia.

Se ajusta el material isétropo incompresible de Ogden de la forma

3 3
W =3" (%ZAZ‘”> ,
p=1 P a=1

con ay = 1, ap = 2y ag = 3. El recinto de ajuste adoptado es R = [y X
I, = (1,1,3) x (1,1,01). De esta forma, se han obtenido los valores de los

Wi
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parametros py = 1648 kPa, us = —1612 kPa y pu3 = 537 kPa. El modulo
volumétrico K se toma de valor 1000 kPa. Obsérvese que estos parametros
no verifican las condiciones obtenidas por consideraciones de estabilidad del
cuadro (pagina 2I7), no obstante, si se verifica (A9) (inecuacién que
motiva la tabla indicada) en todo el recinto de ajuste.

6.3.2. Tratamiento de la geometria

Se ha considerado la misma geometria que la adoptada en la correlacion
de espesores y tension tangencial. El didmetro aproximado de la geometria
es de 4 mm con un espesor medio de la pared de 0,55 mm. En este caso cada
parche volumétrico se particioné como volumen estructurado en 3 elementos
radiales, 3 elementos longitudinales y 16 elementos circunferenciales (véase
el mallado de un parche volumétrico de la figura [6.28)). El niimero resultante
de nodos y elementos es de 7040 y 5184, respectivamente.

Los dos capas de elementos interiores se suponen correspondientes a la
media, mientras que la capa exterior se corresponde con la adventicia.

Figura 6.28: Detalle de mallado de un parche volumétrico

Las condiciones de contorno en desplazamientos que se han adoptado
corresponden a fijar los extremos (véase la figura [6.30). Esto lleva, segin
el principio de Saint Venant, a resultados mas fiables en aquellas regiones
alejadas de los extremos.

Determinacion de direcciones de anisotropia. Las direcciones de ani-
sotropia se han especificado para el algoritmo de generacién automatica de
direcciones de la seccion [3.3.4], considerando el eje determinado por los puntos
medios de cada pareja de puntos base del flujo (véase la seccion 2.6]).
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Figura 6.29: Mallado de la pared arterial

Figura 6.30: Condiciones de contorno en la geometria, coloreando los extremos
fijos
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6.3.3. Acciones consideradas

Las acciones consideradas son las expuestas en la seccién Dichas ac-
ciones se obtuvieron a partir de un calculo previo de dinamica de fluidos
computacional, suponiendo que la sangre es un fluido newtoniano con coefi-
ciente de viscosidad p = 0,035 Pa/s, paredes rigidas y una presién fisioldgica
de 100 mmHg. Se ha impuesto como condiciéon de contorno una velocidad
de entrada maxima en la seccién y media en el tiempo de 0,40 m/s (corres-
pondiente a un caudal aproximado de 200 ml/min). El perfil de velocidad se
obtuvo deformando el correspondiente a la corriente de Poiseuille (parabéli-
co) a la seccién de entrada.

6.3.4. Resultados

Material is6tropo de Ogden. El problema ha sido analizado en FEAP
(véase el apéndice [C]) con las rutinas implementadas. El nimero total de
nodos de la malla es 7040, el niimero de elementos 5184 y nimero total de
grados de libertad ha resultado ser de 20352. Por otra parte, el nimero de
pasos de carga para la introduccién de acciones fue de 50.

Los principales resultados obtenidos se presentan en las figuras [6.31], [6.32]
v B34

Figura 6.31: Vectores de desplazamiento en la configuracién de referencia

Material anisétropo de Holzapfel. Andlogamente al caso de material
de Ogden se realizé el andlisis con los materiales de Holzapfel. Algunos de
los resultados se presentan en las figuras [6.35], [6.36] y [6.371
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Figura 6.32: Material de Ogden. Contornos de médulos de desplazamiento en la
configuracién deformada (m)
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Figura 6.34: Material de Ogden. Contornos de tensiones principales mayores en
la seccién intermedia, en la configuracién deformada (Pa)
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Figura 6.35: Material de Holzapfel. Contornos de médulos de desplazamiento en
la configuracién deformada (m)
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Comentarios a los resultados. Se observan diferencias significativas en
los dos casos anteriores, presentandose desplazamientos y tensiones mayores
superiores. Esto se justifica dado que el ajuste del material de Ogden se ha
realizado en una regién de comportamiento preferencial para el material de
Holzapfel.

6.3.5. Incorporacién de crecimiento

A continuacion se aplica el modelo de crecimiento generalizado a la geo-

metria real con los siguientes pardmetros de crecimiento material?: oy =

100 kPa (tensién de equilibrio), 7o = 2,5 kPa, Ty = T, = T, = 5000 h y
a=1.

Obsérvese que si se aproxima la tension media en el espesor por la férmula
de los tubos delgados,

Pr 100 kPa 2
gy — L M0 KPaZmm o

e 0,55 mm

resulta una tension inferior a la de equilibrio (op = 100 kPa), lo que induce
segiin remodelacién por tensiones locales a la disminucién del volumen en la
mayor parte del segmento arterial.

Crecimiento por tensiones locales. En este caso se considera que el
crecimiento activo en el modelo es debido a tensiones locales, desactivandose
el asociado a las tensiones locales en la intima, lo que equivale a la hipétesis
adicional de que ésta ha sido extraida o danada durante alguna operacion
clinica.

Las acciones consideradas en el apartado se introducen en 1 s, mien-
tras que el incremento de tiempo para cada paso de carga en la fase de cre-
cimiento es de 10 horas (esto sigue siendo vélido en el caso de incorporacién
del crecimiento por flujo que se desarrolla posteriormente).

La velocidad de crecimiento (variacién del cambio de volumen por uni-
dad de tiempo) en el instante inicial se recoge en la figura .38 Ademds,
en la figura se presenta el coeficiente volumétrico en la configuracion
libre de tensiones para distintos instantes de tiempo (esto es, el coeficiente
volumétrico de B, respecto a By, segin la notacién del capitulo ).

En esos resultados se observa que la remodelacién es debida principal-
mente a pérdida de masa (velocidad de crecimiento negativa y coeficiente
volumétrico menor que la unidad), lo que se corresponde al predominar en
la seccién las tensiones principales menores que op = 100 kPa (véase la figu-

ra [6.36)).

2Los pardametros de crecimiento han sido motivados por las consideraciones cualitativas
y cuantitativas del capitulo
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Veloc, crecimiento

0, 000101
l 6.0725:-5
1, 9796e-5
-2.113e-5
-FL,Z06e-5
I -0,00010
-0, 00014
-0, 00018

-0,00022
=0, 00026

Figura 6.38: Velocidad de crecimiento por tensiones locales en seccién me-
dia (h™1)

Incorporacién de crecimiento por flujo. Acerca de la activacion del
crecimiento por flujo (acoplada al crecimiento por tensiones locales), se des-
taca la dificultad de captar de forma precisa la tension tangencial en la pared,
dadas las irregularidades en la superficie interior. En el capitulo siguiente se
plantea como futura investigacion resolver el problema indicado a través de
modelos acoplados fluido-estructura.

Se ha considerado la limitacién del valor absoluto de la velocidad de
crecimiento por flujo segin el modelo de la seccién (pagina [[34)), con
los umbrales ;1 = —0,9 y {2 = 0,9. Por otra parte, el numero de nodos
asociados a la intima es de 1760.

De forma andloga al caso de crecimiento por tensiones locales, en las
figuras y se presentan la velocidad de crecimiento en el instante
inicial y el coeficiente volumétrico en la configuracion libre de tensiones para
distintos instantes de tiempo.

Obsérvese el incremento sustancial de la velocidad de crecimiento, espe-
cialmente en las zonas cercanas a la intima, debido a las tensiones tangen-
ciales sensadas por la superficie interna (véase el contorno de médulos de
tensiones tangenciales de la figura de la pagina 3T]).
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(a) A las 24 horas

Coefl, volumétrico

-1, 00032
0,99329
0,98628

-0, 97927

-0,87225

- 0,96524

| - 0,95823
0,95122
0,94421
0,9372

(b) A las 72 horas

(c) A las 240 horas

Figura 6.39: Crecimiento volumétrico por tensiones locales
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Yelocidad crecimiento

i 0.00022932
l 0.00013141
0.00015231

- 0.0001144

o 7.583%e-05
! 3.7363e-05
- -1.1245e-06
-3.9632e-05
-7.614e-05

-0.00011664

Figura 6.40: Velocidad de crecimiento en secciéon media con sensibilidad al flu-
jo (b7
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(a) A las 24 horas

Coeficiente volumetrico

i 1.0244
1.0136
1.0125

-
1.0011
0.93554
0.98352
098371
0.9773
037208

(a) A las 72 horas

(¢) A las 240 horas

Figura 6.41: Crecimiento volumétrico por crecimiento con sensibilidad al flujo
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6.4. Modelizacién de un proceso de estenosis

En esta seccion se modeliza un proceso de estenosis para un caso de
geometria, acciones y parametros de material basados en la modelizacion de
la arteria coronaria del apartado anterior.

El analisis se realiza en una geometria simplificada (cilindrica) en la que
se introduce una ley de variacién de la tension tangencial que produce la
estenosis por remodelacion de la pared.

Clinicamente, la variacion de la tension tangencial puede deberse a la
aparicion de placa que disminuye la sensibilidad de la intima al flujo, o por
alguna causa que dane las células endoteliales (véase la seccién [.5.T]).

6.4.1. Planteamiento del modelo

Geometria y condiciones de contorno. Se considera una geometria sin
deformar cilindrica, con radio interior de 2 mm, espesor total de 0,55 mm y
10 mm de longitud. Por otra parte, andlogamente a la aplicacion del apartado
anterior, se admite la hipotesis de que la media ocupa dos tercios del espesor
y la adventicia el tercio restante.

Por condiciones de simetria se considera sélo un cuarto del cilindro, que se
malla con elementos hexaédricos, adoptando diez en direccién circunferencial,
cuatro en direccién radial (dos correspondientes a la media y otros dos a la
adventicia) y quince en direccién longitudinal (véase el gréfico tridimensional
de la malla en la figura [6.43). El nimero de nodos asociados a la intima es
de 176.

Se introducen condiciones de contorno en los nodos correspondientes a
los planos de simetria que limitan el cuarto de cilindro, de forma que se
mantenga la simetria en todo instante (véase la figura [6.43]). Ademés, en las
secciones extremas se impide el desplazamiento en direcciéon longitudinal.

Resulta un nimero total de 600 elementos, 880 nodos, y 2370 ecuaciones.

Parametros de material. Se adoptan para la media y para la adventicia
modelos hiperelasticos anisétropos de Holzapfel con los mismos pardametros
indicados en la aplicacién anterior (véase la pagina [I84] de la seccién [B.3.T]).

Analogamente, los parametros de remodelaciéon son los mismos que los
considerados en la seccién (pagina [[91]), sin limitaciones a la velocidad
de crecimiento.

Acciones. Las acciones consideradas se corresponden a una presion interior
de 100 mmHg en la configuracion deformada, para un radio deformado de
2,89 mm, introducidas como fuerzas en direcciones radiales.

Esta accién se acompana de tensiones tangenciales en la superficie interior
de forma variable en el espacio (introducidas como fuerzas longitudinales en
los nodos). Las tensiones tangenciales varian a partir de un extremo segin
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Figura 6.42: Modelo de estenosis. Grafico tridimensional de la malla

impedido

Desplazamiento vertical

impedido

Figura 6.43: Modelo de estenosis. Seccién transversal
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el esquema de la figura [6.44] donde se considera la tension fisioldgica corres-
pondiente a 79 = 2,5 Pa, que disminuye hasta 1,5 Pa conforme se acerca al
extremo en el que se produce la estenosis (extremo de referencia de distan-
cias en la citada figura). Se modeliza por lo tanto la mitad de la longitud de
estenosis.

Dichas acciones se introducen en 25 pasos de carga durante 1 s, desa-
rrollandose posteriormente al proceso de remodelacion en pasos de tiempo
de un dia hasta un tiempo final de un ano.

3 T T T T

Lt
[

Tension fisiologica

N

=
[N &)

Tension tangencial (Pa

o
ol

2,25

| 5
4 6 8 10
Distancia (mm)

o

o
N

Figura 6.44: Ley de tensiones tangenciales desde el extremo de estenosis

6.4.2. Resultados

En las figuras y se indican respectivamente la evolucion del ra-
dio interior y del espesor, para el extremo considerado de comportamiento
fisiolégico (a 1 cm de la estenosis) y para la seccién de estenosis maxima.
Ademas, en el grafico de evolucién del radio interior se indica el limite esti-
mado de éste a tiempo infinito 1,734 mm en la seccién de estenosis maxima.

Basado en los resultados anteriores, en la figura se indica el porcen-
taje de estenosis, segun la definicion

Porcentaje de estenosis = 100 (1 — (rest/rss)’)

siendo 7 Y Tgs los radios interiores fisiologico y de estenosis maxima, res-
pectivamente. Representa por lo tanto el tanto por ciento de reduccion de la
superficie luminal.

Por otra parte, en las figuras[6.48], [6.49 y [6.50] se presentan los contornos de
tensiones principales mayores, de velocidades de crecimiento y de coeficientes
volumétricos por crecimiento, respectivamente.
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Figura 6.45: Modelo de estenosis. Evolucién del radio interior
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Figura 6.46: Modelo de estenosis. Evolucion del espesor
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Porcentaje de estenosis

45 - - . . . . .

40 .
35 .
30 .
25 ]
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15 .
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0 50 100 150 200 250 300 350
Tiempo (dias)

Figura 6.47: Modelo de estenosis. Evolucién del grado de estenosis

6.4.3. Comentarios a los resultados

A continuacién se exponen algunos comentarios a los resultados obteni-

dos:

9

b)

La evolucién del radio en la seccién alejada de la estenosis (considerada
de comportamiento fisiolégico) muestra pequenas variaciones (véase la
figura [6.45)), esto se debe a que las fuerzas introducidas en los nodos se
ajustaron para inducir la tensién tangencial de equilibrio 79 = 2,5 Pa
en la configuracién deformada (véase la seccién [6.4.T]).

El radio en la seccion de estenosis sufre una reduccion debido al acorta-
miento circunferencial por crecimiento al que se ve sometido, al captar
una tension tangencial en los nodos de la intima inferior a la de equi-
librio (1,5 Pa< 2,5 Pa). Este proceso continia hasta que los nodos de
la intima se acerquen de forma que se induzca la tension tangencial de
equilibrio, esto es, hasta que el radio interior resulte

1,5 1,5

Test = ﬁTﬁs = ﬁ2789 mim = 1,734 mm.

En la figura se observa una disminucion inicial del espesor interior
(tanto en la seccién de comportamiento fisiologico como, especialmente,
en la de estenosis), alcanzando un minimo para pasar posteriormente
a crecer. Esto se debe a la mayor velocidad inicial en valor absoluto
del crecimiento negativo de la zona exterior de la media respecto al
crecimiento positivo de la zona interior (véase la figura [6.49), debido a
las tensiones locales (véase la figura [6.48)).
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A los 10 dias

(d) A medio ano

(¢) Al mes

Si-Modal-stresses

o 1.7576e+05
1.5665e+05
1.3754e+05

- 1.1643e+05

939324
goz14
61104
41534
22684
3775.6

Al ano

)

€

Figura 6.48: Modelo de estenosis. Contornos de tensiones principales mayores

(Pa)
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(a) Inicial (b) A los 10 dias

(¢) Al mes (d) A medio afno

Welocidad crecimienta

- 0.00025861
0.00023972
0.00019083

- 000014194

- 9.3044e-05
4.4152e-05
-4.7396e-06

(¢) Al afio -5.3631e-05

-0.00010252

-0.00015141

Figura 6.49: Modelo de estenosis. Contornos de velocidades de crecimiento (h=1)
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(a) Inicial (b) A los 10 dias

(¢) Al mes (d) A medio ano

Coeficiente valumetrico

i 1.1029
1.0853
I 1.0677
- 1.0501
1.03E5
1.01413
0.35731
0.97971

0.36211
0.34451

Figura 6.50: Modelo de estenosis. Contornos de coeficientes volumétricos por
crecimiento
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d) En la zona de transicién de las tensiones tangenciales, correspondiente
a un cuarto de la longitud, se originan elevadas tensiones principales
mayores (véase la figura [6.4]]), que inducen elevadas velocidades de
crecimiento (véase la figura [6.49) y consecuentemente de coeficientes
volumétricos por crecimiento (véase la figura [6.50).



Capitulo

Conclusiones, aportaciones y
trabajo futuro

En este capitulo se muestran las principales conclusiones de la investi-
gacion desarrollada para la presente tesis doctoral (seccién []). Posterior-
mente se indican las principales aportaciones resultantes de la investigacion
(seccion [72)) y por dltimo se exponen algunas lineas de trabajo futuro (sec-

cion [7.3)).

7.1. Conclusiones

La importancia social de las enfermedades cardiovasculares motiva el in-
terés en desarrollar modelos numéricos de las paredes arteriales que permitan
aportar informacion al diagnostico y a la terapia cardiaca. La presente tesis
doctoral se centra en ese tipo de modelos:

1. Previamente al desarrollo de modelos constitutivos de material, se ha
analizado la influencia de variables mecdnicas en aspectos de impor-
tancia clinica, lo que reforzaria el planteamiento general de la tesis.
En particular, se ha desarrollado un estudio de la correlacion entre la
tension tangencial en la intima y el espesor de la pared arterial, en las
siguientes geometrias:

= Arteria coronaria derecha de un paciente sometido a un proceso
de angioplastia con introduccién de stent.

= Cuatro bifurcaciones del tronco principal izquierdo en la arteria
descendente anterior y la arteria circunfleja de pacientes trasplan-
tados de corazon.

Se destacan los resultados:

205
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7.1. Conclusiones

a) Elestudio de la varianza ha mostrado una fuerte correlacion entre
la tension tangencial y el espesor.

b) La correlaciéon obtenida en los casos de mejor ajuste es positiva,
en el sentido de que a mayor tensién tangencial se asocia mayor
espesor en la pared.

¢) Se han estudiado diversas variables a correlacionar y subconjun-
tos del universo muestral, obteniéndose los mejores resultados en
el caso de correlacién entre el modulo de la tension tangencial y
el espesor, utilizando todos los puntos muestrales (universo mues-
tral). Esto refuerza la hipdtesis de que la orientacion de las células
endoteliales es local, y no global en la seccion.

Se han desarrollado materiales hiperelasticos en grandes deformaciones
para las paredes arteriales. Este tipo de materiales (no disipan energia al
deformarse) se ha adoptado como punto de partida para la formulacién
de otros modelos mas complejos considerados en la tesis. La definicion
del comportamiento de estos materiales se ha realizado bajo condiciones
de objetividad, simetrias de material y estabilidad.

Entre los modelos presentados se destacan por la mayor posibilidad de
ajuste al proceso de rigidizacion con la deformacion, y por su mayor
justificacién desde el punto de vista micromecdnico:

a) Material isétropo de Ogden. Especialmente adecuado para la si-
mulacién de la placa ateromatosa o para las capas de la pared
arterial cuando no puedan establecerse hipotesis acerca de direc-
ciones preferenciales.

b) Material anisdtropo de Holzapfel con dos direcciones preferencia-
les. Este modelo se considera especialmente adecuado para la si-
mulacién de la media y de la adventicia.

Dada la dificultad en la experimentacién de arterias humanas y con
objeto de aprovechar la informacion existente, se ha presentado un
método de correlacion entre modelos constitutivos hipereldsticos para
paredes arteriales.

Se han desarrollado modelos adecuados para la simulaciéon de la disipa-
cién energética en el tiempo (viscoelasticidad) de las paredes arteriales,
en particular los modelos generalizados de viscoelasticidad de Maxwell
y de Kelvin-Voigt.

Estos modelos pueden acoplar su efecto a la mayoria de los materiales
hipereldsticos desarrollados (en particular, a aquellos cuya funcién de
densidad de energia pueda descomponerse aditivamente en una partes
volumétrica y otra isocdrica).
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Se ha presentado un método de ajuste de pardmetros viscoeldsticos para
el caso de ensayos ciclicos lentos.

5.  En el mismo marco de los modelos constitutivos anteriores, se ha for-
mulado un modelo de pseudoelasticidad (dafio continuo) especialmente
adecuado para la simulacién de procesos en los que las paredes arteria-
les se ven sometidos a solicitaciones muy superiores a las fisiologicas,
como puede ser el proceso de angioplastia.

6. Se han revisado los principales modelos de remodelacion existentes en la
bibliografia para paredes arteriales, mostrandose sus deficiencias para
proponer posteriormente un modelo de crecimiento con las siguientes
caracteristicas:

a) Esun modelo de material de tipo no simple (segin la terminologia
de Truesdell). En particular, el crecimiento es sensible a tensiones
locales y al médulo de la tensién tangencial en la intima (sensada
por la células endoteliales que mandan una senal que modula el
crecimiento).

b) El desarrollo del modelo se ha realizado con consideraciones cua-
litativas de ensayos experimentales y buscando la generalizacion
de modelos existentes en la bibliografia.

c¢) Se trata de un modelo de crecimiento volumétrico (local) adecuado
para su implementacién en esquemas de elementos finitos.

d) Esun modelo de crecimiento anisdétropo con dos familias de direc-
ciones preferentes. El crecimiento evoluciona preferencialmente en
direccién longitudinal y circunferencial.

e) Los efectos del modelo se pueden acoplar a todos los materiales
hipereldsticos (isétropos y anisétropos), viscoeldsticos y de pseu-
doelasticidad desarrollados en la tesis.

f) Esaplicable a geometrias arbitrarias tridimensionales, siendo ade-
cuado para el andlisis en geometrias reconstruidas a partir de
imagenes de ultrasonidos y angiografias.

g) Se espera que la aplicacién de este modelo permita determinar
zonas con riesgo de estenosis, y en el caso de operaciones clini-
cas aportar informacion acerca de la evolucién de los procesos
post-operatorios (especialmente la posible reestenosis en el caso
de angioplastia, con o sin introduccién de stent).

7. Se ha estudiado la incorporacion de fenémenos de presolicitacion en los
modelos desarrollados, revisando los modelos existentes y planteando
un nuevo método basado en la introduccion de una nueva configuracion
ficticia libre de tensiones. Posteriormente se han mostrado las princi-
pales relaciones con los fenémenos de crecimiento.
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7.2. Principales aportaciones

7.2.

Las aplicaciones de los modelos anteriores (tanto en el capitulo especifi-
co de aplicaciones como en el resto de los capitulos) muestran:

a) Los modelos desarrollados en la tesis son adecuados para su in-
corporacion en codigos de elementos finitos.

b) La formulacién de los modelos se ha llevado a cabo de tal forma
que se facilite el acoplamiento de efectos de distinta naturaleza.

c) Los modelos permiten el andlisis de geometrias tridimensionales
arbitrarias.

Principales aportaciones

A partir de las consideraciones del apartado anterior, se indican a conti-

nuacion las principales aportaciones de la tesis:

Se ha realizado un estudio estadistico que refuerza la hipétesis de algu-
nos investigadores de existencia de correlacion entre la tension tangen-
ctal en la intima y el espesor de la pared arterial. Entre los resultados de
mayor originalidad se destaca el mayor ajuste obtenido utilizando como
variable el maodulo de la tension tangencial, reforzando la hipdtesis de
que las células endoteliales estdn sujetas a un proceso de orientacion
local debido al flujo.

Se ha establecido un marco adecuado para la simulacion y acoplamiento
de distintos efectos en las paredes arteriales (hiperelasticidad, viscoelas-
ticidad, pseudoelasticidad, crecimiento y presolicitacion), indicandose
esquemas para la implementacion mediante elementos finitos. Ademaés,
los modelos desarrollados han sido implementados en un cédigo de ele-
mentos finitos.

Se ha desarrollado un método de ajuste de parametros de modelos hipe-
reldsticos para paredes arteriales, y un método de ajuste de parametros
viscoeldsticos a partir de ensayos ciclicos lentos.

Se ha propuesto un modelo de crecimiento sensible a las tensiones lo-
cales y a las tensiones tangenciales en la intima. El modelo ha sido
adecuadamente motivado a partir de resultados experimentales y de
otros modelos de crecimiento. Su formulacion es de tipo volumétrico
(local) adecuado para su incorporacién en esquemas de elementos fini-
tos y aplicable a geometrias tridimensionales arbitrarias.

Se ha propuesto un marco para la incorporacion de fenémenos de pre-
solicitacion, relacionandose a su vez con los procesos de crecimiento.
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7.3.

Se ha desarrollado una metodologia para el tratamiento de la geometria
reconstruida a partir de angiografias y ultrasonidos, para la determina-
cién de parametros de material (incluida la generaciéon de direcciones
de anisotropia a partir de la geometria) y para la introduccion de las
acciones del fluido.

Futuras lineas de investigacion

Motivado por los resultados de la tesis, se proponen las siguientes lineas

de investigaciéon futura:

1.

Estudio de las relaciones entre la tensién tangencial en la superficie
interior y el espesor de la pared arterial para casos clinicos distintos
a los contemplados en la tesis. Se propone realizar ademas un estudio
especifico de las relaciones entre las tensiones tangenciales en el instante
de las intervenciones y transcurrido un tiempo.

Desarrollo de un método mas preciso al presentado en la tesis para la
estimacion de direcciones de anisotropia a partir de imagenes médi-
cas (angiografias, ultrasonidos, resonancia magnética, microscopfia. .. ).
Se propone estudiar ademas una aproximacion estadistica a dichas di-
recciones para la estimacién aleatoria en la geometria (la hipdtesis de
distribucién debe ser contrastada por métodos estadisticos, por ejem-
plo, por el método de la x* de Pearson).

Desarrollo de modelos de interaccion entre la sangre (fluido) y la pared
arterial (sélido). Esto permitirfa una mayor estimacién de las acciones
a la que es sometida la pared arterial, siendo de especial importancia
para la activacion del crecimiento por tension tangencial en la intima
para el modelo propuesto.

Validacién del modelo de crecimiento con casos clinicos. En particular
se propone aplicarlo a pacientes sometidos a un proceso de angioplastia,
de los que se disponga de imagenes médicas del instante de la opera-
cién y tras un tiempo post-operatorio (por ejemplo, tras una revision
intravascular a los seis meses).

Desarrollo de una aproximacién mas precisa a la presolicitacion (ten-
siones iniciales). En particular se proponen dos lineas alternativas de
trabajo:

= Estimacion del gradiente de deformacion local de la configuracién
de referencia respecto a la configuracion ficticia libre de tensiones.

= Estimacion de la geometria ficticia y del tiempo de crecimiento que
den lugar a la configuracién de referencia bajo las solicitaciones
fisiolégicas.
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7.3. Futuras lineas de investigacion

Desarrollo de experimentos en paredes arteriales que permitan deter-
minar parametros de los modelos hiperelasticos, viscoelasticos, pseu-
doelasticos, de crecimiento y de presolicitacion. Es de especial impor-
tancia realizar estos ensayos en tejidos vivos, dadas las diferencias en
los resultados documentadas por distintos investigadores.



Apéndice

Convexidad y estabilidad
material

En este apéndice se exponen algunas definiciones y conceptos fundamenta-
les relacionados con la estabilidad de materiales para grandes deformaciones
(secciones [ATl [A.2] [A.3] [A. 4]y [A.5]). Posteriormente, se realiza el estudio de
algunos materiales considerados en el desarrollo de la tesis, proponiéndose
restricciones al ajuste de los pardmetros (seccién [A.€) y presentando contor-
nos de funciones de densidad de energia (seccién [A.7)

A.1. Conceptos iniciales

Los conceptos de convexidad y estabilidad tienen importancia en la cons-
truccién de leyes constitutivas para tejidos bioldgicos blandos y para el anali-
sis de las condiciones de contorno (véase, por ejemplo, (OGDEN [2001]). Asi,
por ejemplo, recientemente WILBER Y WALTON [2002| han analizado las
propiedades relativas a la convexidad de una cierta clase de modelos relacio-
nados con el de Fung.

Se entendera por material estable un material tal que cualquier variacién
pequena del estado cineméatico respecto de la posicion de equilibrio produce
una modificacién de la posicién de equilibrio a su vez pequena. La condicion
analitica para la estabilidad del equilibrio cuando las fuerzas provienen de un
potencial viene dada por el teorema de Lejeune-Dirichlet: «Si el potencial es
minimo en la posicion de equilibrio, ésta es estable».

En principio, en este apéndice se entendera por estabilidad material la
referida a cargas (tensiones) muertas y estacionarias. Ademas, se trata prin-
cipalmente el caso de estabilidad bajo tensién plana.

Por otra parte, se dice que una funcién f : R™ — R de variable una n-upla
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de nimeros reales es convezra cuando se verifica

flazy + (1 — a)xs) < af(xr) + (1 - a)f(z2),

para toda pareja de n-uplas (x1, 3) y todo a € [0, 1], si la desigualdad se ve-
rifica estrictamente, entonces se habla de converidad estricta. Esta definicion
se puede extender a variables tensoriales.

A.2. Estabilidad sin cambio en los ejes prin-
cipales de deformacion

Se considera la estabilidad para el caso en que los ejes principales de
deformacién coinciden con los de las cargas (tensiones) muertas impuestas.
En este caso, la energia potencial es

3
E(A, A2, As) = W (AL A2, As) = D tada, (A1)

a=1

siendo A1, Ay ¥ A3 los alargamientos principales y 1, t5 y t3 las tensiones
constantes en la configuracion inicial impuestas. La condicién de equilibrio
resulta (ecuaciones de Euler-Lagrange)

W
te = g)\a para a € {1,2,3}.

Ademas, para que el equilibrio sea estable el teorema de Lejeune-Dirichlet ex-
presa que la energia potencial F debe ser minima, y por tanto debe verificarse

que la matriz hessiana [E,,] = [W,] sea definida positiva, donde
O*FE OPW
Eu = Wap = )
"TONON T T NN

debiendo verificarse

5 OW 6 6n A2
W= Z 8)\ N b >0, (A2)

para todo 0\, g y 3.

Andlogamente, bajo tensién plana (o3 = 0) y expresando la funcién de
densidad de energia como W()\l, A2), entonces la condicién de estabilidad
lleva a que el hessiano [Wab] es definido positivo. Esta condicion es apropiada,
por ejemplo, para la modelizacién de una lamina delgada bajo tension plana.
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A.3. Convexidad

Considérese la curva en el espacio (A1, Az2) definida por WA, X)) = ¢

para una constante positiva ¢ y siendo W la funciéon de densidad de energia
para tension plana. Diferenciando W, en todo punto de la curva se verifica

WX, 4+ Wa, = 0, (A.3)

donde (A}, \}) es un vector unitario tangente a la curva de forma que X, es
la derivada del parametro A\, respecto de la longitud de arco y

L
W, = :
OXg
La curvatura puede escribirse como k£ = N{A\J— A A}, siendo A/ la derivada

segunda de \, respecto de la longitud de arco. Ahora bien, diferenciando (A.3))
se tiene

Wit (N)? 4+ 2NN, 4+ Waa (M) 4+ WAN! 4+ oy = 0,
y dado que haciendo uso de ([A.3) se tiene
- . W, WoA g\ W
WA, + WoXy = Tl (XQX{ 222 2) = )\—,1,%,
2 1 2
resulta que la curvatura se puede escribir como

T / T ’y/ T / AL
R = — (Wll()\l)Q + 2W12)\1)\2 + W22(>\2>2> I/i/? . (A4)

1

Si el contorno es convexo, entonces k < 0y de (A4 se tiene que
Wll()\/l)2 + 2W12)\,1)\,2 + WQQ(/\IQ)Q > O, (A5)

para los recorridos de la curva indicados por (A}, \}) de forma que X, tenga
el mismo signo que Wj. Ademés, el vector (M, \,) es tangente a la curva
mientras que en no existe tal restriccion.

La comparacién de ([A.2) y (A.5]), con las consideraciones indicadas, per-
mite afirmar que si [Wab] es definido positivo (estable bajo cargas muertas)
entonces el contorno es convexo, mientras que si el contorno es convexo en-
tonces no se puede asegurar que [Wab] sea definido positivo.

A.4. Estabilidad bajo cargas muertas: caso
general

Si se permite la variacion de los ejes principales de deformacién respecto
a los de las cargas muertas impuestas, entonces (A debe modificarse de
forma que la energia potencial sea

E(F)=W(F)—T:F,
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donde T es un tensor constante (primer tensor de Piola-Kirchhoff).
La condicién de estabilidad (E minimo) resulta

OF:(A:0F) > 0, (A.6)

para todo 0 F # 0, donde el tensor de cuarto orden A es el tensor de elasti-

cidad definido por
W
- OF*

A.5. Conceptos relacionados con estabilidad
y convexidad

A continuacion se presentan algunos conceptos relacionados con la esta-
bilidad y convexidad de materiales siguiendo fundamentalmente IMARSDEN
Yy HUGHES [1968| y BALL [1977]

Elipticidad. Un concepto relacionado con la ecuacién ([A.6) (estabilidad
material) es el de elipticidad fuerte. Un tensor A se dice que presenta elipti-
cidad fuerte (condicién de Legendre-Hadamard) para una deformaciéon Fy si
se verifica
H:(A:H) > 0,

para todo H = a ® b, con |al,|b] = 1. La condicién de elipticidad fuerte
es necesaria para que el material admita ondas planas en toda direccién, no
obstante, aquella no implica la estabilidad material.

Cuasi-convexidad. La funcién de densidad de energia W es cuasi-convexa
si para todo contorno €, toda matriz constante F' tal que det(F') > 0y toda
aplicacién 1 : Q — R? de C™ con ¥ (x) = 0, Vo € Q, se verifica

/ W(F + Grad ¥ (X))dV(X) > W(F') x Volumen().

En otras palabras, para una deformacién homogénea F', la energia inter-
na es minima dentro de todas las deformaciones admisibles con las mismas
condiciones de contorno.

Estabilidad uniforme. Dado un espacio vectorial normado V', se llama
norma de un tensor al determinado por la definicién recurrente
jaf = sup |a(z)].
zeV
e =1
Se dice que un tensor de elasticidad A es uniformemente estable si existe
1n > 0 de forma que
H:(A:H) > n|H|?,

para todo tensor H de segundo orden.
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Policonvexidad. Se dice que W es (estrictamente) policonvezo si existe
una funcién (estrictamente) convexa g : M3 x M3 x (0,00) — R (siendo
M3*3 el espacio de tensores de segundo orden para tres dimensiones y Mixz)’
el constituido por aquellos de determinante positivo) de forma que W(F) =
g(F,adj F,det F), para todo F € M?*?. Esto es,

g(aF1+ (1 —a)Fy,aadjF1 + (1 — a)adj Fy,adet Fy + (1 — o) det Fy) <
ag(Fy) + (1 — a)g(Fs),

para toda pareja (F1, F'y) € M3*3 y todo a € [0, 1] (si la desigualdad anterior
es estricta, entonces se dice que la convexidad es estricta).

Esta condicién tiene la propiedad de mantenerse con transformaciones de
la forma W — W + ¢, siendo ¢ funciones de lagrangiano nulo, esto es,

/ngﬁ(Gradu(X) + Grad 7(X))dV (X)) = /ngb(Gradu(X))dV(X),

Vu,7 € C*°(Q) con 7(X) = 0 en 092 (obsérvese que las soluciones de todo
problema con desplazamientos impuestos en €2 para las funciones de densi-
dad de energia W y W + ¢ deben coincidir).

Crecimiento de la energia. Otra condicién a considerar, necesaria para
que un cubo infinitesimal no pueda ser deformado con una cantidad finita de
energia para dar lugar a un volumen nulo, evitando la aparicién de huecos
en el material, es

— = 00. A.
o et B (A1)
Por tanto, esta condicion debe ser considerada para modelos de materiales

susceptibles de grandes variaciones de volumen.

Comentarios. MARSDEN Y HUGHES [1968] recogen la cadena de implica-
ciones: Convexidad estricta = Policonvexidad estricta = Cuasi-convexidad
= Elipticidad fuerte. No obstante, ninguna de las condiciones anteriores im-
plica la estabilidad material, si bien todas ellas vienen implicadas por la
estabilidad uniforme. Segin BALL [1977];

a) La convexidad es un supuesto inapropiado, dado que entra en conflicto,
por ejemplo, con la condicién de objetividad W(Q-F) = W (F') para
toda matriz ortogonal Q.

b) El criterio de cuasi-convexidad es inadecuado, ya que los teoremas que
permiten asegurar la existencia de soluciones de equilibrio (obtenidos
por Morrey) hacen uso de condiciones de variacién para F' muy fuertes.

Por estas razones el criterio que se suele proponer para la formulacién de
ecuaciones constitutivas es el de policonvexidad.



216 A 6. Estudio de la estabilidad de materiales

A.6.

En este apartado se estudian las condiciones que deben verificar los ma-
teriales de Ogden y de Holzapfel (considerados de la mayor importancia en
la modelizacién de las paredes arteriales) para verificar ciertos criterios rela-
cionados con la estabilidad.

Estudio de la estabilidad de materiales

Material de Ogden. La expresion de la funcion de densidad de energia
tal y como aparece en la ecuacién (BI1]) de la pagina depende del con-
junto de variables independientes J y {:\1, Aa, :\3} La dependencia anterior
permite satisfacer las condiciones de objetividad, por lo que basado en las
consideraciones de los apartados anteriores (especialmente motivado para el
caso de potenciales exteriores lineales o no convexos en 5\1, Ao y 5\3), es de-
seable la convexidad de la funciéon de densidad de energia respecto de las
variables indicadas, esto es,

02w
> A,
2
OW S0 pefl2.3). (A.9)
oz

La inecuacién ([A.8) lleva a J < e para K > 0 (se observa que esto
implica la violacién de la condicién de crecimiento de la funcion de densidad
de energfa presentada en ([A.T)). No obstante, para el tipo de problemas que
se consideran en el desarrollo de la tesis (materiales cuasi-incompresibles) se
tiene J ~ 1.

Por otra parte, las inecuaciones ([A.9]) se verifican para

pp >0 siap > 1,
pp <0 sta, <1 y
1ty cualquiera si o, = 1.

Se puede observar que las restricciones a los parametros indicadas se verifican
en todas las aplicaciones del modelo desarrolladas en el capitulo Bl

Material de Holzapfel. En este caso, la funcién de densidad de energia
tal y como viene expresada en la ecuacién ([B.I8) de la pagina depende
de las variables independientes {J, I1, I, Is}, y por consideraciones anilogas
a las expuestas en el estudio de estabilidad del material de Ogden, se deben
verificar las inecuaciones

O*W
> Al
O*W
> A1l
O*W

>0 para pé€{4,6}. (A.12)

oI
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La inecuacién (A.I0) lleva a J < e para K > 0 (de forma andloga al mate-
rial de Ogden), verificindose para materiales cuasi-incompresibles (situacién
habitual en la presente investigacién). Ademas ([A.11)) se verifica (de forma
no estricta) para todo conjunto de parametros.

Por tltimo, las inecuaciones (AI2) se verifican para todo {Iy, It} con
ki >0 y ko > 0.

Las condiciones obtenidas para los parametros de los materiales de Ogden
y de Holzapfel se recogen en el cuadro [A]l

a) Material de Ogden: \

K >0,

ap>1=p,>0 para pe{l,2,3} vy
ap, <1=p,<0 para pe{l,2 3}

b) Material de Holzapfel:

K>0, ki>0 y ky>0.

N /

Cuadro A.1: Condiciones obtenidas para los materiales de Ogden y de Holzapfel

A.7. Representacion grafica de funciones de
densidad de energia

A continuacion se indican graficamente las funciones de densidad de
energia para tensién planal (segiin la seccién [A3) de algunos de los ma-

teriales isotropos y anisétropos considerados en el desarrollo del presente
trabajo.

A.7.1. DMateriales is6étropos

1Se han desarrollado muchos modelos que admiten esta hipétesis en el comportamiento
mecénico de las paredes arteriales (véase, por ejemplo, [FUNG [1993]).
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Figura A.1: Funcién de densidad de energia de un material de Saint Venant-
Kirchhoff incompresible con p = 4,225 - 10? kPa

Figura A.2: Contorno de la funcién de densidad de energia de un material neohoo-
keando incompresible con p = 4,225 - 10 kPa
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Figura A.3: Contorno de la funcién de densidad de energia de un material neohoo-
keando modificado incompresible con p = 4,225 - 10? kPa

Figura A.4: Contorno de la funcién de densidad de energia de un material de
alargamientos logaritmico incompresible con p = 4,225 - 102 kPa
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06 08 1 12 14 16 18 2
)\1

Figura A.5: Contorno de la funcién de densidad de energia de un material de
Ogden incompresible con oy = 1,3, pq = 6,3 - 10?> kPa, as = 5,0, up = 0,012 -
102 kPa, a3 = —2,0 y uz = —0,1 - 10% kPa

06 08 1 12 14 16 18 2
>‘1

Figura A.6: Contorno de la funcién de densidad de energia de un material de
Varga con ¢; = 8,45 - 10? kPa
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A.7.2. DMateriales anisotropos

1,2

1,15

11

1,05

< 1

0,95

105 11 115 12

Figura A.7: Contorno de la funcién de densidad de energia de un material de
Weiss incompresible con ¢; = 10 kPa, co = 10 kPa, ¢4 = 100 kPa y direccién de
anisotropia correspondiente con el eje de abscisas
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Figura A.8: Funcion de densidad de energia de un material de Almeida incompre-
sible con n = 0,6, ag = 80 kPa, oy = 7,733, ag = —3,567, ag = 1,905, ay = 3,958,
as = 0,8904, ag = —0,0111, ay = —1,979 y direccién de anisotropia correspon-
diente con el eje de abscisas
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Figura A.9: Contorno de la funcién de densidad de energia de un material de
Holzapfel incompresible con ¢ = 3 kPa, k1 = 2,3632 kPa, ks = 0,8393, y con
direcciones de anisotropia en angulos de 61° con el eje de abscisas



Apéndice

El proyecto MOTRICO

Gran parte de los objetivos y del proceso de investigacion que ha dado
lugar a la tesis estan vinculados con el proyecto MOdelado TRIdimensional
de arterias COronarias (MOTRICO). Esta consideracién motiva el presente
apéndice, con el objetivo principal de mostrar el entorno fundamental en el
que se ha desarrollado la investigacion.

El apéndice se divide en dos apartados fundamentales, en primer lugar un
resumen de la propuesta (seccién [B.l), presenténdose el beneficio social y los
objetivos, y en segundo lugar la descripcién del equipo de trabajo vinculado

al proyecto (seccién [B.2).

B.1. Resumen de la propuesta del proyecto
MOTRICO

B.1.1. Beneficio social

El proyecto MOTRICO [2001] plantea crear un entorno avanzado que
permitira ofrecer asistencia por ordenador al diagnéstico y a la terapia cardiaca.
Sera 1til para las unidades de hemodinamica y cirugia intervencionista de
cualquier hospital que tenga la posibilidad de contar con las técnicas instru-
mentales de angiografia y ultrasonidos intravasculares.

B.1.2. Objetivos

Los objetivos de este proyecto son:

1. Partiendo de imégenes médicas, de segmentos escogidos del arbol co-
ronario, que se obtendran mediante las técnicas de angiografia y de
ultrasonido intravasculares, se realizara la reconstruccion de la ana-
tomia tridimensional de dicha zona y se calcularan la distribucion de
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B.1. Resumen de la propuesta del proyecto MOTRICO

tensiones y deformaciones tanto en la zona de interaccién sangre-pared
(tensién de cizalla), como en la propia pared arterial.

Por otra parte pretende, a modo de validacion de la hipotesis que rela-
ciona esas tensiones (fundamentalmente la de cizalla) con el desarrollo
de la aterosclerosis y reestenosis postangioplastia, aplicar el modelo de-
sarrollado al humano y al animal de experimentaciéon. En el humano se
estudiard un modelo de pacientes con aterosclerosis acelerada (situacién
post-trasplante cardiaco) y un modelo de reestenosis tras implantacién
de stent, analizando en ambos casos la relacién entre factores biofisicos
y el desarrollo de ateroma y/o reestenosis. En el animal se aplicard el
mismo modelo para obtener un perfil temporal de la reestonosis tras
implantacién de stents y la influencia de factores biofisicos en las dis-
tintas etapas de la misma:

a) Reendotelizaciéon (una semana).
b) Proliferacion precoz (un mes).

c) Remodelado arterial tardio (tres meses).

El procedimiento que se propone en este proyecto para obtener los fac-
tores biofisicos es mediante la aplicacién de técnicas de simulacién de la
circulacion sanguinea en el interior de arterias basadas en la dindmica
de fluidos computacional. Desde el punto de vista de la mecanica de
fluidos, la sangre puede considerarse como un fluido con una viscosidad
que depende fundamentalmente del nimero de globos rojos presen-
tes, ya que éstos pueden considerarse como particulas semi-solidas. Se
piensa resolver el problema inicialmente como si fuese estacionario, pos-
teriormente se tendra en cuenta la influencia del caracter pulsatil del
flujo sanguineo (efectos transitorios) y también se evaluaran los efectos
derivados del comportamiento no-newtoniano del fluido.

La simulacion del fendmeno propuesto es extremadamente compleja, ya
que engloba ademés de la dinamica de fluidos otras disciplinas diversas
como las que estan relacionadas con los siguientes problemas:

a) El comportamiento de tejidos bioldgicos blandos sometidos a posi-
bles grandes deformaciones y desplazamientos. Por lo tanto sera ne-
cesario desarrollar modelos constitutivos del material, lo que jus-
tificard el empleo de modelos no lineales (modelos hiperelasticos,
comportamiento de tipo reoldgico, modelos bifasicos acoplados,
etc.).

b) La aparicién de contacto entre el fluido y el sélido. Este desarrollo
se prevé en dos fases. En la primera se realizara un célculo fluido-
dindmico con paredes rigidas, a partir del cual se obtendra infor-
macion sobre las acciones sobre las paredes y posteriormente se
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estudiara el comportamiento estructural bajo las acciones previa-
mente calculadas. La siguiente fase consistird en desarrollar un
modelo totalmente acoplado entre la sangre y las paredes defor-
mables.

¢) Influencia de variables externas como la temperatura, etc.

Para que todo lo anterior sea posible es necesario construir el modelo
geométrico tridimensional de la zona anatomica de estudio. El entorno
que se propone permitira no sélo la generaciéon de dicho modelo a partir
de secuencias de imagenes de IVUS y angiografias, ademés ofrecera la
posibilidad de obtener medidas volumétricas cuantitativas. Alcanzar
este objetivo requiere resolver varios problemas que caen dentro de
areas de conocimiento de la visiéon por computador y de la informatica
grafica.

Es fundamental para que el sistema sea aceptado que el entorno sea
«amigable», por ello se desarrollard un entorno interactivo con una
interfaz hombre-maquina inteligente e intuitiva. Logicamente, dadas las
caracteristicas del tema de trabajo, la visualizaciéon interactiva de los
datos 3D basada en técnicas de realidad virtual y aumentada sera uno
de los elementos mas importantes del sistema.

Con objeto de que el prototipo operativo que se propone realizar no
esté lejos de lo que podria ser un «producto comercial», el proceso de
desarrollo del software va a seguir la linea de ingenieria del software
producida por la Agencia Espacial Europea (ESA).

B.2. Equipo de trabajo

Dada la caracteristica multidisciplinar del proyecto se ha reunido un equi-
po de trabajo con experiencia probada en cada una de las disciplinas que se
requieren para el desarrollo del proyecto. Estos equipos son:

MEDTEC S.A., empresa interesada en los resultados del proyecto.

Unidad de Hemodinamica y Cardiologia Intervencionista. Grupo del
Hospital Clinico de San Carlos de Madrid.

Unidad de Hemodindmica y Cardiologia Intervencionista del Hospital
de Badalona.

Grupo de Informatica Grafica avanzada de la Universidad de Zaragoza.
En este grupo participa también personal de la Universidad Publica de
Navarra.

El grupo de Biomecanica de la Division de Mecéanica Estructural de la
Universidad de Zaragoza.
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= Grupo de Mecéanica de Medios Continuos de la Unversidad Politécnica
de Madrid.

= Grupo de Mecanica de Fluidos de la Universidad Politécnica de Madrid.

s Centro de Visién por Computador de la Universidad Auténoma de
Barcelona.



Apéndice

Implementaciéon en un sistema
de elementos finitos

En este apéndice se presenta el sistema de analisis por elementos finitos
sobre el que se han implementado los modelos presentados en la tesis. Dicho
sistema es el programa FEAP (Finite Element Analysis Program), desarro-
llado por Robert L. Taylor en la universidad de Berkeley (California, Estados
Unidos). Ademas se indica la forma de manejar el cédigo introducido.

C.1. Acerca de FEAP

Segin [TAYLOR [2000] (creador del programa), FEAP (Finite Element
Analysis Program) es un sistema de anédlisis por ordenador disenado para:

= Ser utilizado en el ambito académico para ilustrar el comportamiento
de diferentes tipos de elementos y modelos.

» En proyectos de investigacién, y/o aplicaciones que requieran frecuentes
modificaciones para adaptarse a nuevas areas de problemas o requisitos
de analisis.

El programa se desarroll6 bajo UNIX incorporando un conjunto de médu-
los para recibir los datos del modelo de elementos finitos, construir los al-
goritmos de resolucién adaptandose a una gran cantidad de aplicaciones, y
generar la salida grafica y de texto de los resultados.

La solucién del problema se construye con un lenguaje de comandos de
forma que el algoritmo es indicado por el usuario. De acuerdo con esta capa-
cidad, cada usuario puede definir una estrategia en la soluciéon que se adapte
a sus necesidades. Hay suficientes comandos incluidos en el sistema para apli-
caciones en mecanica estructural o de fluidos, transferencia de calor y muchas
otras areas que requieran la resolucién de ecuaciones diferenciales.
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Los usuarios pueden anadir nuevas posibilidades para la descripcion del
modelo e instrucciones a nivel del lenguaje de comandos para adaptarse a
los requisitos de una aplicacion especifica. Estos anadidos pueden ser utili-
zados para ayudar a los usuarios a generar mallas para clases especificas de
problemas o importar mallas generadas por otros sistemas.

El sistema FEAP incluye una libreria general de elementos. Hay elemen-
tos disponibles para modelizar problemas en una, dos y tres dimensiones
para estructuras de solidos lineales y no lineales, y para problemas lineales
de conduccién del calor. Los modelos de material consideran la elasticidad,
viscoelasticidad, plasticidad y transferencia del calor en las ecuaciones cons-
titutivas. Los elementos también permiten generar las matrices de masa y de
rigidez geométrica para problemas estructurales y presentar las magnitudes
asociadas a cada elemento (por ejemplo el estado de tensién y de deforma-
ci6én), incluyendo la capacidad de proyeccién de estas magnitudes a los nodos,
lo que permite la salida grafica de los contornos de resultados.

Los usuarios pueden también anadir elementos al sistema escribiendo,
compilando y uniendo un médulo al sistema FEAP.

C.2. Relacién de instrucciones y subrutinas

En los cuadros y se presenta la forma de invocar los materiales
hiperelasticos isétropos y anisétropos implementados, respectivamente. Se
indica el nombre de cada material y la descripcién de los parametros con las
notaciones utilizadas en el desarrollo del trabajo de la tesis doctoral.

Por otra parte, la forma de activar el algoritmo de generacién automatica
de direcciones y los modelos de viscoelasticidad y dano se presentan en el
cuadro [C.3} ademés, la forma de activar los modelos de crecimiento y de
remodelacion se indican en el cuadro [C.4l

Finalmente, el nombre y propédsito de las subrutinas que han sido desa-
rrolladas se presenta en la figura [C.5l
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Material Pardametro
Descripcion Identificador  Descripcion  Identificador
E
Saint Venant-Kirchhoff stvk yo1.1n
v pois
E youn
Neohookeano neoh ]
v pois
. E youn
Neohookeano modificado mneo .
v pois
Mooney-Rivlin moon ¢ ¢
Y C1,C2 cl, c2
K K
Yeoh h
0 yeo c1,C2,C3 cl, c2, c3
f f
Blatz y Ko blat W mu
I} b
K K
Ogden ogde 11, 2, U3 cl, c2, c3
a1, a9, 03 nl, n2, n3
E
Logaritmico log y01.m
v pois

Cuadro C.1: Materiales hipereldsticos isétropos implementados

Material Pardmetro

Descripcion Identificador Descripcion  Identificador

a d

Weiss weis K K

C1,C2,Cq cl, c2,c4
a d
. agp a0
Almeida alme

ai,as,...,ay al, a2, ..., a7

n n

a di

Holzapfel holz Z d2

c c

ki, ko k1, k2

Cuadro C.2: Materiales hipereldsticos anisétropos implementados
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Generacion El algoritmo de generacién automatica de direcciones se ac-
automdtica de di- tiva invocando la opcién axil, y definiendo las variables del
recciones método mediante «phi,¢p», «eje,d» y «pto,O».
Viscoelasticidad Las variables de comportamiento viscoso deben especifi-
de Holzapfel carse mediante «vsim,7,(3», con la opcién vhol (por de-
y de Simo fecto), para la viscoelasticidad generalizada de Maxwell, y

«vsim,7,7y», con la opciéon vsim en el caso de viscoelastici-
dad generalizada de Kelvin-Voigt.
Dano El modelo se define de la forma «dano,(y ,¢>.

Cuadro C.3: Modelos de generacién automatica de direcciones, viscoelasticidad

y dano
Crecimiento El modelo de crecimiento se activa de la forma
«crec,oq9,1p, 1,10, ,ax.
Los nodos pertencecientes a la intima para la activacién del
crecimiento por flujo se introducen en el entorno mesh con
la orden inti.
Remodelacion El modelo de remodelacién se activa de la forma

«pre,Ag, A >

Cuadro C.4: Modelos de crecimiento y remodelacion
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Subrutina Propasito

hipe Modelos constitutivos para materiales isétropos y anisétro-
pos con viscoelasticidad y dafnio en funcién de los invariantes

dwIx Calculo de las derivadas primeras y segundas de la densidad
de energia respecto a los (pseudo-)invariantes

cms2v Calculo de los indicadores para matrices simétricas

£1d342 Elemento tridimensional con deformacién finita y formu-
lacién mixta. Subrutina modificada respecto a la versién
FEAP 7.3

direcciones Calculo de las direcciones de simetria

dano Reduccion de la funcién de densidad de energia por dafio

IvAnisot Calculo de los pseudo-invariantes y de sus derivadas prime-
ras y segundas respecto al tensor de Cauchy-Green derecho

cIvb Determina los (pseudo-)invariantes isocéricos

dwIxb Determina las derivadas de la funcién de densidad de energia
respecto a los (pseudo-)invariantes a partir de los isocdricos

hlam Modelos constitutivos para materiales hipereldsticos isétro-
pos en funcién de los alargamientos principales

dwlx Calculo de las derivadas primera y segunda de la densidad
de energia en funcién de los alargamientos principales

cdelta Calculo de los delta de Kronecker

ccgd Calculo del tensor de Cauchy-Green por la derecha

spk2sig Paso del segundo tensor de Piola Kirchhoff al de Cauchy

tanC2dd Paso del tensor tangente en la configuracion de referencia a
la configuracién instantanea

celas Constantes elasticas

parvisc Determina los pardmetros viscosos

uconst,umodel

Interface con el médulo principal de FEAP

slcn3m Proyecta las tensiones a los nodos de los elementos. Subru-
tina modificada respecto a la version FEAP 7.3

umeshl Rutina para la lectura del fichero de entrada

nodoscercanos Almacena los nodos a cada nodo de la intima

greacn Almacena las reacciones de los nodos de la intima y sus
desplazamientos

pmacr?2 Lenguaje de comandos. Subrutina modificada respecto a la
versién FEAP 7.3

cmrotac Obtiene el tensor de rotacién propia del gradiente de defor-
macién

cFe Descomposicion del gradiente de deformacién por crecimien-
to

cUgx Calcula los alargamientos por crecimiento

ttangnmc Calcula la tensién efectiva del nodo perteneciente a la intima
més cercano al punto de Gauss y sus distancias relativas

cFoFp Calculo del gradiente de deformacion de presolicitaciéon

sig2sig Elimina la tensién inicial de presolicitacion

umacrO, prugid

Permiten generar los ficheros para el postproceso de GiD

Cuadro C.5: Subrutinas implementadas






Apéndice

Conceptos fundamentales de
hemodinamica

Este apéndice presenta los conceptos principales relacionados con la hemo-
dindmica y que son la base de la determinacién de las acciones introducidas
en los modelos de paredes arteriales de la tesis.

En primer lugar se indican las caracteristicas fundamentales de la hemo-
dindmica (seccién [D.T]).

Posteriormente se presentan las ecuaciones de balance (conservacién de
la cantidad de movimiento y de la masa) para los fluidos incompresibles (sec-
cién[D.2)) y su formulacién débil para fluidos newtonianos (seccién[D.3)). Estas
ecuaciones pueden ser resueltas analiticamente suponiendo paredes cilindri-
cas y rigidas para ciertas condiciones de contorno; dada la importancia de
estos casos, se exponen los resultados fundamentales (seccién [D.4]).

Seguidamente se introducen los principales indicadores para la caracte-
rizacién del flujo (seccién [D.5]), indicdndose los valores significativos en las
principales arterias.

Por tdltimo se presenta una clasificacién de los modelos de interaccién
entre la sangre y la pared arterial (seccién [D.G).

D.1. Introduccién y objetivos

Siguiendo a | MILNOR [1989], la hemodindmica es la rama de la hidraulica
motivada por las particulares propiedades de la sangre y del arbol arterial.
Las acciones fundamentales sobre las paredes arteriales son debidas a la san-
gre, lo que justifica la importancia de la hemodindmica.

Segun JENSEN [2003]| las caracteristicas fundamentales que diferencian
los fluidos fisiologicos, y en particular la hemodinamica, de otras ramas de la
mecanica de fluidos son:

233
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a) Pulsatilidad. El flujo en las arterias es fuertemente pulsétil debido al
bombeo del corazén.

b) Deformabilidad. Los vasos sanguineos se deforman por las acciones in-
ducidas por el fluido.

c) Actividad. Las células musculares lisas de los vasos sanguineos respon-
den activamente a las acciones a las que se ven sometidos, modificando
el flujo sanguineo. Este fendmeno se produce con mayor importancia
en las pequenas arterias.

d) Remodelacion. Los vasos sanguineos pueden responder a las acciones
provenientes del fluido mediante adaptaciones a largo plazo.

Las caracteristicas presentadas muestran la intima relacion entre el com-
portamiento de la sangre (fluido) y la pared arterial (sélido).

D.2. Ecuaciones de Navier-Stokes y fluidos
newtonianos

Las ecuaciones de Navier-Stokes establecen la conservacion de la cantidad
de movimiento y de la masa de un fluido, resultando (respectivamente) para
el caso incompresible (suposicién habitual en la modelizacién de la sangre)
en un dominio abierto y suave ) con contorno 6¢2 respecto a una configura-
cién By,

p (g—:: + (grad v)-v) —dive=b vy (D.1)

divo =0, (D.2)

siendo p la densidad y b el campo de fuerzas por unidad de volumen. Estas
ecuaciones se completan con las condiciones de contorno

en 0€),,
m =t end,,
siendo {0€2,, 09, } una particién en conjuntos suaves de 62 y v la velocidad

impuesta en 0€,.
En el caso de

I
q <

v
t

ov

—~ =0

ot
en todo 2, entonces se dice que el régimen es estacionario, mientras que en
caso contrario se habla de régimen variable.
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Por otra parte, con objeto de obtener un sistema de ecuaciones resoluble,
es necesario establecer relaciones entre los campos de velocidades v y de ten-
siones o (ecuaciones constitutivas). Asi, los fluidos newtonianos son aquellos
que verifican

o = —pl+ p(gradv + (grad v)T) = —pl + pgrad® v, (D.3)

siendo p un parametro positivo constante denominado wviscosidad dinamica
(en el caso de p variable el fluido se dice que es inelastico) y p un campo
de multiplicadores de Lagrange con objeto de forzar la incompresibilidad que
coincide con el de presiones hidrostdticas —o,,/3. Un pardmetro intimamente
relacionado con la viscosidad dindmica es la viscosidad cinematica, definido
como

v==.

p
PERKTOLD Y PROSI [2002]/exponen que el comportamiento no-newtoniano

(debido principalmente a la presencia de glébulos rojos, que son considerados
particulas semi-solidas que constituyen el hematocrito con la propiedad de
agregabilidad ocupando aproximadamente un 40 % del volumen) es de im-
portancia en el analisis del flujo sanguineo en pequenas arterias, mientras que
en medianas o grandes arterias la sangre puede considerarse un fluido isétro-
po, incompresible y newtoniano; estando el valor de la viscosidad dinamica
comprendido entre 0,003 — 0,004 Pa-s y siendo el valor de la densidad de
aproximadamente 1050 kg/m? segiin MILNOR  [1989].

D.3. Formulacion débil del problema de Navier-
Stokes

Los esquemas de resolucién numérica en el tiempo de las ecuaciones de
Navier-Stokes con condiciones de contorno e iniciales puede establecerse me-
diante el método de Galerkin a partir de la formulaciéon débil del problema.
En este apartado se presenta la formulacion débil para fluidos newtonianos.

A partir de (D.3) se obtiene

dive = —grad p + pAvw,

con la definicién

3
82?}@ 82vb
Av = di d*v) = E "
Y v gra — (&cb(%b 6%8%) €

Esta ecuacién puede introducirse en (D.JJ), resultando

8t + (gradv)-v — gradp + vAv = f,
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siendo f = b/p las fuerzas por unidad de masa. Multiplicando ambos miem-
bros de la ecuacién anterior por cualquier funcién vectorial i suave conn = 0
en 0€),, se tiene

a—v-'ndQ+/((graudv)-v)-ndﬁ—/(graudp)-nd(%L
Q Q

o Ot
V/Q(Av)-ndQ = /Qf-ndQ.

Analogamente, multiplicando los miembros de (D.2) por cualquier funcién
escalar suave ¢, resulta

(D.4)

/ (div v)gd = 0. (D.5)
Q
Si ahora se aplica el método de integracion por partes a se obtiene
0
8_11:.77(19 + /((Grad v)-ndQ) + / n grad v:(grad n)TdQ
Q Q

@ (D.6)
—/pgradndQ:/f-ndQ+/ t-ndQ.
Q Q 50

El problema de Navier-Stokes en su forma débil consiste en obtener el
campo de velocidades v tal que v = U en 6€),, y se satisfagan las ecuacio-
nes (D.5) y (D.6) para toda pareja de funciones admisibles 1 y gq.

El método de Galerkin en su formulacion habitual puede ser aplicado
a la forma débil del problema de Navier-Stokes que se ha presentado, no
obstante, normalmente es necesaria la estabilizacién numérica del esquema
(véanse, por ejemplo, ZIENKIEWICZ Y TAYLOR [2000] y [FRANCA ET AL.
11993])).

D.4. Los flujos de Poiseuille y de Womersley

Las soluciones analiticas de las ecuaciones de Navier-Stokes (D.1)) y (D.2)
son sOlo posibles en reducidos casos. Uno de estos casos es el de un cilindro
recto de paredes rigidas (sin deslizamiento con el fluido) en régimen esta-
cionario, que puede ser resuelto expresando las ecuaciones de Navier-Stokes
en coordenadas cilindricas (r, 0, z). Algunos de los resultados de importancia
que se obtienen son:

a) La presién varia exclusivamente en direccién longitudinal, esto es, p =
p(z).

b) El perfil de velocidades que se obtiene, correspondiente al flujo pa-
rabdlico de Poiseuille, es

—a’ 0P r?
S O I
wlr) = o ( ) ,

siendo a el radio del cilindro.
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c¢) El caudal se puede expresar en funcién del gradiente de presiones de la

forma i rop
—ma
Q= =),
8u  \ 0z

d) La tensién tangencial en la pared resulta en funcién del gradiente de
presiones y en funcion del caudal

adP  4uQ

"T20: T wad
En grandes arterias la suposicion de régimen estacionario puede no ser
vélida (segin MILNOR [1989] un valor representativo de la frecuencia del
flujo sanguineo es 1,2 Hz). En 1950 Womersley y McDonald analizaron el
problema del cilindro de paredes rigidas en régimen variable con variacion

periédica cualquiera del gradiente de presiones. El problema se puede resolver
de la forma:

a) Expresion del gradiente de presiones en forma de serie de Fourier para

la frecuencia w,
dp - ,
LR An nwt )
2w (S ae)

Esto puede obtenerse a partir de la presién arterial pulsatif (evolucion
de la presion en el tiempo para una secciéon determinada) de la forma
dp 10P
dr ¢ ot’
siendo c la velocidad de propagacién de las ondas en el fluido, que suele
expresarse en funcién del valor resultante de no considerar la viscosidad

a
Co=4/—,
0 2Cp

siendo C' el valor de la flexibilidad global utilizada por RACHEV [2001]
para describir el grado de funcionalidad de las paredes arteriales. [MIL-
NOR [1989] postula que veinte sumandos de la la serie de Fourier son
suficientes para describir el flujo de forma adecuada.

b) Célculo del perfil de velocidades, del caudal y de la tensién tangencial
en la pared asociados a cada uno de los sumandos de la serie anterior

A, Jo()\nT) inwt \
_ A (0 inw
Uz,n(ra t) R (M)\% ( Jo()\nCL)) ‘ 7
7T(L2An€iTMt 2J1()\na)
g - o 1  adal\oa)
Qn R ( ,lL)\% ( )\CLJQ(/\na))) ’

nen (20 = (et 2t

YHuMPHREY [2001a] propone valores de la presién arterial en forma de serie de Fourier
a partir de pacientes anestesiados.
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siendo A\, un nimero complejo tal que

\2 —inpw.
" It
Ademés, Jy y Jp son las funciones de Bessel de primer y segundo orden,

que pueden expresarse en forma de serie como

xz I4 $6
@) =1- %t g g T Y
i $3 $5
J)=2-2 4 1
1(#) =5~ 535 * 2203

¢) Determinacién de resultados globales por superposicién,
o o o

UV, = E Vzns 62:: E an y 7= E Tn-
n=0 n=0 n=0

D.5. Caracterizacion de flujo

La caracterizacion del flujo permite establecer condiciones que deben ser
tenidas en cuenta en los modelos. La forma usual de realizar la caracterizacion
es a través de variables adimensionales de magnitudes locales o globales.
Entre los aspectos tipolégicos del flujo destacan:

a) Flujo laminar o turbulento. Cuando en el entorno de un punto del fluido
existen grandes variaciones de la velocidad alrededor de un valor medio,
entonces se dice que el flujo es turbulento, denominandose laminar en
caso contrario. El fenémeno de turbulencia tiene implicaciones en la
solucién practica de las ecuaciones de Navier-Stokes al dificultarse la
verificacion en las distintas escalas del problema. Una de las hipdtesis
mas habituales es la debida a Boussinesq, que lleva a la sustitucion
de la viscosidad dindmica de las ecuaciones de Navier-Stokes por otra
propiedad del fluido que considera las fluctuaciones, siendo en general
variable en el espacio.

El parametro adimensional usualmente utilizado como indicador de la
turbulencia es el numero de Reynolds

UL

}%e:: EL__U

1
siendo U un valor representativo de la velocidad del fluido y L una
distancia indicativa de la escala del problema. Conforme mayor es el
nimero de Reynolds, mayor es la turbulencia.

En el caso de un cilindro de radio a es habitual tomar

U:% y L=a.
Ta
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Se suele considerar que el valor de comienzo de la transicién de flujo
laminar a turbulento para la sangre en vasos largos es de 2000 (véase
MILNOR [1989]).

b) Influencia de los efectos transitorios. Los efectos transitorios son des-
preciables cuando el flujo que se obtiene considerando condiciones de
contorno estacionarias para cada instante determinado, coincide apro-
ximadamente con el flujo real del régimen variable. Este aspecto se mide
habitualmente a través del pardmetro adimensional de Womersley

oa=1L g,
V v

siendo w una frecuencia indicativa de la variacion de las condiciones de
contorno y L una distancia indicativa de la escala del problema. Con-
forme menor es el nimero de Womersley, menor es el efecto transitorio
(mayor predominio de las fuerzas viscosas).

En el caso de contorno cilindrico de radio a es usual U = a. Segun lo
anterior, el flujo de Womersley tiende al flujo de Poiseuille cuando «
tiende a cero, pudiendo escribirse para el perfil de velocidades, para el
caudal y para la tensién tangencial en la pared,

_a2 742 )
lmwv,, = — (1 — —) A, cos(nwt),
a—0 7 4 a?
2
—Ta
Ii n = A, cos(nwt),
lim @ 3 (nwt)
4
lim 7, = gA” cos(nwt) = —'ugAn Cos(nwt).)

Ta

MILNOR [1989] afirma que los efectos transitorios son despreciables en
las paredes arteriales (incluyendo la deformabilidad de la pared) para
a < 2.

En el cuadro [D.I] se presentan valores representativos de la velocidad
media y de los nimeros de Reynolds y de Womersley para distintas arterias.

Vaso Velocidad media (cm/s) «  Re
Aorta ascendente 18 21 1500
Aorta abdominal 14 12 640
Arteria femoral 12 4 200
Arteria renal 40 4 700
Arteria pulmonar principal 19 20 1600

Cuadro D.1: Variables hemodinamicas medias humanas para distintas arterias
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D.6. Interaccién fluido-estructura

D.6. Interaccion fluido-estructura

El sistema completo de modelizacion de arterias puede ser descompuesto
en campos fisicos (subsistemas) que vienen descritos por ecuaciones de campo
diferenciadas con interaccién entre si: la sangre (fluido) y la pared arterial
(sélido). FELIPPA ET AL. [1999] presentan distintas formas de resolver el
problema de la interaccién entre los subsistemas:

a)

b)

Eliminacion de uno de los campos. Por ejemplo, andlisis de la sangre
(fluido) considerando las paredes arteriales rigidas.

Tratamiento simultdneo o monolitico. El problema es tratado como una
entidad monolitica y todas sus componentes avanzan simultaneamente
en el calculo. Este es el método de la descripcion Arbitrary Lagrangian
FEulerian (ALE), considerado segin TAYLOR ET AL. [1998] el marco
adecuado para los problemas con paredes deformables.

Tratamiento particionado. Los campos son tratados separadamente en
el calculo. Los efectos de interaccién se comunican entre los compo-
nentes individuales usando técnicas de prediccion, sustitucion y sincro-
nizacion. Este método es el que corresponde a realizar el cédlculo del
fluido considerando paredes rigidas, introducir las acciones en el mode-
lo de sélido de la pared e iterar en los procesos anteriores hasta obtener
convergencia.

Entre las investigaciones actuales acerca de modelos de interaccién en-
tre la sangre y la pared arterial se destacan las investigaciones de DEPARIS
ET AL. [2003]|y GERBEAU Y VIDRASCU [2003|.



Apéndice

Principios variacionales mixtos
y elementos finitos

Usualmente el origen de las formulaciones de los métodos de resolucion
numérica de un sistema mecdnico mediante elementos finitos se basa en
principios variacionales. El presente apéndice tiene como objetivo principal
mostrar algunas formulaciones variacionales, prestandose especial atencion a
aquellas que permiten considerar coacciones en el continuo, como puede ser
la incompresibilidad o la coaccion del coeficiente volumétrico en cada punto.

En el apéndice se introducen principios de la energia potencial total (sec-
cién [E.2)) a partir del principio de los trabajos virtuales (seccién [E]), con
énfasis en el de Simo6-Taylor-Pister (seccion [E.2.3]) ya que es el punto de
partida de la formulacién mixta del método de los elementos finitos adop-
tada. Posteriormente se desarrollan los aspectos fundamentales de dicha for-
mulacién del método de los elementos finitos (seccién y por ultimo se
desarrollan algunos ejemplos practicos (seccién [E.4]).

E.1. El principio de los trabajos virtuales

Sea un dominio acotado abierto y suave 2 con contorno 9€) para una
cierta configuracién B; en equilibrio estatico. Los principios de equilibrio
de la mecénica de medios continuos permiten escribir en la configuracion
deformada las siguientes ecuaciones (en la configuracién deformada), que
constituyen la formulacion fuerte del problema con valores en el contorno de
la elastostatica

dive+b=0 en {2,
u=u en 0§}, (E.1)
t=o0mn=t en dQ,,

241
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siendo 0f2,, y 0€), subcontornos en los que se imponen las condiciones de Di-
richlet (desplazamiento impuesto de valor @) y las de Von Neumann (tensién
impuesta de valor t), respectivamente, debiendo verificarse

90, U0, =90 vy 90, NN, = 0.

Ademas, b es el campo de fuerzas por unidad de volumen en la configuracion
deformada.

Si se multiplican escalarmente los miembros de la primera de las ecuacio-
nes del sistema por cualquier campo de desplazamientos virtuales n tal
que 1 = 0 en 0€), y se integra en (2 se tiene

/(diva + b)-ndv = 0.
Q
De aqui, haciendo uso de la igualdad
dive-n =div(en) — o: grad n,

del teorema de Green

[ divtemiao = | (nnas

0o

y de la igualdad (o-n)-n = (o-n)-n verificada al ser o simétrico, se llega a la
forma variacional o formulacion débil del principio de los trabajos virtuales

/(a’: gradm — b-n)dv — / t-nds = 0. (E.2)
Q Qs

Bajo el supuesto de que el campo de desplazamientos w defina univoca-
mente el estado mecénico del sistema (lo que siempre ocurre con materiales
eldsticos), la ecuacién anterior motiva las siguientes definiciones

6Wint(u,n)=/0=gradndv y
Q

Wi (u,m) :/b-ndv+/ t-nds,
Q 00,

siendo 0Win v 0Weyt los denominados trabajos virtuales interno y externo,
respectivamente.

Se trata por lo tanto de encontrar aquel campo u tal que verifique la
condicién de Dirichlet y

5M/int(u7 T’) = 5Wext(’u’7 T’)a (ES)

para toda m con 7 = 0 en 0f€),. El estado tensional se puede reconstruir una
vez conocido el campo de desplazamientos u.
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El principio variacional (E.2)) se ha expresado en la configuracién defor-
mada, pudiendo presentarse en la configuracién inicial de la forma

/ (P:Gradn — B-n)dV — T-ndS =0, (E.4)
Qo 000 &
resultando los trabajos virtuales

IWint(u,m) = P:GradndV vy

Qo
Wexe(u,m) = B-ndV + T-ndS.

Qo 0o o

En el caso de un material hiperelastico, 6WW,,; es expresable, en la confi-
guracion inicial, de la forma

OW (F(u))
Wiy :/ ——— 2. Grad ndV.
t o OF n

Se puede demostrar que las formulaciones fuerte (E.I)) y débil (E.3) son
equivalentes cuando se imponen ciertas condiciones de suavidad al conjunto
de las funciones w y m admisibles. No obstante, la forma usual de definir
los conjuntos de funciones admisibles de los problemas variacionales vienen
dados por espacios de Sobolev (véase BRAESS [1997]).

E.2. Principios de la energia potencial total
estacionaria

E.2.1. Formulaciones en desplazamientos

Se supone que las cargas B son independientes del movimiento (cargas
muertas). En estas condiciones, para un material hipereldstico con funcién
densidad de trabajo realizado W, se define la funcion energia potencial total
para la configuracién inicial de la forma:

II(w) = Hipe(w) + Hexe(w)  siendo
M (u) = : W(C(u))dV vy

Moy (u) = — B-udV — T-udS.
Qo 8900‘

El principio variacional (obsérvese la relacién con el principio de los tra-
bajos virtuales en (E.3))) consiste en la estacionalidad de II, resultando las
ecuaciones de Euler-Lagrange

ll(u,m) =0, Vn tal que n =0 en 0y,
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esto es, la derivada de Gateaux del funcional I es nula para toda 1 admisible,

d
u H. —= —]___[ = U.
D n e (u+em) B 0

Método de penalizacion para la incompresibilidad. El método de
penalizacion se basa en anadir a la parte isocorica de un material incompre-
sible una funcién suave positiva dependiente del coeficiente volumétrico que
se anula en J = 1. Esto es,

W<C) = Wvol(‘]) + mso(6)7 (E5)

con Wy (J) = kG(J), siendo habitualmente

G(J) = %(J— 2.

La funcién de energia potencial total resulta por lo tanto en este caso

My~ [ (Wl (w) + WeaCl00)) 4V + ).

Linealizacién. Las ecuaciones variacionales en problemas no lineales sue-
len resolverse en escalones de carga sucesivos en los que se itera por el método
de Newton sobre las ecuaciones linealizadas. Para ello se hace necesario el
célculo de los tensores de elasticidad (C en la configuracién deformada o ¢
en la configuracién inicial) que aparecen en la sequnda variacién %11 de la
energia potencial total.

E.2.2. Meétodo de los multiplicadores de Lagrange

El método de penalizacion para la pseudo-incompresibilidad presenta pro-
blemas de bloqueo (rigidizacién) que tratan de resolverse mediante la flexi-
bilizacién mediante métodos multi-campo (otras soluciones se basan en la
subintegracion o en la integracién selectival). Esto es, métodos que incor-
poran en el funcional de energia no sélo el campo de desplazamientos, sino
otros campos independientes, destacdndose los de tipo tensional (llamados
métodos miztos).

El método de los multiplicadores de Lagrange es un método de dos campos
de variables que surge al plantear la estacionalidad de II respetdndose la
coaccién interna J = 1, resultado

HL(Uap) = HLint(u7p) + Hext(u)a

'Se han encontrado teoremas de reciprocidad entre los métodos de elementos finitos
multi-campo y los basados en la integracién selectiva.
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siendo p el campo de coeficientes de Lagrange (equivalente al de presiones
hidrostéticas 04,/3),con

L e (w, p) = /Q (p(J(u) —1)+ W}SO(C(U))) dv.

Obsérvese que la expresion J — 1 puede ser sustituida por otra funcién
suave h(J) tal que h(J) = 0 < J = 1, si bien p puede perder el sentido
de presion hidrostatica. Se puede demostrar que las ecuaciones de Euler-
Lagrange correspondientes al campo de presiones coinciden con J = 1 para
todo punto de €2. Por otra parte, el método de penalizacion es equivalente al
de los multiplicadores de Lagrange para x — oo.

Método de los multiplicadores de Lagrange aumentado. Este méto-
do trata de evitar sistemas mal condicionados de las ecuaciones de Euler-
Lagrange asociadas a IIj. Se trata de introducir un término en el funcional
de energia que relaja la condicion de incompresibilidad. En particular,

1 1

HPL(uvp) = HL(u7p) - 5 ?deV; (EG)
Qo

teniendo K el sentido de médulo volumétrico. En este caso p pierde el sentido

de presion hidrostatica.

E.2.3. Principio variacional de Simé-Taylor-Pister

Este principio variacional no implica la incompresibilidad pero trata de
dar un tratamiento diferente al comportamiento volumétrico e isocorico con
objeto de evitar el bloqueo que puede surgir en materiales de elevada rigi-
dez volumétrica respecto a la isocérica (habitual en elastémeros y tejidos
biol6gicos blandos). Para ello se consideran tres campos independientes en
el funcional de energia: el campo de desplazamientos u, el de presiones hi-
drostaticas p y un tercer campo cinematico, denominado de dilataciones y
que denotaremos con J. En particular,

Hgrp(u, J,p) = /

) (W(EJ(u, ) + p(J () - j)) AV 4 e,  (ET)

con

F = JPF(u) = J3(J(u) P F(u).

Para el caso en que la funcion de trabajo realizado pueda ser descom-
puesta aditivamente en partes volumétrica e isocérica, (E.T) resulta

Merp(u, J, p) = /Q (W) + Wiol©w)) + p( () — J)) AV + .
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Las ecuaciones de Euler-Lagrange correspondientes a los campos J y P,
aseguran la equivalencia en sentido débil de los campos J y J, y la equiva-
lencia de la presion hidrostatica con p.

Entre las ventajas en el uso del principio de Simoé-Taylor-Pister para
la construccién del método de los elementos finitos destacan (véase [WEISS
11996])):

a) El campo independiente p coincide con el de presiones hidrostéticas.

b) El campo independiente J puede restringirse a la unidad (o cualquier
otro valor) a través del método de los multiplicadores de Lagrange.

¢) Proporciona un marco variacional apto para métodos de penalizacién,
métodos de los desplazamientos supuestos (véase IKASPER Y TAYLOR
11997]) y esquemas de integracién selectiva.

Restriccion en la deformacion volumétrica. La energia potencial [Igrp
puede ser modificada introduciendo un nuevo campo independiente (multipli-
cadores de Lagrange) con objeto de forzar la incompresibilidad. El funcional
(E.7) se transforma de la forma

Mpsre(w, J, p; \) = Hgrp(u, J,p) + / AR(J)dV, (E.8)
Qo

siendo habitual en este caso h(J) = log(J).
Si se impone una coaccion en el coeficiente volumétrico de valores distintos
a la unidad (incompresibilidad), .J, se modifica el potencial (E.§)) de la forma

Mpsre(u, J,p; A) = srp(u, J, p) +/ AR(J — J + 1)dV.

Qo

Este problema puede aproximarse mediante un método de penalizacion analo-
go al indicado en (E.0), en el que Wy = kG(J — J + 1).

E.2.4. El principio variacional de Hu-Washizu

Se trata de un principio variacional mixto de tres campos independientes:
dos de tipo cinematico, w y F', y uno de tipo tensional, P. La expresion de
la energia potencial total que se considera (véase WASHIZU [1982]) es

Hyw(uw, F, P) =I(u) — | P:(F — Gradu)dV.

Qo

Este funcional es de gran generalidad y es la base de multitud de formu-
laciones del método de los elementos finitos, ademas puede transformarse en
el de Simoé-Taylor-Pister bajo ciertas condiciones.
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E.3. Formulacion mixta del método de los ele-
mentos finitos

La formulacién mixta del método de los elementos finitos que se propone
parte del principio variacional de Simo-Taylor-Pister. Para ello, se particiona
(discretiza) el dominio © en N, elementos )., esto es,

elm

0= UQe Q"N =0, siab.

La interpolacion del campo de desplazamientos en el elemento e es de la
forma

Nnod

Z Ny (&, )tq,

siendo N,q €l nimero de nodos por elemento, N, las funciones de forma,

. ed={(-1,1) x(-1,1) x (—-1,1)}

las coordenadas locales del punto (véase, por ejemplo, [ZIENKIEWICZ Y TAY-
LOR [1995]), y uy los desplazamientos nodales en el elemento e. En el caso
de elementos isoparamétricos, se tiene

Nnod

XZN

siendo X, las coordenadas de los nodos en la configuracién inicial. La confi-
guracion deformada viene dada por lo tanto como

nod

.= X.+u, = ZN WX o+ wy).

Analogamente, los campos de dilataciones y presiones son interpolados

de la forma
~ N ~
=Y u(X)Ja ¥
a=1

N
Pe = Z %(X)pa,
a=1

para N polinomios asociados a nodos de dilatacién y presién, con valores J,
Y Pa, respectivamente. Con objeto de conseguir rapidez de calculo es usual
aproximar de forma constante la dilataciéon y la presién en cada elemento.
Esto es, N = 1 con la tnica funcién de forma ¢ = 1. Por tanto, el campo J,
en cada elemento coincide con

- V. f[l jng

Je = 0 — 5
VO fD jng
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siendo j¢ el jacobiano de la aplicacion isoparamétrica, esto es,

]

Ademas, el campo de presiones p, constante en cada elemento, resulta para
el caso de descomposicion aditiva en partes volumétrica e isocorica,

1 [ oWea(J
= L [ Wwal])

- -d].
VO o  6J -

Estas expresiones de los campos ue, J. y pe se introducen en la ecuacion

variacional
Dy grp-n = 0. (E.9)

Expresién matricial. Linealizando (E.9) en el campo w a partir de la
solucién conocida u,, en el tiempo n se llega a la ecuacion matricial

Nrnod Nnod

Z Z (KM(u,) + K¢(u,) + KMIX('u,n)) (Au),
a=1 b=l (E.10)

nod
(Fext Fint (un))a'

1

2

a

Los términos KM y K& representan las matrices usuales en elementos finitos
no lineales (véase, por ejemplo, |[ZIENKIEWICZ Y TAYLOR [1995]) de rigidez
(andloga a elasticidad lineal) y geométrica (debido a la presencia de ten-
siones iniciales). La matriz KM resulta de la interpolacién discontinua de
los campos p y J, coincidiendo con la obtenida en problemas lineales (véase
TCHONKOVA Y STURE [2001]). Por dltimo, los términos F* y F'"* son los
vectores de fuerzas internas (debido a desplazamientos impuestos en 0€2, y
a la carga mésica B) y externas (debido a las tensiones aplicadas en §€,,).

El célculo de la solucién aproximada u,,; de (E.9) puede obtenerse a
través del método iterativo de Newton a partir de (E.10).

E.4. Ensayos

Se considera el inflado del globo de la seccién (pagina [TT]) con el
objetivo de comparar los distintos resultados obtenidos por el método de los
elementos finitos con formulacién pura en desplazamientos y con formulacion
mixta. El material adoptado en el ensayo es el neohookeano modificado,
aproximando la incompresibilidad con dos coeficientes de Poisson: v = 0,49
y v = 0,4999. Ambas situaciones se analizan con la formulaciéon pura en
desplazamientos y con la formulacién mixta, utilizando hexaedros de ocho
nodos.
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En las figuras [E ]y se observa que los resultados obtenidos en la for-
mulacién mixta para v = 0,4999 son aproximadamente los tedricos, mientras
que en la formulacién pura en desplazamientos el sistema resultante esta muy
mal condicionado, produciendo resultados «absurdos». La relajacion de la
condicién de incompresibilidad mejora los resultados de la formulacién en
desplazamientos, siendo no obstante peores a los obtenidos con la formula-
cién mixta.

45 -

Formulacion en desplazamientos ee1d,49
40 Formulacion mixta com=0,49 - =

Formulacion en desplazamientos ex®,4999 -~
351 Formulaciéon mixta com=0,4999

30 | > E
25 e ' |
20 o PR

Tension circunferenciat (106 Pa)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Alargamiento\

Figura E.1: Inflado de un cilindro. Comparaciéon de tensiones circunferenciales
con formulacién pura en desplazamientos y formulaciéon mixta
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60 T T T T T T T T
Formulacion en desplazamientos e&®,49
= Formulacion mixta con=0,49 -
a 950r Formulacién en desplazamientos ©e10,4999 - 1
5 Formulacién mixta com=0,4999
—
~— 40
=
Q
2 30
[¢]
k=
c 20
©
(%)
g
a 10
o 1 1 1 1 1 1 1 1

AlargamientoA

Figura E.2: Inflado de un cilindro. Comparacion de presiones interiores con for-
mulacién pura en desplazamientos y formulacion mixta
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