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Resumen

La biomecánica aplica las leyes de la mecánica a los seres vivos y en par-
ticular la hemodinámica estudia el movimiento de la sangre en el sistema
cardiovascular. Una parte de las principales arterias son elásticas e interac-
cionan con el flujo sangúıneo, por lo que es más realista tratar de forma
acoplada ambos fenómenos.

En esta tesis se desarrolla un modelo de fluido newtoniano incompresible
que simula la sangre y un modelo de sólido hiperelástico incompresible para la
pared arterial, obteniéndose los parámetros constitutivos de este último con
datos experimentales. Las ecuaciones se resuelven numéricamente mediante el
método de los elementos finitos con un tratamiento espećıfico de la condición
de incompresibilidad.

La interacción fluido-sólido se plantea con un método particionado con
acoplamiento fuerte en el que se utiliza la formulación ALE para tener en
cuenta el movimiento de los contornos del fluido.

El modelo de interacción se aplica a arterias coronarias con geometŕıa
real cuyas mallas de hexaedros se generan automáticamente a partir de la
directriz y diámetros de las arterias. Para simular la condición de contorno
absorbente en el extremo final se desarrolla un modelo unidimensional de
interacción, el cual se acopla al modelo tridimensional en dicho extremo. El
modelo final propuesto tiene por tanto doble acoplamiento.

Palabras clave: hemodinámica, interacción fluido-estructura, modelos aco-
plados, fluido newtoniano, hiperelasticidad, método de los elementos finitos,
generación de mallas.
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Abstract

The objective of biomechanics is to apply the laws of mechanics to living
beings. In particular haemodynamics study the blood motion in the cardio-
vascular system. A group of the principal arteries are elastic and interact
with the blood flow, so it’s more realistic to consider both phenomena in a
coupled way.

In this work an incompressible newtonian fluid model is developed to
simulate the blood and an incompressible hyperelastic solid model for the
arterial wall. The constitutive parameters of the solid are obtained from ex-
perimental data. The equations are solved numerically by using the finite
element method with a special treatment of the incompressibility condition.

Fluid-solid interaction is set through a partitioned method with strong
coupling where the ALE formulation is used to take into account the move-
ment of the fluid boundaries.

The interaction model is applied to coronary arteries with real geometry
whose meshes are generated automatically from the longitudinal profile and
diameters of the arteries. In order to simulate absorbent boundary conditions
at the outlet a one-dimensional interaction model is developed. This 1D model
is coupled to the three-dimensional model at the outlet, so the final model
consists in the interaction of two coupled systems.

Keywords: haemodynamics, fluid-structure interaction, coupled models, new-
tonian fluid, hyperelasticity, finite element method, mesh generation.
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druejo, Carola Sanhueza y Miguel Mart́ın por su apoyo, aśı como a Francisco
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2.23. Geometŕıa del flujo rodeando un cilindro. . . . . . . . . . . . . 51
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lo largo de un peŕıodo. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136
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lido (en marrón). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 174
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6.21. Tensión tangencial máxima durante un ciclo card́ıaco en la
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6.22. Ĺıneas de corriente en el instante de caudal máximo en la LAD
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6.27. Diámetro medio de la sección final de la LCX en la bifurcación.188
6.28. Contornos de presión en la bifurcación para material de Og-

den. La deformación ha sido aumentada por 5. . . . . . . . . . 190
6.29. Presión en el modelo 1D acoplado a la LAD en la bifurcación. 191
6.30. Presión en el modelo 1D acoplado a la LCX en la bifurcación. 191
6.31. Distribución de presiones en la LAD y en la LCX en dos sec-

ciones transversales. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 192
6.32. Tensión tangencial (dyn/cm2) sobre la pared de la bifurcación. 193
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3.1. Grado de anisotroṕıa y constantes del tensor de elasticidad. . . 69

3.2. Método Marquardt-Levenberg multipaso para ajustar el modelo
de Ogden. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80
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6.1. Módulo de elasticidad E (en kPa) para ambas arterias. . . . . 173
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6.4. Número medio de iteraciones en la bifurcación. . . . . . . . . 187

XXI
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d̂ Desplazamiento de la malla del fluido
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I Tensor identidad

u̇ Aceleración del fluido

γ̇ Velocidad del gradiente de deformación

γ Gradiente de deformación
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µp, αp Parámetros del material de Ogden (p = 1, 2, 3 en este trabajo)
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φ Diámetro
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Caṕıtulo 1

Introducción y Objetivos

1.1. Objetivos

El propósito principal de esta tesis doctoral es hacer un modelo tridimen-
sional de interacción del flujo sangúıneo con la pared arterial y aplicarlo a
geometŕıas realistas.

Dicho modelo tiene en cuenta caracteŕısticas constitutivas realistas tanto
del fluido sangre como del material biológico de la pared arterial, este último
justificado con ensayos experimentales.

Además, el modelo es local, representando una parte del sistema arterial,
obteniendo información sobre los campos de velocidades y tensiones en tres
dimensiones.

Como se comentará en la sección 1.3.2 solamente la arteria aorta y las
arterias principales de mayor diámetro (por ejemplo las carótidas y las iĺıacas)
son elásticas, luego la aplicación del modelo es para este conjunto de arterias.

Siendo este el objetivo, el trabajo se plantea en dos componentes: una
componente cient́ıfica, al tratar de hacer un modelo realista del flujo sangúı-
neo, y una componente numérica, al utilizar técnicas numéricas para resolver
los modelos matemáticos.

1.2. Contenido del trabajo

La tesis se organiza de la siguiente manera:
En este primer caṕıtulo se hace una introducción a la biomecánica y se

muestra una de las aplicaciones más importantes de las simulaciones en este
campo.

Los caṕıtulos 2 y 3 se dedican a desarrollar modelos constitutivos para
biomecánica.

En el caṕıtulo 2 se pretende desarrollar, implementar y validar la for-
mulación para el movimiento del fluido sangre, ya que en las libreŕıas del
código de elementos finitos utilizado FEAP no hab́ıa ningún elemento para el

1
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fluido. Primero se describe la sangre desde el punto de vista de los fluidos
y se desarrollan las ecuaciones de su movimiento como fluido newtoniano e
incompresible, que son las ecuaciones de Navier-Stokes. A continuación se
comentan y resuelven dos problemas numéricos: la oscilación de las presiones
en el elemento Q1/P0, para la que se propone el método de penalización, y la
inestabilidad de las velocidades debido al término convectivo, para lo cual se
añade el término SUPG en la formulación. Las ecuaciones se resuelven por el
Método de los Elementos Finitos (de aqúı en adelante MEF). Para la valida-
ción, se emplean los problemas clásicos flujo confinado en una cavidad y flujo
sobre un escalón inverso, el flujo de Womersley y el problema de un flujo
rodeando un cilindro, donde se desarrollan los torbellinos de Von Karman.

El caṕıtulo 3 tiene por objetivo validar las ecuaciones de movimiento de la
pared arterial y calibrar los parámetros de dos modelos hiperelásticos isótro-
pos mediante curvas de ensayos experimentales que nos han sido proporcio-
nadas. Se describe la pared como sólido y se desarrolla la formulación de los
materiales hiperelásticos. Dentro de éstos, se particulariza para los modelos
isótropos de Ogden y neohookeano, mientras que los modelos anisótropos se
comentan sucintamente. Los modelos utilizados ya están implementados en
el código FEAP y la validación se lleva a cabo con dos ejemplos con solución
anaĺıtica: un cilindro y una esfera sometidos a presión interna, tanto con ma-
terial de Ogden como con material neohookeano, en los cuales se utilizan los
parámetros realistas obtenidos de los ensayos.

En los caṕıtulos 4 y 5 se desarrollan y analizan los modelos de interacción.

En el caṕıtulo 4 se hace un estudio general de los métodos de interacción,
aśı como una clasificación de éstos. A continuación se explica detalladamen-
te la formulación ALE (Arbitrary Lagrangian-Eulerian) para un fluido cuyo
contorno es móvil. Dicha formulación es implementada en FEAP. Se valida la
formulación ALE con un ejemplo donde se impone un movimiento sinusoidal
predefinido a un tramo de tubo. Posteriormente se explica más profundamen-
te el método impĺıcito de Block-Gauss-Seidel, que es el que se ha empleado, y
se detalla el algoritmo del programa que se ha diseñado para implementarlo,
al que se ha llamado inter3D. La validación del método de interacción se
hace con dos ejemplos: en el primero, una onda de presión se transmite en
un tubo flexible; el segundo es el flujo confinado en una cavidad tanto en dos
como en tres dimensiones y con la pared inferior flexible.

El caṕıtulo 5 se concentra en las particularidades de la interacción flujo
sangúıneo-pared arterial. Se plantea un modelo simplificado unidimensional
pero con esquema de solución monoĺıtico para la interacción, se programa
como un código separado y se valida con un ejemplo en el que se transmi-
te una semionda de presión. Se estudia el problema de las condiciones de
contorno tanto para el fluido como para la pared arterial, y se propone una
forma de imponer dichas condiciones en el extremo final de un modelo tridi-
mensional de arteria mediante el acoplamiento con el modelo unidimensional
anterior. A este programa de interacción entre los modelos 3D-1D se le lla-
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ma interbio, el cual se valida con un ejemplo en el que la onda de presión
del modelo tridimensional abandona el dominio al llegar al extremo final. La
forma de resolver este modelo de acoplamiento 3D-1D es una de las aporta-
ciones originales de la tesis, ya que se consigue la convergencia en muy pocas
iteraciones.

En el caṕıtulo 6 se muestran ejemplos de geometŕıas realistas. Se explica
el software desarrollado para el pre-proceso, con el que se generan automáti-
camente tramos de arterias con o sin bifurcaciones y para el post-proceso, con
el que se obtienen animaciones de las trayectorias de las part́ıculas, ĺıneas de
corriente y la tensión tangencial sobre la pared como cosas destacadas. Se
analiza el flujo en la arteria coronaria izquierda. Las geometŕıas disponibles
son de la bifurcación de ésta en la arteria descendente y la circunfleja aśı
como de la arteria descendente a la altura de su llegada al surco interauricu-
lar. Para esta última se analiza un caso en el que la arteria está sana y otro
con una placa de ateroma con un grado importante de desarrollo. Para estos
modelos se impone un pulso de presión para observar la propagación de éste.
Para obtener los valores de la tensión tangencial durante un ciclo card́ıaco
completo y ĺıneas de corriente se impone un caudal fisiológico a la entrada.
La simulación de la transmisión de un pulso de presión con condiciones de
contorno absorbentes en geometŕıas realistas es también una aportación de
la tesis.

Finalmente, se expone un pequeño resumen, las conclusiones, aportacio-
nes y se proponen algunas ĺıneas de investigación en este campo.

1.3. Introducción y motivación

1.3.1. La ciencia biomecánica

La presente tesis doctoral está dentro del campo de la biomecánica 1.
El objetivo de esta rama de la ciencia es utilizar el conocimiento de las le-
yes mecánicas y herramientas matemáticas para elaborar modelos realistas
del comportamiento de estructuras biológicas. Por ejemplo: el desarrollo de
estructuras óseas o fibras musculares, el estudio del flujo sangúıneo, el flu-
jo pulmonar, o el análisis de los distintos órganos de un ser vivo (corazón,
pulmones, etc...).

Una primera caracteŕıstica de la biomecánica es que es una ciencia mul-
tidisciplinar (bioloǵıa + mecánica). En nuestro caso la colaboración entre
ambas disciplinas consiste en que la bioloǵıa aporte tanto el estudio de los
fenómenos vitales como la vertiente experimental y la mecánica la vertiente
teórica y los modelos matemáticos y métodos de solución.

La experimentación biológica es necesaria por dos motivos: aportar valores

1Según la definición de la Real Academia de la Lengua Española: Ciencia que estudia
la aplicación de las leyes de la mecánica a las estructuras y los órganos de los seres vivos.
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realistas a los parámetros con significado f́ısico de los modelos teóricos y
calibrar el resto de los parámetros de dichos modelos.

Los modelos matemáticos de la mecánica permiten hacer simulaciones
y a partir de éstas se pueden hacer predicciones sobre el estado futuro del
elemento que estamos estudiando.

Los primeros estudios de biomecánica en el sentido cient́ıfico se atribu-
yen a Aristóteles (384-322 a.C.), en su obra De Motu Animalium (Sobre el
movimiento de los animales). Después de la época de la Grecia clásica, no
fue hasta el Renacimiento cuando diversos autores retomaron este campo
con estudios experimentales y teoŕıas cualitativas. Hoy en d́ıa, gracias a la
potencia de cálculo de los computadores, una de las ĺıneas más interesantes
de la biomecánica es la elaboración de modelos matemáticos más complejos
a la vez que más realistas, resolviendo dichos modelos numéricamente por
medios computacionales.

1.3.2. La hemodinámica

La hemodinámica es la rama de la biomecánica que tiene por objetivo
estudiar el flujo sangúıneo. Este estudio no se focaliza únicamente en el mo-
vimiento de la sangre, como obtener los campos de velocidad y presión, sino
también en las fuerzas que genera dicho flujo en los elementos sobre los que
interactúa, como los vasos sangúıneos o el corazón.

Descripción del sistema cardiovascular

El sistema cardiovascular está formado por el corazón y los vasos san-
gúıneos. La función de éste es dar un suministro continuo de nutrientes y
ox́ıgeno a todos los órganos y tejidos del cuerpo. El cómo conseguir un flujo
continuo se explicará en el apartado siguiente.

Hay dos tipos de circulación, que se corresponden con dos trayectorias
distintas a través de dos sistemas de vasos independientes (ver figura 1.1):

a) La circulación sistémica, que es la que parte del corazón (del ventŕıculo
izquierdo) con sangre limpia con ox́ıgeno, y a través de arterias, arteriolas
y capilares llega a todos los tejidos para realizar el suministro. Después
regresa por las venas hasta el corazón, entrando en éste por la auŕıcula
derecha.

b) La circulación pulmonar, que se encarga de eliminar los gases de desecho,
como el dióxido de carbono, y tomar nuevo ox́ıgeno. Parte del ventŕıculo
derecho del corazón, y lleva la sangre empobrecida de ox́ıgeno a los pul-
mones, donde se realiza el intercambio de gases. Posteriormente la sangre,
ya enriquecida con ox́ıgeno, vuelve al corazón entrando por la auŕıcula
izquierda.



Caṕıtulo 1. Introducción y Objetivos 5

Figura 1.1: Sistema cardiovascular. Circulación sistémica y pulmonar.

La trayectoria de la circulación sistémica es mucho más larga y está mucho
más ramificada que la pulmonar. Por ello, las presiones necesarias para cada
una de ellas son diferentes, siendo mayores en la sistémica. En condiciones
normales, la presión sistólica puede ser de unos 120 mm Hg.

Observación. En este trabajo, cuando se hable de valor normal de algún
parámetro fisiológico nos referiremos al valor medio de una población, ya
que las particularidades de cada persona hace que ésta tenga unos valores
normales propios.

En el cuadro 1.1 se muestra el número y las caracteŕısticas principales de
los vasos (Mazumdar [1992]), donde destaca el elevado número de capilares.
Teniendo en cuenta esto, ya se adelanta que no es viable hacer un modelo
integral del sistema completo teniendo en cuenta cada uno de los vasos al
detalle.

El caudal en condiciones normales puede ser de unos 5 l/min, aunque
en situaciones de máximo esfuerzo puede llegar a los 35 l/min. La velocidad
de la sangre es máxima en la arteria aorta (sobre los 48 cm/s, también en
condiciones normales), y va disminuyendo en los vasos posteriores a pesar del
menor diámetro de éstos. Esto es debido a que el número de ramificaciones
hace que el caudal que le corresponde a cada vaso decrezca más rápidamente
que el área de dicho vaso.

Observación. El valor del caudal en reposo de 5000 ml/min se ha calculado
suponiendo 72 latidos/min y un volumen bombeado en cada latido de 70 ml.
Esto es, 72 · 70 ≈ 5000 ml/min = 5 l/min.
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Vaso Número Diámetro Área Espesor de la Velocidad∗

(cm) (cm2) pared (cm) (cm/s)
Aorta 1 2.5 4.5 0.2 48
Arterias 159 0.4 20 0.1 45
Arteriolas 5.7·107 5 · 10−3 400 2·10−3 5
Capilares 1.6·1010 8 · 10−4 4500 1·10−4 0.1
Vénulas 1.3·109 2 · 10−3 4000 2·10−4 0.2
Venas 200 0.5 40 0.05 10
Vena cava 1 3 18 0.15 38
* Valores medios

Cuadro 1.1: Caracteŕısticas del sistema vascular.

A la hora de describir el sistema vascular es importante resaltar que el
número de capilares abiertos no es siempre el mismo. Hay que tener en cuenta
que la demanda de sangre de un músculo o un órgano depende del esfuerzo
que esté desarrollando y por tanto de la enerǵıa que tenga que aportar. Por
tanto, cuando un órgano está en situación de trabajo elevado muchos de los
capilares que en situación normal estaban cerrados ahora se abren para que
circule también sangre por ellos (Farreras y Rozman [1995]). Esto hace
que, de forma rigurosa, no sea correcto hablar de una única red de vasos
sangúıneos por la que circula la sangre, sino de una red de vasos asociada a
cada situación de actividad.

Ahora bien, este fenómeno afecta solamente a los capilares, y como los
capilares se modelizan normalmente en su comportamiento global conjunto y
no se repara en las particularidades de cada uno singularmente, la estrategia
para hacer el modelo del sistema cardiovascular no se ve afectada.

Observación. Este fenómeno de utilizar un número variable de capilares
según la necesidad es una forma inteligente del cuerpo humano de poder in-
crementar el caudal sin tener que elevar demasiado la presión. Al aumentar
el número de capilares funcionales aumenta el área total de éstos, por lo que
disminuye la resistencia y aumenta el caudal para un mismo gradiente de
presión.

La estructura de la pared de la aorta y arterias con un diámetro mayor es
distinta a la de los vasos posteriores, esto es, arterias de pequeño diámetro y
arteriolas. En la aorta y arterias principales la capa elástica es mayor y la capa
formada por fibras musculares es menor, proporcionando unas caracteŕısticas
elásticas importantes. En cambio, en las arterias menores y arteriolas, la capa
con las fibras musculares es mayor y la capa elástica menor, siendo por lo
tanto más ŕıgidas (Farreras y Rozman [1995]). De aqúı se concluye que
los modelos de interacción flujo sangúıneo-pared arterial han de diseñarse
exclusivamente para la arteria aorta y unas cuantas decenas de las arterias
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principales. Para el resto de los vasos, los modelos de interacción desarrollados
en esta tesis no seŕıan realistas.

El que la pared de las arterias más pequeñas y arteriolas no tengan una
naturaleza eminentemente elástica no quiere decir que no se deformen. Las
fibras musculares responden a est́ımulos nerviosos, contrayéndose y aśı dismi-
nuyendo la luz del vaso. Posteriormente se relajan de nuevo y la luz recupera
su forma original. Este mecanismo es necesario para regular el caudal y pre-
sión en el sistema cardiovascular. Lo interesante de este fenómeno es que
ahora la pared arterial interacciona con el sistema nervioso en vez de inter-
accionar con el flujo sangúıneo. En la figura 1.2 se muestra un esquema de
cómo interaccionan las distintas partes del sistema cardiovascular entre śı y
con el sistema nervioso. En dicha figura se observa que el corazón también
interacciona con el sistema nervioso. Esta interacción se produce a través de
las fibras musculares en sus paredes, las cuales reciben los impulsos nerviosos.

Corazón Cerebro
Arterias mus
ulares:

Flujo Arterias elásti
as:- Arterias prin
ipales- Aorta
- ArteriolasSistemanervioso

Objeto de este trabajosanguíneo
Movimientoarterialde la pared

- Capilares
Figura 1.2: Interacción del sistema cardiovascular y el sistema nervioso.

Teoŕıas sobre hemodinámica

En el siglo XVIII se establecieron dos corrientes teóricas distintas que
intentaban dar una explicación al movimiento de la sangre (Milnor [1989]).

La primera de ellas, llamada teoŕıa de Windkessel 2, tiene en cuenta la
elasticidad de las arterias. Según esta teoŕıa, el corazón impulsa un volumen
de sangre durante la śıstole, pero parte de ese volumen se queda almacenado
en las arterias debido a que la presión produce una extensión radial en éstas.

2Windkessel significa �cámara de compresión� en alemán.
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Esto es, las arterias, al ser flexibles se deforman aumentando el diámetro.
Posteriormente, durante la diástole el corazón no bombea sangre, luego en
principio se cortaŕıa el flujo sangúıneo. Pero lo que sucede es que la sangre
antes almacenada en las arterias es ahora impulsada por éstas. Las arterias
se contraen, empleando la enerǵıa elástica almacenada durante la śıstole en
impulsar la sangre, favoreciendo aśı la continuidad del flujo.

Veamos el siguiente ejemplo: supongamos una persona en condiciones nor-
males, con un ritmo card́ıaco de 72 latidos/minuto y un caudal de 5000 ml/min.
Por simplificar, se supone que durante la śıstole el caudal bombeado tiene
forma sinusoidal y que durante la diástole no se bombea ningún caudal.
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Figura 1.3: Teoŕıa de Windkessel. Flujos bombeado, almacenado y regulado.

Si las arterias fueran ŕıgidas, el resultado seŕıa un flujo discontinuo e
intermitente, como se muestra en la curva azul de la figura 1.3 (caudal bom-
beado). Ahora bien, si se supone que las arterias son flexibles, como ocurre
en realidad, éstas se agrandan durante el incremento de presión de la śıstole,
almacenando parte del caudal. Después, en la diástole, ese caudal almace-
nado es liberado, reflejándose en valores negativos de la curva roja (caudal
almacenado) de la misma figura.

Finalmente, la curva verde (caudal regulado) es el resultado de este me-
canismo, donde se ve que el flujo es continuo y bastante uniforme.

En la figura 1.4 se muestra el volumen total de cada uno de los flujos
anteriores, esto es, dichos flujos integrados en el tiempo. Se puede apreciar
cómo el flujo almacenado (curva roja) suaviza la curva original de bombeo del
corazón (curva azul) dando como resultado el flujo regulado (curva verde).

En definitiva la elasticidad de las arterias actúa como un regulador del
flujo. De hecho, dicha elasticidad es la que origina el objeto de esta tesis, al
tener que determinarse el movimiento de las paredes arteriales conjuntamente
con el movimiento del fluido sangre, ya que ambos interactúan entre śı.
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Figura 1.4: Teoŕıa de Windkessel. Suavizado del flujo sangúıneo.

La segunda de las teoŕıas hace hincapié en los mecanismos que facilitan el
movimiento del flujo longitudinalmente aśı como la transmisión de la presión,
ya que la anterior teoŕıa asume que la velocidad de transmisión es infinita. En
cambio, esta segunda ĺınea expone que la velocidad de transmisión de la onda
de presión es finita, aśı como también es finita la velocidad del flujo. Este
planteamiento es más realista, siendo el camino a seguir si se quiere hacer
un modelo más afinado del flujo sangúıneo, teniendo en cuenta las diferentes
propiedades mecánicas de los vasos.

En realidad, la teoŕıa de Windkessel es una simplificación adecuada para
obtener un modelo global sencillo del sistema cardiovascular. Pero si se buscan
resultados más detallados y locales, es más apropiada la segunda teoŕıa.

Modelos matemáticos en hemodinámica

La irrupción de la aplicación de las matemáticas para representar fenó-
menos f́ısicos también llegó a la hemodinámica. Ello supuso un cambio de
perspectiva, pasando de descripciones y explicaciones cualitativas del siste-
ma cardiovascular (como la teoŕıa de Windkessel) a una cuantificación del
comportamiento de éste mediante ecuaciones matemáticas. A continuación
se da una visión histórica de esta evolución, y posteriormente se detalla el
estado actual, más enfocado en modelos computacionales espećıficos de in-
teracción flujo sangúıneo-pared arterial.

Unas pinceladas históricas

Siglo IV A.C. Aristóteles describió la comunicación del corazón con los
vasos sangúıneos, aunque no identificó la circulación de la sangre.
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Siglo III A.C. Praxágoras distinguió las funciones de venas y arterias,
observando que las arterias impulsaban sangre y las venas no.

Finales del siglo II. El griego Galeno propuso que se propagaban los
pulsos de presión originados en el corazón a través de la red arterial.

Principios del siglo XVII. El inglés William Harvey, mediante unos es-
tudios donde midió el caudal de sangre que pasa por las venas, concluyó
que el flujo sangúıneo es unidireccional y la sangre recircula continua-
mente.

Mediados del siglo XVII. Malpighi y van Leeuwenhoek descubrieron
la existencia de capilares que uńıan venas con arterias, demostrando
definitivamente que el sistema circulatorio es cerrado y el flujo unidi-
reccional.

Principios del siglo XVIII. Stephen Hales realizó las primeras medidas
de la presión sangúınea en animales vivos, observando que era pulsá-
til. Inició el estudio de la hemodinámica, buscando explicación a las
fuerzas que haćıan que la presión se transmitiera a través de los vasos
sangúıneos.

Siglo XVIII. Se dilucidó que el sistema circulatorio tiene las propiedades
de almacenar enerǵıa debido a la elasticidad de las paredes arteriales,
y de disipar enerǵıa debido al comportamiento viscoso de la sangre
(resistencia al avance).

Siglo XIX. El francés Poiseuille estableció la Ley que lleva su nombre:

Q = K
∆pφ4

L

donde Q es el caudal, K la constante que explica la resistencia, ∆p la
diferencia de presiones, φ el diámetro y L la longitud del tubo.

Además, dedujo la ley parabólica de la distribución de velocidades en
la sección.

Moens determinó emṕıricamente la velocidad de transmisión de una
onda de presión en un tubo elástico de pared delgada con fluido incom-
presible y no viscoso:

c =

√
Eh

ρfφ

donde c es la velocidad de la onda, E el módulo de Young de la pared
del tubo, h el espesor, ρf la densidad del fluido y φ el diámetro del
tubo.
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Principios del siglo XX. Se establecen los modelos de Windkessel, donde
la aorta se concibe como un tubo elástico con capacidad de almacenar
fluido. Aśı, en el extremo del corazón el fluido es introducido de forma
intermitente, mientras que en el otro extremo el fluido sale de una forma
aproximadamente constante. El sistema circulatorio es concebido como
un embalse elástico donde el corazón bombea sangre y desde el cual una
red de conductos no elásticos salen para regar el cuerpo. La resistencia
al flujo vendŕıa dada por la Ley de Poiseuille. Se elaboran modelos
matemáticos que simulen esta teoŕıa.

Siglo XX. Womersley, a mediados de los años 50, considerando sola-
mente los términos lineales de la ecuación de Navier-Stokes y el tubo
ŕıgido, escribió una ecuación que predice el flujo sometido a una función
sinusoidal de presión. Posteriormente, se resolvió para pared elástica y
con nuevas condiciones para hacerlo más realista.

Estado del arte en modelos de interacción
El planteamiento y solución de modelos matemáticos del flujo sangúı-

neo donde se tenga en cuenta la interacción con la pared arterial flexible
es muy reciente. Esto es debido a que los modelos, por muy simplificados
que se quieran hacer, son lo suficientemente complejos para tener que usar
métodos numéricos para resolverlos. Leonhard Euler, en 1775 ya planteó las
ecuaciones con acoplamiento en un modelo unidimensional, aunque reconoció
la enorme dificultad de resolverlas. Para representar el sistema cardiovascu-
lar en su totalidad hay principalmente dos estrategias: la primera es hacer
un estudio global que represente el sistema completo, pero con modelos muy
simplificados 0D/1D (cero/unidimensionales) de la mayor parte de éste. La
segunda es inclinarse por un estudio local, con un modelo más completo 3D
(tridimensional) de las arterias, pero en un tramo muy reducido del sistema.

A continuación se exponen las principales ĺıneas de investigación actuales:

a) Se están desarrollando modelos unidimensionales donde se resuelve mo-
noĺıticamente el acoplamiento fluido-pared arterial (Formaggia y Ve-
neziani [2003], Peiró y Sherwin [2003a]). En este modelo se asume
axilsimetŕıa de todos los vasos y se utiliza para simular las arterias prin-
cipales con sus ramificaciones, pudiendo llegar a construirse un modelo
con todos los vasos sangúıneos elásticos. La parte no elástica del siste-
ma se simula con un modelo 0D mediante una analoǵıa eléctrica, donde
el caudal se corresponde a la intensidad, la resistencia de los vasos a la
resistencia eléctrica y la presión sangúınea al potencial eléctrico. La ven-
taja de esta estrategia es la posibilidad de hacer modelos que abarquen
gran parte del sistema cardiovascular con un coste computacional bajo.
El inconveniente es que los resultados solamente reflejan los valores me-
dios de las variables en cada sección de un vaso; no se obtienen campos
tridimensionales ni de tensiones ni de velocidad.
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b) Se han propuesto pocos modelos en régimen transitorio tridimensional.
Algunos de estos trabajos de interés son Perktold et al. [1991],
Perktold y Rappitsch [1995] y Steinman et al. [1995], quienes
investigaron el flujo pulsátil en modelos tridimensionales de bifurcacio-
nes con geometŕıa simplificada y sin tener en cuenta la interacción. La
longitud de la arteria ha de ser pequeña, ya que al tener una malla tri-
dimensional, rápidamente se alcanza un elevado número de grados de
libertad.

c) En los métodos de interacción, casi todos los métodos utilizados son par-
ticionados, bien de acoplamiento expĺıcito o impĺıcito. Tienen la ventaja
de utilizar un solver para el fluido y otro solver diferente para el sólido
(Felippa et al. [2001], Mok y Wall [2001]) por lo que pueden usar-
se códigos ya existentes. La forma de converger en cada paso de tiempo
es utilizar un algoritmo aplicando el teorema del punto fijo. En hemodi-
námica se ha demostrado que no funcionan bien los métodos expĺıcitos,
también llamados staggered o de acoplamiento débil (Tallec y Mou-
ro [2001]). Esto es debido a que las densidades de la sangre y la pared
arterial son muy similares (el mayor componente en ambas es el agua)
y el efecto de la masa añadida cobra mucha importancia (Gerbeau y
Vidrascu [2003a]). Por ello se aplican métodos impĺıcitos o de acopla-
miento fuerte. Se aplican varias estrategias para esto, como las iteraciones
de Block-Jacobi, las iteraciones de Block-Gauss-Seidel, ambas con un pa-
rámetro de relajación fijo (Codina y Cervera [1996], Nobile [2001]).
También se ha mejorado el algoritmo del punto fijo acelerando la conver-
gencia mediante la variación del parámetro de relajación en cada paso de
tiempo o incluso variándolo en cada iteración dentro del mismo paso de
tiempo. Estas mejoras consisten en la aplicación del método del gradiente
y del método de Aitken (Mok y Wall [2001], Mok et al. [2001]). El
gran inconveniente de los métodos particionados con acoplamiento fuerte
es que son computacionalmente muy caros, debido al gran número de
iteraciones que hay que hacer dentro de cada paso de tiempo ya que el
orden de convergencia, aunque con el método de Aitken sea supralineal,
no llega a ser cuadrático.

Observación. Respecto al código del fluido, en el contexto de esta tesis,
debido a que los desplazamientos de la pared arterial son relativamente
elevados no es posible utilizar un código estándar que resuelva las ecua-
ciones de Navier-Stokes, sino que se hace preciso implementar un nuevo
código con la formulación ALE (Arbitrary Lagrangian-Eulerian) para re-
solver el fluido con contornos móviles.

d) Actualmente algunos autores están trabajando en métodos monoĺıticos
(como alternativa a los métodos particionados) para resolver el problema
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acoplado mediante la obtención de la matriz tangente exacta o aproxima-
da 3 del sistema de ecuaciones acoplado, esto es, un método tipo Newton
o cuasi-Newton respectivamente. Este camino ofrece la ventaja de la rapi-
dez de convergencia (que es cuadrática en el caso de un método Newton)
porque reduce el número de iteraciones entre fluido y estructura en cada
paso de tiempo, aparte de poder usar pasos de tiempo más elevados. Para
ello hay que calcular la matriz tangente del problema acoplado, matriz
que no es trivial de calcular porque no se dispone de la expresión expĺıcita
de las ecuaciones acopladas.

En Matthies y Steindorf [2003] y Matthies y Steindorf [2002]
se propone una forma de calcular una matriz tangente aproximada me-
diante diferencias finitas. En Gerbeau y Vidrascu [2003a] se calcula
una matriz tangente aproximada (método cuasi-Newton) mediante la li-
nealización de las ecuaciones del fluido. Y recientemente se ha propuesto
un método de Newton para calcular de forma exacta la matriz tangente
(Fernández y Moubachir [2003]) obteniendo buenos resultados.

Todos estos métodos suponen la elaboración de nuevo código donde im-
plementar dicha matriz tangente.

e) Otra ĺınea en desarrollo es la aplicación del método de Lattice-Boltzmann.
Éste es adecuado para tratar geometŕıas complejas con contornos móviles
y su implementación es paralelizable fácilmente. En Krafczyk et al.
[1998] y Krafczyk et al. [2001] se aplica el método en hemodiná-
mica resolviendo el problema de interacción en dos y tres dimensiones
respectivamente.

f) La mayoŕıa de los modelos hasta ahora desarrollados son en geometŕıas
regulares y con modelos constitutivos elementales para el comportamien-
to de la pared. El desarrollo de técnicas IVUS y de angiograf́ıas, aśı como
el tratamiento informático de datos para obtener imágenes permite ob-
tener geometŕıas reales como las utilizadas en esta tesis (Serón et al.
[2001a]). Asimismo, para el comportamiento de la pared arterial se es-
tán utilizando modelos anisótropos, modelos viscoelásticos y modelos de
daño con localización fuerte (Holzapfel [2000]).

Los métodos de interacción a los que nos referimos aqúı son de aplicación
general para grandes deformaciones, como es el caso de las arterias elásticas.
En el caso que los movimientos fueran pequeños existen métodos simplificados
como la técnica de transpiración (Fernández [2001]) o la aproximación
acústica (Donea y Huerta [2003]).

3En este trabajo se hablará indistintamente de matriz tangente y operador tangente.
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1.3.3. Aplicaciones cĺınicas

Los avances en mejorar los modelos de comportamiento del flujo sangúıneo
y las simulaciones computacionales con mayor capacidad tienen su aplicación
más inmediata en los entornos cĺınicos en tres terrenos principales:

a) Prevención de enfermedades vasculares. En este caso, si una persona
es sometida a revisión y se simula su flujo sangúıneo, podrán detectar-
se anomaĺıas en éste y aśı poder actuar para corregirlas a tiempo. Por
ejemplo, se puede calcular la tensión tangencial mediante simulación nu-
mérica, sobre todo en las zonas de gran curvatura o bifurcaciones de las
arterias. Las partes que como resultado de la simulación tengan un bajo
valor de la tensión tangencial sobre la pared o que tengan variaciones
ćıclicas importantes pueden ser propensas a la formación y desarrollo de
la placa aterosclerótica (Shaaban y Duerinckx [2000]).

b) Diagnóstico de enfermedades vasculares. Mediante la simulación del flujo
sangúıneo de un paciente se puede obtener información sobre éste y aśı
poder descubrir las patoloǵıas relacionadas con sus variables mecánicas.

c) Intervención quirúrgica en el sistema cardiovascular, como la introduc-
ción de catéteres para realizar angioplastias 4, la implantación de stents,
de un by-pass o la extirpación de un aneurisma aórtico. Se han hecho
estudios de cuál es el ángulo óptimo con el que un by-pass tiene que
injertarse en la arteria. También es relevante el estudio mediante simula-
ción numérica de la f́ıstula B-T 5 (Szumbarski y Mizerski [2005]). En
general, el hecho de conocer el comportamiento del flujo sangúıneo es de
ayuda para la el diseño y la introducción de dispositivos en los vasos, ya
que se conoceŕıa a priori a qué acciones mecánicas van a estar sometidos
dichos dispositivos.

Aterosclerosis

Una patoloǵıa de gran interés es la aterosclerosis . La aterosclerosis es un
caso de arteriosclerosis 6 que consiste en la obstrucción parcial de la sección
de un vaso sangúıneo debido a la acumulación en la ı́ntima de sustancias
generalmente de origen liṕıdico. A este depósito de ĺıpidos se le llama placa
de ateroma y dificulta el flujo sangúıneo a través de la sección arterial que ha
desarrollado dicha placa. Es una enfermedad que tiende a localizarse geomé-
tricamente en los bordes exteriores de las bifurcaciones. La variable mecánica

4Desobstrucción quirúrgica de un vaso sangúıneo mediante un catéter.
5Es la implantación de un conducto que une la circulación sistémica con la pulmonar.

Esta operación es parte de la intervención en recién nacidos cuando el ventŕıculo dere-
cho está poco desarrollado y no puede encargarse de la circulación pulmonar. B-T hace
referencia a los nombres Blalock-Taussig.

6Arteriosclerosis significa literalmente endurecimiento de las arterias.
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correlacionada directamente con la propensión a acumularse sustancias es la
tensión tangencial sobre la pared arterial. La tensión tangencial 7 es una
fuerza que actúa sobre la superficie interior del vaso sangúıneo. Para mayor
información sobre esta patoloǵıa ver Cotran et al. [1995].

Originalmente, hacia los años 70 aparecieron dos hipótesis contradictorias
sobre la relación de la tensión tangencial y la aterosclerosis (Malek et al.
[1999]): la primera hipótesis defend́ıa que un alto valor de la tensión tan-
gencial provocaba daño al endotelio y la reacción a este daño daba lugar al
crecimiento celular y formación de la placa. La segunda hipótesis, al contra-
rio, propońıa que era el bajo valor de la tensión tangencial el que haćıa que
los vasos disminuyeran su diámetro (como un mecanismo de respuesta) para
subir el valor de la tensión. Esto se puede explicar con la Ley de Poiseuille:

τ =
4µQ

πR3
(1.1)

donde τ es la tensión tangencial, µ la viscosidad, Q el caudal y R el radio del
vaso. En esta segunda hipótesis y de acuerdo con la ley (1.1), si se disminuye
el radio de la sección (por crecimiento de la placa por ejemplo), el valor de
la tensión tangencial τ crece y deja de tener ese valor bajo.

En la figura 1.5, obtenida de Cotran et al. [1995], se muestra el esque-
ma de formación t́ıpico de una placa de ateroma, un proceso que comienza a
edades muy tempranas y que se desarrolla durante el resto de la vida, aunque
no de forma lineal, sino con épocas de gran velocidad de crecimiento interca-
ladas con otras donde se estabiliza. En la figura 1.6 se puede ver la cronoloǵıa
de la evolución de la placa.

Desarrollo de
la placa

Pared arterial

Lumen

Figura 1.5: Formación y crecimiento de la aterosclerosis.

Con los experimentos hechos en las dos últimas décadas se ha venido a
confirmar la segunda hipótesis, luego es el bajo valor de la tensión tangencial
la que induce el mecanismo que provoca el estrechamiento de la sección. Este
mecanismo está relacionado con la activación de reacciones qúımicas en las

7En ambientes cĺınicos esta tensión es llamada usualmente tensión de cizalladura.
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Figura 1.6: Cronoloǵıa de la formación de la placa de ateroma.

células del endotelio, bien mediante el incremento de producción de sustan-
cias que provocan la formación y crecimiento de la placa o bien mediante la
disminución en la producción de sustancias que la evitan (Malek et al.
[1999]). No obstante, es un tema aún en investigación y se desconocen los
mecanismos exactos.

Lo que śı pueden proporcionar las simulaciones computacionales es el valor
de la tensión tangencial, y las zonas donde ésta es anormalmente baja. En
este trabajo se mostrará en el caṕıtulo 6 que precisamente las bifurcaciones
son susceptibles de un valor neto bajo de la tensión tangencial, esto es, la
tensión tangencial media en un ciclo card́ıaco. De aqúı la utilidad de estas
simulaciones para predecir qué zonas son potencialmente peligrosas para la
formación de la placa aterosclerótica y aśı poder intervenir a tiempo.

Otro resultado de interés cĺınico es la presión. Normalmente la presión
cĺınica se asocia a los gradientes de presión en el sistema completo. Esto
es, presión sistólica, diastólica, presión con que llega la sangre de nuevo al
corazón, etc... El cálculo y explicación de esta presión global no es objeto de
este trabajo. A lo que aqúı se refiere es a las variaciones locales de presión.
El interés de los valores locales de la presión tiene su interés en el siguiente
hecho: la tensión circunferencial en la placa aterosclerótica está relacionada
directamente con la presión. Si el valor de esta tensión es superior a cierto
valor cŕıtico, la placa aterosclerótica se vuelve inestable y se puede producir
su ruptura (Ohayon et al. [2001]). El valor cŕıtico es aproximadamente
de 300 kPa (Cheng et al. [1993]).



Caṕıtulo 2

Modelos matemáticos del flujo
sangúıneo

En este caṕıtulo se discuten las hipótesis sobre el comportamiento del flujo
en las grandes arterias y se desarrolla la formulación de fluido newtoniano
e incompresible en elementos finitos, la cual se implementa en el programa
FEAP. Se utiliza el método de penalización y el método SUPG para resolver los
problemas numéricos de la oscilación del campo de presiones y la inestabilidad
de la velocidad respectivamente. Finalmente se muestran ejemplos numéricos
tomados de la literatura para validar el elemento.

2.1. Descripción de las propiedades de la san-

gre

La sangre es un tejido ĺıquido formado por células o elementos como
glóbulos rojos, glóbulos blancos y plaquetas (45 % del volumen total, y una
parte ĺıquida llamada plasma de color ámbar constituida principalmente por
agua (55 % del volumen total). Su temperatura normal es de 36,5 oC y es 5
veces más viscosa que el agua (Best y Taylor [1993]).

De esta composición se deducen dos cosas (Fung [1997]):

1. Las part́ıculas sólidas suspendidas en la sangre, al rozar entre ellas,
van a ofrecer cierta resistencia al avance del flujo, disipándose enerǵıa.
Este fenómeno es el origen de que la sangre tenga un comportamiento
viscoso mayor que el agua.

2. La gran cantidad de agua, al ser ésta incompresible, da propiedades de
incompresibilidad a la sangre.

Por tanto cualquier modelo constitutivo que se proponga a nivel ma-
croscópico ha de reflejar como mı́nimo estas dos caracteŕısticas: viscosidad e
incompresibilidad.

17
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Elementos celulares Proporciones relativas
Glóbulos rojos 600
Glóbulos blancos 1
Plaquetas 30

Plasma Proporción en peso
Agua 0.91
Protéınas 0.07
Solutos inorgánicos 0.01
Otras sustancias orgánicas 0.01

Cuadro 2.1: Componentes de la sangre (5 · 106 part́ıculas/mm3).

Los glóbulos rojos son capaces de deformarse y almacenar enerǵıa elástica,
aunque cuando aquellos están desagregados, las fuerzas elásticas desarrolla-
das son muy inferiores a las viscosas.

Cuando el gradiente de la velocidad de deformación es bajo existe un
fenómeno que afecta a los glóbulos rojos, que es la formación de agregados
conocidos como rouleaux . Consiste en la unión de varios glóbulos rojos para
formar un único cuerpo, y este agregado hace que aumente la viscosidad.
Además, las fuerzas que se desarrollan para descomponer estos agregados
también producen una deformación elástica importante en los glóbulos rojos
aśı como un cambio de orientación, dando lugar a un almacenamiento de
enerǵıa elástica en la microestructura de la sangre (Pietal [2005]). En este
caso śı que seŕıa más apropiado proponer un modelo viscoelástico.

Observación. También se ha observado que cuanto mayor es la cantidad de
glóbulos rojos mayor es la viscosidad (Milnor [1989]). La medida utilizada
para medir la cantidad de glóbulos rojos se llama hematocrito, que representa
la proporción en volumen de dichos glóbulos en la sangre.

De momento, para mayor claridad y compresión intuitiva suponemos flujo
unidimensional en el que las variables son escalares, en vez de vectoriales y
tensoriales como son realmente. El gradiente de deformación se denotará con
γ y su derivada temporal, que es la velocidad del gradiente de deformación
o el gradiente de velocidad con γ̇.

Cuando el valor de γ̇ es suficientemente alto (se acepta que para γ̇ >
100s−1), los glóbulos rojos se alinean con el flujo y no hay formación de rou-
leaux, y en este caso la estructura formada da lugar a un fluido cuya viscosi-
dad ceteris paribus no depende de γ̇, siendo constante y por tanto se puede
asumir comportamiento de fluido newtoniano (ver figura 2.1). Esto ocurre en
las arterias principales, que son precisamente las arterias elásticas donde se
produce el fenómeno de interacción. Esta consideración es importante cuando
en el apartado siguiente se justifique el modelo constitutivo adoptado.
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Observación. La viscosidad del plasma aislado śı que es constante (sobre
los 0,012 Poise) y no depende de γ̇. Lo que principalmente hace variar la
viscosidad de la sangre es el cómo se estructuren los glóbulos rojos, y eso
depende del valor de γ̇.

En la literatura se pueden encontrar varios modelos no-newtonianos que
reflejan esta propiedad de la sangre. Esto se puede hacer imponiendo al mo-
delo las siguientes condiciones asintóticas:

ĺım
γ̇→0

µ(γ̇) = µ0 (2.1)

ĺım
γ̇→∞

µ(γ̇) = µ∞ (2.2)

acotando aśı el valor de la viscosidad µ para valores extremos del gradiente
de velocidad γ̇ y tomando un valor no nulo en ellos. En esta ĺınea, uno de
los más utilizados es el modelo de Carreau-Yasuda (Sequeira [2003]) que
tiene la siguiente expresión:

µ(γ̇) = µ∞ + (µ0 − µ∞)(1 + (λγ̇)a)
n−1

a (2.3)

siendo λ, n y a constantes del material.
Utilizando datos experimentales sobre la viscosidad de la sangre 1 se puede

calibrar el modelo de Carreau-Yasuda, como se muestra en la figura 2.1.
Los coeficientes de ajuste, obtenidos mediante el método de los mı́nimos
cuadrados, son: λ = 8.2 s, a = 0.64 y n = 0.213, observando que la curva se
adapta muy bien a los datos experimentales.

Existen otros modelos no-newtonianos como el modelo de Cross, el de
Carreau o el de Oldroyd-B generalizado (ver Sequeira [2003]) que también
se ajustan a los valores asintóticos µ0 y µ∞.

2.2. Ecuaciones del modelo

La siguiente etapa es pasar de los fenómenos al modelo, esto es, de lo
experimental a la propuesta teórica. Dicho modelo se refiere a la ecuación
constitutiva del fluido, concretamente en la expresión del tensor de tensiones
σ que insertamos en la ecuación de la dinámica.

Observación. Los śımbolos en negrita hacen referencia a magnitudes ten-
soriales de primer (vectores) y segundo orden, como por ejemplo el vector
velocidad u y el tensor de tensiones de Cauchy σ. Los escalares se escriben
sin ningún formato especial, como la viscosidad µ.

1Experimentos realizados por el profesor Shu Chien. Los resultados están tabulados en
la página web http://www.mems.rice.edu/vdhruv/bloodrheo/chien.html
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Figura 2.1: Datos experimentales y ajuste del modelo de Carreau-Yasuda.

2.2.1. Hipótesis realizadas

La expresión de las tensiones de un fluido se escribe:

σ = −pI + σµ (2.4)

donde p es un campo escalar indeterminado, I es el tensor identidad y σµ es
la parte de las tensiones debida a las propiedades viscosas.

Para determinar σµ la primera discusión (en el contexto de la hemodiná-
mica) al caracterizar el comportamiento del fluido sangre es si se consideran o
no propiedades de memoria, esto es, comportamiento viscoelástico. La memo-
ria de un fluido determina el número necesario de tensores para aproximar las
tensiones. Además, la memoria nace de las propiedades elásticas de las par-
t́ıculas o de las moléculas cuando son deformadas. Atendiendo a este criterio
se pueden distinguir entre (Perktold [2002]):

a) Fluidos de primer orden. Son fluidos que tienen pequeñas moléculas muy
ŕıgidas y no tienen memoria (comportamiento viscoso pero no viscoelásti-
co). Las tensiones locales son determinadas únicamente por las deforma-
ciones locales, excluyendo deformaciones que incorporen efectos de histo-
ria y derivadas temporales de deformaciones que contradigan el principio
de localización de la velocidad de deformación (González y Stuart
[1995]). En éstos el tensor σµ se relaciona únicamente con el tensor gra-
diente de velocidad:

σµ = µ(∇u +∇T u) = 2µ
1

2
(∇u +∇T u) = 2µD (2.5)

donde D = 1
2
(∇u+∇T u) es el tensor gradiente simétrico de la velocidad.

Si se admite fluido de primer orden, la segunda discusión es ahora decidir
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si se puede hacer la hipótesis de fluido newtoniano o no, dependiendo de
si la viscosidad µ es constante o depende del gradiente de velocidad. Más
exactamente esta clasificación es:

a.1) Fluidos newtonianos: Son aquellos donde existe una relación lineal
entre σµ y D, relacionados por un tensor de cuarto orden. F́ısica-
mente significa que la viscosidad µ no se ve afectada por el valor del
gradiente de velocidad, aunque puede depender de la temperatura
y la presión.

a.2) Fluidos no-newtonianos: Son todos los demás, esto es, en los que
la relación entre σµ y D no es lineal. En este caso, la viscosidad
depende de la velocidad de deformación: µ = µ(γ̇). El significado γ̇
es intuitivo de ver en el caso de flujo unidimensional. Para un caso
general, éste se define: γ̇ =

√
2D : D, relacionándose con el segundo

invariante de D.

b) Fluidos de segundo orden. Son fluidos con memoria en los que se consi-
deran las fuerzas elásticas internas. Para conseguir fluidos con memoria
(fluidos viscoelásticos) hay que incluir términos con mayor orden de de-
rivación. Se pueden expresar como:

σµ = α1D + α2A2 + α3D
2 (2.6)

donde los parámetros αi del fluido son constantes o funciones del tensor D
y A2 es el segundo tensor de deformación de Rivlin-Ericksen (Dashner
[2000]).

Observación. La clasificación hecha no abarca todo el universo de fluidos.
Básicamente consiste en distinguir entre fluidos viscosos y fluidos viscoelás-
ticos, que es lo pertinente en el comportamiento de la sangre.

Como se vio en el apartado 2.1, cuando la velocidad de deformación γ̇ es
baja la posible formación de rouleaux hace que vaŕıe la viscosidad y además
hace que se almacene enerǵıa elástica.

Como primera hipótesis se despreciarán los efectos elásticos, esto es, se
considerará la sangre como fluido de primer orden. La justificación de esta
hipótesis está en que los rouleaux sólo se forman en circunstancias especiales
(Farreras y Rozman [1995]). No obstante, hay personas en las que son
más frecuentes y en estas personas no seŕıa tan justificable despreciar los
efectos elásticos.

Por otra parte, la variación de la viscosidad sugiere que no podamos asu-
mir a priori comportamiento newtoniano. Para decidir qué modelo podemos
adoptar, en el cuadro 2.2 se calculan los valores medios de γ̇ en los diferen-
tes vasos. También se da el número de Reynolds medio como información
adicional.
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Vaso γ̇ Reynolds
Aorta 155 3400
Arterias 900 500
Arteriolas 8000 0.7
Capilares 1000 0.002
Vénulas 800 0.01
Venas 160 140
Vena cava 100 3300

Cuadro 2.2: Estimación del gradiente de velocidad asumiendo flujo parabólico.

En dicho cuadro se ha considerado la hipótesis de distribución parabólica
de velocidad, con lo que se tiene:

γ̇ =
8u

φ
(2.7)

donde u es la velocidad media y φ es el diámetro del vaso, cuyos valores están
en el cuadro 1.1.

Entrando con los valores de γ̇ del cuadro 2.2 en la curva de la figura 2.1
se obtiene que la viscosidad es constante (e igual al valor asintótico µ∞), por
lo que el fluido se puede considerar newtoniano.

Pero hay ciertos detalles que hacen que esta hipótesis tenga salvedades:
el valor de γ̇ es un valor medio, pero durante un ciclo card́ıaco hay momentos
donde este valor es much́ısimo menor, llegando incluso a anularse en las
arterias coronarias. Además, hay zonas, como en bifurcaciones de arterias
donde este valor es sistemáticamente menor que el medio.

Observación. En los vasos pequeños, donde se produce la llamada micro-
circulación, aunque el valor de γ̇ es elevado, existen otros fenómenos, como
el efecto Fahraeus-Lindqvist, que provoca la emigración de los eritrocitos al
centro del vaso. Esto hace que la tendencia a formar rouleaux aumente, por
ser mayor la fuerza de atracción entre las células que la de desmembración
provocada por la tensión tangencial en la pared, ya que las células están
más alejadas de ésta. Estos cambios estructurales son el origen de las no
linealidades que provocan el comportamiento no newtoniano. Además, en los
capilares, donde el diámetro de éstos es menor que el del eritrocito, incluso
hay que replantearse la hipótesis de medio continuo.

Otra caracteŕıstica de los fluidos (y de un medio continuo en general) es
su capacidad de alterar su volumen ante un estado tensional, esto es, su com-
presibilidad. La magnitud f́ısica que refleja esta propiedad es la variación de
la densidad con la presión. Si ésta no vaŕıa, el material se considera incompre-
sible. El agua es el principal componente de la sangre, sea directamente en el
plasma o indirectamente como parte de los glóbulos rojos, blancos, plaquetas,
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etc... El módulo de compresión o volumétrico del agua es:

Ev =
∆P

∆ρf/ρf

= 2.15 · 109 Pa

donde P es la presión y ρf es la densidad.

Observación. Para evitar la confusión se denotará con ρf la densidad del
fluido y con ρs la densidad del sólido en todo el trabajo.

Por tanto el agua se puede considerar prácticamente incompresible, tras-
ladando directamente esta propiedad al comportamiento macroscópico de la
sangre. Esto se traduce en que la ecuación de conservación de la masa quede:

∇ · u = 0 (2.8)

En la circulación sangúınea se producen fenómenos termodinámicos donde
intervienen variables como la temperatura, entroṕıa y enerǵıa. No obstante,
al asumir incompresibilidad dichas variables quedan desacopladas automáti-
camente 2. Adicionalmente, en la sangre se producen intercambios de gases y
de sustancias con las células de los tejidos, añadiendo más complejidad. No
obstante, en este trabajo no se van a considerar estos fenómenos.

Finalmente, la sangre está sometida en todo momento a la fuerza de la
gravedad, siendo sus efectos sobre la circulación dependientes de la posición
del cuerpo. Por ejemplo, si se está de pie la gravedad añade un gradiente de
presión al ya provocado por el impulso card́ıaco, pero si se está tumbado, los
efectos de la gravedad son muy pequeños. Por lo tanto y en aras de simplificar,
no se considerará dicha fuerza.

2.2.2. Ecuaciones de Navier-Stokes. Formulación fuer-
te del problema

Partiendo de la ecuación de balance de la cantidad de movimiento:

∇ · σ = ρfu̇ (2.9)

indicando con u̇ la derivada material de la velocidad, que en coordenadas
eulerianas queda:

∇ · σ = ρf

(
∂u

∂t
+ u ·∇u

)
(2.10)

Por otra parte, la hipótesis de fluido newtoniano da lugar a la siguiente
ley constitutiva:

σ = −pI + 2µD (2.11)

2En general esto sucede para fluidos barotrópicos. En un fluido barotrópico la ecuación
de estado es independiente de la temperatura (Malvern [1969]). Un fluido incompresible
es un caso particular de fluido barotrópico.
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Introduciendo la expresión de σ dada por (2.11) en la ecuación de la
dinámica (2.10) y operando queda:

ρf

(
∂u

∂t
+ u ·∇u

)
+ ∇p− 2µ∇ ·D = 0 (2.12)

que junto a la ecuación de incompresibilidad (2.8) dan lugar a las ecuaciones
de Navier-Stokes.

Observación. En (2.12) se ha tenido en cuenta que como el tensor pI es
esférico, resulta: ∇ · (pI) = ∇p

x1

x3

x2

Ω

σ · n = tn
Γn

¿u(x, t)?
¿p(x, t)? σ · n = tn

Γn
u = ud

Γd

Γd
Γn

Γd

u = ud

u = ud

Γd

σ · n = tn

u = ud

Figura 2.2: Representación esquemática de la formulación fuerte del problema
de contorno en fluidos.

En cuanto las condiciones de contorno, pueden ser condiciones en veloci-
dades impuestas, en tensiones impuestas, o bien una combinación de ambas.

u = ud en Γd (Condición de Dirichlet o esencial) (2.13a)

σ · n = tn en Γn (Condición de Neumann o natural) (2.13b)

donde Γd ∪ Γn = Γ, Γd ∩ Γn = ∅ y n es el vector normal a la superficie Γn.
La formulación fuerte del problema se plantea en los siguientes términos:

Sea el dominio fluido Ω ∈ R3. Dados ud(t), tn(t) y u0(x), encontrar un
campo vectorial u(x, t) : Ω × [0, T ] → R3 y un campo escalar p(x, t) : Ω ×
[0, T ]→ R tales que:

ρf

(
∂u
∂t

+ u ·∇u
)

+ ∇p− 2µ∇ ·D = 0 en Ω× (0, T )

∇ · u = 0 en Ω× (0, T )
u = ud(t) en Γd × (0, T )
σ · n = tn(t) en Γn × (0, T )
u(x, 0) = u0(x) en Ω, t = 0

(2.14)
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Existen formulaciones alternativas para las ecuaciones de Navier-Stokes,
dependiendo de cómo expresemos matemáticamente el término convectivo y
el viscoso. Aqúı se ha elegido la forma advectiva para el término convectivo,
ya que es la forma más simple para hacer cálculos. Y para el término viscoso
se ha elegido la forma divergencia de la tensión, que es la más general y la más
común en el método de los elementos finitos. Para ver las demás alternativas
aśı como sus ventajas e inconvenientes consultar por ejemplo Gresho [2001].

Observación. En el planteamiento del problema (2.14) se han puesto tanto
condiciones de Dirichlet como de Neumann. Si como caso particular Γd = Γ
y Γn = ∅, entonces, al ser el fluido incompresible, habŕıa que poner como
condición adicional de contorno (Hughes [2000]):

∫

Γ

u · n dΓ = 0 (2.15)

que refleja sencillamente que el flujo que entra ha de ser igual al que sale
para que la masa de ĺıquido en el dominio sea constante. Además, en este
caso, no hay ninguna condición de contorno para la presión, quedando dicho
campo determinado salvo una constante arbitraria.

2.2.3. Ecuaciones de Navier-Stokes. Formulación débil
del problema

Los cálculos para pasar de la formulación fuerte expuesta en (2.14) a la
formulación débil se desarrollan en el apéndice A. El problema queda aśı
planteado: Sea el dominio Ω ∈ R3. Encontrar un campo vectorial u(x, t) →
R3 que cumpla u = ud en Γd y un campo escalar p(x, t) → R tales que
∀v ∈ V y ∀q ∈ Q se cumpla:

∫

Ω

(−pI + 2µD) : ∇v dΩ +

∫

Ω

ρf

(
∂u

∂t
+ u ·∇u

)
· v dΩ +

∫

Ω

(∇ · u) q dΩ =

∫

Γn

tn · v dΓn

(2.16)

donde el significado de los espacios funcionales V y Q se han definido en el
apéndice A.

2.3. Solución numérica de las ecuaciones me-

diante el MEF

Las ecuaciones de Navier-Stokes son no lineales, en derivadas parciales y
no se han resuelto anaĺıticamente salvo en casos muy particulares. De hecho
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hay cuestiones abiertas, como la demostración de la condición de consistencia,
esto es, si una pequeña variación de las condiciones iniciales origina una
pequeña variación en el resultado 3.

La solución de estas ecuaciones mediante métodos numéricos se llama
Dinámica de Fluidos Computacional.

Tradicionalmente el método empleado era el de diferencias finitas, pero
uno de los principales inconvenientes es que para geometŕıas curvas se compli-
ca la expresión de las derivadas direccionales. Otros métodos que se aplican
actualmente son el método de volúmenes finitos y el método de part́ıculas,
siendo este último un método donde no se requiere una malla. Para una va-
loración de estos métodos en cuanto ventajas e inconvenientes respecto al
MEF ver Calvo [2003].

2.3.1. Ecuaciones de elementos finitos

La caracteŕıstica principal y diferenciadora del MEF frente a otros mé-
todos numéricos son las funciones que se eligen para aproximar la solución
exacta del modelo matemático (Oden y Carey [1984]). Es decir, dentro de
los espacios funcionales U ,P ,V , y Q definidos en el apéndice A nos vamos
a restringir a subespacios de dimensión finita que se denominan espacios de
las funciones de forma.

a) Aproximación del campo de velocidades:

u(x) ≈ uh(x) =
nu∑

A=1

NA
u (x)uA (2.17a)

uh(x) ∈ Uh ⊂ U (2.17b)

siendo uh(x) la función que aproxima el campo incógnita de velocida-
des u(x), Uh el espacio funcional restringido de dimensión finita, nu el
número total de nodos de velocidad, Nu las funciones de forma para las
velocidades y uA el vector velocidad incógnita en cada nodo.

b) Aproximación del campo de presión:

p(x) ≈ ph(x) =

np∑
I=1

N I
p (x)pI (2.18a)

ph(x) ∈ Ph ⊂ P (2.18b)

siendo ph(x) la función que aproxima el campo incógnita de presión p(x),
Ph el espacio funcional restringido de dimensión finita, np el número total

3Desde Mayo del año 2000 el Instituto Clay de Matemáticas ofrece un premio de
1,000,000 $ al que resuelva esta cuestión.
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de nodos de presión, Np las funciones de forma para la presión y pI el
escalar presión incógnita en cada nodo.

c) Aproximación de las funciones de peso de las velocidades:

v(x) ≈ vh(x) =
nu∑

B=1

NB
u (x)δvB (2.19a)

vh(x) ∈ Vh ⊂ V (2.19b)

donde δvB son las velocidades virtuales arbitrarias en cada nodo y Vh el
espacio funcional restringido, igualmente de dimensión finita.

d) Aproximación de las funciones de peso de la presión:

q(x) ≈ qh(x) =

np∑
J=1

NJ
p (x)δqJ (2.20a)

qh(x) ∈ Qh ⊂ Q (2.20b)

donde δqJ son las presiones virtuales arbitrarias en cada nodo y Qh el
espacio funcional restringido, también de dimensión finita.

En este caso se han tomado las mismas funciones de forma para aproximar
la solución y para las funciones de peso. Esta elección es la que da origen al
método de Bubnov-Galerkin (Zienkiewicz y Taylor [2000b]). Por otra
parte, este método da lugar a campos de velocidad inestables para ciertas
condiciones, por lo que es necesario aplicar técnicas de estabilización que se
discutirán más adelante.

Las funciones de aproximación (con el supeŕındice h) han de sustituirse
en la ecuación (2.16) y obtendŕıamos las ecuaciones algebraicas que permiten
obtener la solución aproximada. Como la expresión (2.16) ha de cumplirse
para cualquier velocidad y presión virtual, obtenemos el siguiente sistema de
ecuaciones no lineal.

Mu̇A + N(uA)uA + KuA + QTpI = F (2.21a)

QuA = 0 (2.21b)

donde las matrices se han ensamblado con la contribución de cada elemento
(Zienkiewicz y Taylor [2000b]). El vector uA contiene la velocidad in-
cógnita en cada nodo de velocidad y el vector pI la presión en cada nodo de
presión.

Observación. Hay que recordar que los nodos de velocidad no tienen por
qué coincidir con los nodos de presión. De hecho, en el elemento utilizado en
este trabajo no coinciden.
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Las integrales que vienen a continuación se extienden sobre el dominio
del elemento Ωe, aśı que los términos integrales representan la colaboración
del elemento e a las matrices globales.

Dichas matrices globales se obtienen a partir de las matrices elementales

aplicando el operador de ensamblaje estándar A
nel

e=1 (Zienkiewicz y Tay-
lor [2000b]). En lo que sigue ndim es el número de dimensiones del problema
(2 ó 3) y I la matriz identidad.

La matriz de masas M es:

M =

nel

A
e=1

me donde me =




m11Indim
. . . m1nuIndim

...
. . .

...
mnu1Indim

. . . mnunuIndim


 (2.22)

obteniéndose los coeficientes mαβ de la siguiente forma:

mαβ = ρf

∫

Ωe

Nα
uN

β
u dΩe (α, β = 1, . . . , nu) (2.23)

La matriz de convección N es:

N(uA) =

nel

A
e=1

ne(uA) con ne =




n(uA)11Indim
. . . n(uA)1nuIndim

...
. . .

...
n(uA)nu1Indim

. . . n(uA)nunuIndim




(2.24)
donde los coeficientes n(uA)αβ son:

n(uA)αβ = ρf

∫

Ωe

Nα
u uh ·∇Nβ

u dΩe (α, β = 1, . . . , nu) (2.25)

La matriz de viscosidad K es:

K =

nel

A
e=1

ke donde ke =




k11Indim
+ κ11 . . . k1nuIndim

+ κ1nu

...
. . .

...
knu1Indim

+ κnu1 . . . knunuIndim
+ κnunu




(2.26)
con los coeficientes kαβ obtenidos como sigue:

kαβ = µ

∫

Ωe

∇Nα
u ·∇Nβ

u dΩe (α, β = 1, . . . , nu) (2.27)

Y las matrices καβ son:
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καβ =




καβ
11 . . . καβ

1ndin
...

. . .
...

καβ
ndim1 . . . καβ

ndimndim


 (2.28)

siendo los elementos καβ
rs :

kαβ
rs = µ

∫

Ωe

Nα
u,s ·Nβ

u,r dΩe (α, β = 1, . . . , nu) (r, s = 1, . . . , ndim) (2.29)

La matriz de la presión e incompresibilidad Q queda:

Q =

nel

A
e=1

qe donde qe =




%11T
. . . %1nu

T

...
. . .

...

%np1T
. . . %npnu

T


 (2.30)

donde los vectores %γβT
son:

%γβT

=
[
%γβ

1 , . . . , %γβ
ndim

]
(2.31)

siendo los elementos %γβ
r :

%γβ
r = −

∫

Ωe

Nγ
p N

β
u,r dΩe (γ = 1, . . . , np) (β = 1, . . . , nu) (r = 1, . . . , ndim)

(2.32)
Finalmente, el vector de fuerzas F se obtiene aśı:

F =

nel

A
e=1

fe donde fe =




ζ1

...
ζnu


 (2.33)

Los vectores ζαT

son:
ζαT

=
[
ζα
1 , . . . , ζ

α
ndim

]
(2.34)

siendo los elementos ζα
r :

ζα
r =

∫

Γn

Nα
p tr dΓn (α = 1, . . . , np) (r = 1, . . . , ndim) (2.35)

donde tr es la tensión impuesta en la dirección r. El dominio Γn se refiere al
contorno del fluido con condiciones naturales, luego ni los elementos interiores
ni los exteriores con condiciones de Dirichlet cuentan.

Observación. En la notación utilizada en todas las expresiones anteriores
se ha seguido el siguiente criterio: Nu son las funciones de forma para el
campo de velocidades (2.17), Np las funciones de forma para el campo de
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presiones (2.18) y Nu,r la derivada de esa función según la componente r
(r = 1, . . . , ndim).

Las ecuaciones obtenidas (2.21) son no lineales debido al término convec-
tivo N(uA)uA y se han resuelto iterativamente linealizándolas y utilizando
el método de Newton-Raphson.

2.3.2. Tecnoloǵıa de elementos

En las ecuaciones (2.21) a resolver hay tanto incógnitas de velocidad uA

como incógnitas de tensión pI , teniendo por tanto una formulación mixta del
problema.

A la hora de elegir el tipo de elemento, caben hacer dos consideraciones:

1. Número de nodos totales del elemento. Cuanto mayor es el número
de nodos por elemento, mayor cantidad de grados de libertad tiene el
problema, y por consiguiente mayor es el coste computacional. Por otra
parte la solución obtenida generalmente es más precisa.

2. Relación entre nodos de velocidad y nodos de presión. Si se elige un
elemento con demasiados nodos de presión con relación a los nodos de
velocidad, se puede producir el fenómeno llamado de bloqueo. La causa
del bloqueo es el excesivo número de ecuaciones de restricción, que
viene dado por el número de filas de la matriz Q en (2.21b). Por otra
parte, un número excesivamente bajo de nodos de presión en relación
a los nodos de velocidad da lugar a que los movimientos de la malla no
verifiquen la restricción de incompresibilidad.

Aqúı se ha tomado el elemento Q1/P0, que significa que la velocidad se
aproxima con un polinomio de orden 1 completo, mientras que la presión
con un polinomio de orden 0, esto es, una constante. Esto quiere decir que
si la solución real en velocidades fuera un polinomio de primer grado, la
aproximación numérica seŕıa exacta (Hughes [2000]). Con más detalle:

a) Para el campo de velocidades, en el caso 3D se utilizan 8 nodos (uno
en cada vértice del hexaedro), y las funciones de forma son polinomios
trilineales incompletos. En el caso 2D los cuatro nodos en los vértices da
lugar a funciones de forma bilineales incompletas.

b) Para el campo de presiones solamente se utiliza un nodo en el centro del
hexaedro y el cuadrilátero, siendo la función de forma un polinomio de
grado 0 (constante) tanto en 2D como en 3D.

La mayor ventaja de este elemento es su reducido número de grados de
libertad aśı como la posibilidad de realizar una condensación estática con el
nodo interno de presión, aunque tiene el inconveniente de no cumplirse la
condición inf-sup.
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Figura 2.3: Elemento de referencia Q1/P0.

El problema de la incompresibilidad

Al formular la ecuación constitutiva de la sangre, una de las caracteŕısticas
que se propuso es la incompresibilidad (expresión (2.8)). Esto puede ocasionar
problemas de bloqueo, por lo que seguidamente se analiza lo que sucede en
el elemento Q1/P0.

Condición de Ladyzhenskaya-Babus̆ka-Brezzi (LBB)
Existe una condición suficiente que nos permite averiguar a priori si los

campos de velocidad y presión suministrados por el elemento no producen
bloqueo, o matemáticamente hablando, si el problema (2.16) está bien con-
dicionado en los espacios funcionales Uh y Ph de las funciones de forma. Es
la condición LBB, también llamada inf-sup, que dice aśı (Xu y Zikatanov
[2000]):
Sea Vh

0 = {vh ∈ Vh | ∫
Ω

(∇ · vh
)
qh dΩ = 0, ∀q ∈ Qh}. Si se cumple:

inf
uh∈Vh

0

sup
vh∈Vh

0

a(uh,vh)

‖uh‖V‖vh‖V ≡ αh > 0 (2.36a)

inf
qh∈Qh

sup
vh∈Vh

b(vh, qh)

‖uh‖V‖vh‖Q ≡ βh > 0 (2.36b)

siendo a(uh,vh) el operador de (2.27) y b(vh, qh) el de (2.32) y

‖uh‖V =

(∫

Ω

uh · uh dΩ

) 1
2

‖vh‖Q =

(∫

Ω

vh · vh dΩ

) 1
2

entonces el problema está bien planteado y no hay problema de bloqueo.
Comprobar la condición LBB es complejo en un caso general y actual-

mente no es aplicable de manera general y sistemática, teniendo que recurrir
la mayoŕıa de las veces a técnicas numéricas para abordar la comprobación
a posteriori (Oden y Carey [1984]). De todas maneras, existe una forma
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heuŕıstica de hacernos una idea a priori si puede haber problemas de bloqueo.
Se define el cociente r (constraint ratio) como: r = neq

nc
siendo neq el número

total de ecuaciones de las velocidades después de imponer las condiciones de
contorno (número de filas de la matriz K en (2.21a) y nc el número de ecua-
ciones de restricción (número de filas de la matriz Q en (2.21b)). Según esta
idea, si r ≤ 1 se produce bloqueo, siendo el número óptimo r = 2 (Hughes
[2000]). El elemento utilizado aqúı, a pesar de no cumplir la condición LBB,
tiene un ratio óptimo r = 2 y se ha comprobado que no se bloquea.

Observación. La condición LBB es una condición suficiente, por lo que
puede haber elementos que no la cumplan y sin embargo no bloquearse, como
es nuestro caso.

Oscilación del campo de presiones. Método de penalización
El utilizar un sólo nodo de presión en cada elemento puede originar osci-

laciones espurias del campo de presión. Para eliminar dichas oscilaciones las
tensiones son suavizadas en el post-proceso de los resultados. Asimismo se
ha utilizado el método de penalización, que consiste en hacer una pequeña
modificación en las ecuaciones de restricción (2.21b) para hacer desaparecer
la submatriz nula en la matriz de rigidez global, esto es, que aparezcan tér-
minos de presión en las ecuaciones de restricción. Con esto se consigue que
la presión se pueda despejar a nivel de elemento.

Aśı la ecuación original de la divergencia (2.8) se transforma en 4:

∇ · u = 0 −→ ∇ · u +
p

λ
= 0 (2.37)

siendo λ un número arbitrario. Cuanto mayor sea λ, más exacta se pondrá
la condición de incompresibilidad.

En el sistema de ecuaciones (2.21) este nuevo término da lugar a la apa-
rición de una nueva submatriz G:

Mu̇A + N(uA)uA + KuA + QTpI = F (2.38a)

QuA + GpI = 0 (2.38b)

La matriz G seŕıa la siguiente:

G =

nel

A
e=1

ge donde ge =




g11 . . . g1np

...
. . .

...
gnp1 . . . gnpnp


 (2.39)

donde los términos gαβ se calculan como:

4El origen de esta formulación para tratar la incompresibilidad se puede ver en Herr-
mann [1965].
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gαβ =
1

λ

∫

Ωe

Nα
p N

β
p dΩe (α, β = 1, . . . , np) (2.40)

El problema de la inestabilidad de las velocidades

El problema de la oscilación de las velocidades es un problema numéri-
co que se presenta en general en las ecuaciones de advección-difusión, que
a diferencia de la incompresibilidad, no refleja ninguna caracteŕıstica f́ısica
del fluido. El problema consiste en que en la solución aparece un campo de
velocidades no suave que oscila en torno a la solución exacta.

No obstante, para números de Reynolds bajos el problema de la oscilación
no tiene importancia, sino que es para números de Reynolds elevados cuando
toma relevancia. Si se observa el cuadro 2.2, donde se dan los números de
Reynolds para condiciones fisiológicas normales, en la arteria aorta el número
de Reynolds es bastante elevado y śı habŕıa que usar la estabilización (todo
esto suponiendo que no es viable disminuir el tamaño de los elementos de
la malla). Y si tenemos condiciones fisiológicas de esfuerzo, al aumentar el
caudal sangúıneo aumenta proporcionalmente el número de Reynolds, por lo
que la estabilización se hace más necesaria.

Observación. Conviene aclarar que estas oscilaciones en el campo de velo-
cidades no están relacionadas con la turbulencia. La turbulencia aparece con
números altos de Reynolds (el valor cŕıtico depende de la geometŕıa particu-
lar) y se debe a una fenomenoloǵıa f́ısica. Es decir, es un fenómeno f́ısico
real que hace que el flujo deje de ser laminar y se produzcan campos de velo-
cidades locales en forma de torbellinos. En cambio, el problema de oscilación
en las velocidades al que aqúı nos referimos es un problema numérico.

Para evitar esta oscilación en las velocidades una posibilidad es hacer la
malla más fina, pero procediendo aśı se incrementaŕıa demasiado el coste
computacional. De ah́ı la introducción de un método de estabilización.

En cuanto a métodos para estabilizar, hay varias alternativas, como el de
mı́nimos cuadrados de Galerkin (GLS) (Mulder [1997], Franca et al.
[1993], Donea y Huerta [2003]), el de funciones burbuja (Russo [1996]),
métodos de multiescala (Hughes [1995]), etc... Aqúı se adopta el método
SUPG que se describe a continuación.

Método SUPG
El método SUPG (Streamline Upwind/Petrov-Galerkin) consiste en aña-

dir una difusión numérica artificial a la ecuación de advección-difusión. Dicha
difusión se añade únicamente en la dirección del flujo. El término de estabi-
lización es (Brooks y Hughes [1982]):

ST =
∑

e

∫

Ωe

τsupg(u · ∇v) ·R dΩe (2.41)
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donde la integral se hace en cada elemento y después se suma la contribución
de cada elemento, R es el residuo de la ecuación en forma fuerte:

R = ρf

(
∂u

∂t
+ u ·∇u

)
+ ∇p− 2µ∇ ·D (2.42)

y τsupg es un coeficiente que gradúa la importancia del término ST . Éste se
define como (Brooks y Hughes [1982]):

τsupg =
h

2‖u‖ ζ(Re) (2.43)

siendo h el tamaño del elemento en la dirección del flujo (Heinrich y Pep-
per [1999]), ‖u‖ el módulo de la velocidad en el centro del elemento (definido
como el punto al que se transforma el centro del elemento de referencia) y ζ
un coeficiente que se define como (Mulder [1997]):

ζ =
Re

1 +Re
(2.44)

que indica la mayor influencia del término de estabilización cuanto mayor es
el número de Reynolds (figura 2.4):
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Figura 2.4: Coeficiente ζ en función del número de Reynolds. Escala logaŕıt-
mica.

Ecuaciones finales

Introduciendo la corrección de la incompresibilidad y el término de esta-
bilización en la forma débil (2.16), la ecuación estabilizada quedaŕıa:
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∫

Ω

(−pI + 2µD) : ∇v dΩ +

∫

Ω

ρf

(
∂u

∂t
+ u ·∇u

)
· v dΩ +

∫

Ω

(
∇ · u +

p

λ

)
q dΩ +

∑
e

∫

Ωe

τsupg(u · ∇v) ·R dΩe =

∫

Γn

tn · v dΓn

(2.45)

donde se ve que la diferencia con la ecuación (2.16) son los términos
p

λ
y ST .

Las ecuaciones discretizadas por el MEF quedaŕıan finalmente:

Mu̇A + N(uA)uA + KuA + ST(uA)uA + QTpI = F (2.46a)

QuA + GpI = 0 (2.46b)

siendo la expresión ST(uA)uA los sumandos añadidos por la estabilización.
Se ha escrito de tal forma para resaltar la no linealidad de estos sumandos.

2.3.3. Implementación computacional

Las ecuaciones finales (2.46) se han implementado en un código de ele-
mentos finitos llamado FEAP (Taylor [2000a]). Concretamente, lo que se ha
hecho es añadir una subrutina con un nuevo elemento (elemento de fluido),
al cual se llama desde el código principal del programa.

En el apéndice B se comentan algunas particularidades de la implemen-
tación y en el ejemplo numérico del apartado 2.4.1 se muestra un análisis de
cómo afecta la linealización del término ST para construir la matriz tangente
en cuanto al número de iteraciones necesario.

Se ha implementado el elemento de tal forma que sea válido para 2D,
3D y flujo axilsimétrico, tanto para estado estacionario como para estado
transitorio. Asimismo, se ha hecho versión para el flujo de Stokes, esto es,
cuando el término convectivo ρfu ·∇u se puede despreciar.

En el cuadro 2.3 se muestran todos los elementos implementados, todos
ellos pudiendo funcionar en régimen estacionario o transitorio. También se
incluyen aqúı los elementos en formulación ALE, aunque estos elementos se
utilizarán en el caṕıtulo 4.

2.4. Ejemplos de validación

Para la verificación de las prestaciones computacionales de los elementos
programados se han realizado varios ejemplos de validación. A continuación
se muestran cuatro de ellos en los que se ha incluido el flujo de Womersley, que
se ha elegido por ser un caso de régimen transitorio con solución anaĺıtica y
por ser un caso donde hay que imponer presiones como condición de contorno.
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Elemento Nombre Caracteŕısticas
1 st2w Stokes 2D
2 st3w Stokes 3D
3 axwo Stokes en flujo axilsimétrico
4 din2 Navier-Stokes 2D
5 din3 Navier-Stokes 3D
6 axni Navier-Stokes en flujo axils.
7 sui2 Navier-Stokes 2D con estabilización SUPG
8 sui3 Navier-Stokes 3D con estab. SUPG
9 axsu Navier-Stokes en flujo axils. con estab. SUPG
10 nsa2 Navier-Stokes 2D con formulación ALE
11 nsa3 Navier-Stokes 3D con form. ALE
12 axal Navier-Stokes en flujo axils. con form. ALE
13 sua2 Navier-Stokes 2D con form. ALE y estab. SUPG
14 sua3 Navier-Stokes 3D con form. ALE y estab. SUPG
15 axau Navier-Stokes axils. con form. ALE y estab. SUPG

Cuadro 2.3: Nombre y descripción de los elementos implementados.

Aśı este ejemplo nos permite conocer si se ha implementado correctamente
la presión en el elemento.

El vector velocidad se denota con u, y sus componentes se denotan con u
la velocidad horizontal y v la velocidad vertical. En estos cuatro ejemplos no
se explicitan las unidades, pudiendo tomarse cualquier sistema consistente.

Las trayectorias y ĺıneas de corriente que se muestran se han calcula-
do mediante integración impĺıcita del campo de velocidades, detallándose el
procedimiento en el apéndice C.

Observación. La trayectoria de una part́ıcula es la curva que realmente des-
cribe dicha part́ıcula teniendo en cuenta que el campo de velocidades cambia
en cada instante de tiempo. Por otra parte, las ĺıneas de corriente son las
curvas tangentes al campo de velocidades en un instante determinado. En
estado estacionario las trayectorias y las ĺıneas de corriente coinciden.

2.4.1. Flujo confinado en una cavidad

Este problema es ya un clásico de la mecánica de fluidos (Ghia et al.
[1982], Mulder [1997], Armero [1993]). Consiste en un dominio cuadrado
donde no entra ni sale fluido, sino que únicamente existe circulación interior
mediante la imposición de una velocidad tangencial en la parte superior (fi-
gura 2.5).

Descripción del problema:

a) Imposición de una velocidad uniforme de valor unidad (u = 1) en el borde
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B
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u = 0

u = 0

v = 0
u = 0L

L

v = 0

v = 0

v = 0u = 1

Figura 2.5: Geometŕıa del área de confinamiento de la cavidad.

superior de la cavidad.

b) Condición de no deslizamiento en las paredes laterales e inferior, lo cual
equivale a anular la velocidad (u = 0) en el resto del contorno.

c) Se toma L = 1. La densidad del fluido es ρf = 1 y la viscosidad µ se
modula para conseguir el número de Reynolds que queramos. Con los
parámetros anteriores, resulta sencillamente Re = µ−1.

d) Los resultados que se muestran es cuando se alcanza la situación estacio-
naria salvo en el dibujo con las trayectorias de algunas part́ıculas (figura
2.9, izquierda).

Los resultados con los que se van a validar nuestros resultados se han
tomado de Ghia et al. [1982]. En dicho art́ıculo se resuelven las ecua-
ciones de fluido en régimen estacionario para diversos números de Reynolds
(incluidos Re = 400 y Re = 10000) mediante diferencias finitas y técnicas
multi-malla, mostrando los resultados numéricos tabulados a lo largo de las
secciones A y B, con lo que se facilita la comparación. También muestra las
ĺıneas de corriente, con lo que se pueden comparar al menos cualitativamente
con las obtenidas aqúı.

Cabe comentar que en este problema la formación de vórtices secunda-
rios, terciarios, etc... va incrementándose conforme aumenta el número de
Reynolds, pero los vórtices más pequeños no se pueden captar si la malla no
es lo suficientemente fina. De ah́ı que cuanto mayor es Re, más fina ha de ser
la malla (al menos en las dos esquinas inferiores y en la superior izquierda).
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Caso de Reynolds = 400
Para este número de Reynolds se ha utilizado una malla uniforme de

100x100 elementos, observando que es suficientemente fina para captar los
vórtices primarios y secundarios formados en ambos lados de la parte inferior.

En la figura 2.6 se muestran los contornos de velocidad horizontal aśı
como el perfil de dicha velocidad en la sección A, que pasa por el centro
geométrico. Este perfil concuerda muy bien con el obtenido en Ghia et al.
[1982]. Análogamente, en la figura 2.7 se muestran los contornos de velocidad
vertical y el perfil de esta velocidad en la sección B, que también pasa por
el centro geométrico. También se observa una buena correspondencia con los
resultados de la literatura.
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Figura 2.6: Velocidad horizontal y perfil en la sección A. Re = 400.
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Figura 2.7: Velocidad vertical y perfil en la sección B. Re = 400.

La figura 2.8 muestra las curvas isobaras. Como se están utilizando ele-
mentos con un nodo de presión se ha realizado una proyección de la presión
del elemento a la presión en los nodos dentro del mismo programa de elemen-
tos finitos FEAP. Esta interpolación consiste en hacer una media ponderada
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de la presión de cada elemento que contiene al nodo. La ponderación es el
área del elemento.

Figura 2.8: Representación cualitativa de las curvas isobaras. Re = 400.

Observación. En la figura 2.8 únicamente se muestran las curvas isobaras
de forma cualitativa y no su valor, ya que la presión y las tensiones en las
esquinas superiores dependen de cuán fina ha sido la discretización. Esto es
únicamente un efecto local y para una distancia suficientemente lejana las
presiones no dependen de la discretización. La razón es que en el problema
se impone velocidad en los nodos de la ĺınea superior, pero en los nodos
siguientes de los laterales se restringe dicha velocidad. Por tanto, cuanto más
fina sea la malla, mayores serán los gradientes de velocidad en los laterales de
la parte superior y por tanto las tensiones y la presión. No obstante, las ĺıneas
rojas indican altas presiones y las azules bajas presiones. Esta consideración
también se aplicará al caso de la siguiente sección, y en general, a todos los
casos donde directa o indirectamente se imponga un gradiente de velocidad
que depende de la discretización hecha.

En la figura 2.9, a la izquierda se muestra la trayectoria real de unas
part́ıculas materiales situadas en el instante inicial en los puntos del dominio
(0.05, 0.05), (0.2, 0.2), (0.5, 0.5), (0.9, 0.95) y (0.9, 0.05), los cuales se han
señalado con un pequeño ćırculo. En la parte derecha de dicha figura se
observan las ĺıneas de corriente cuando se alcanza el estado estacionario. La
trayectoria de las part́ıculas en la parte inferior derecha e izquierda son desde
el principio prácticamente las mismas que en el estado estacionario, debido
a que la velocidad de esos vórtices es muy pequeña.

Obsérvese que los vórtices primarios son grandes y se ven perfectamente,
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Figura 2.9: Trayectoria de las part́ıculas en régimen transitorio (izquierda) y
ĺıneas de corriente en estado estacionario (derecha). Re = 400.

pero los secundarios son demasiado pequeños y apenas se aprecian. Compa-
remos también la localización del centro de los vórtices con la obtenida en
Ghia et al. [1982] dando las coordenadas cartesianas de éstos.

Vórtice Ghia Trabajo presente
Principal 0.5547, 0.6055 0.5565, 0.6062

Primario inferior izquierda 0.0508, 0.0469 0.05, 0.046
Primario inferior derecha 0.8906, 0.125 0.886, 0.122

Cuadro 2.4: Coordenadas del centro de los vórtices en la cavidad. Re = 400.

Caso de Reynolds = 10000

Para comprobar el efecto de la estabilización se ha repetido el caso con
Re = 10000. La malla utilizada es de 300x300 elementos. Dicha malla no
es uniforme, sino que en las esquinas inferiores se han utilizado elementos
de menor tamaño que en el centro y parte superior. En la figura 2.10 se
muestran los contornos de velocidad vertical del elemento no estabilizado,
donde se aprecia en la parte superior la oscilación espuria de ésta.

A continuación se muestran los resultados del elemento estabilizado. En
la figura 2.11 se observan los contornos de la velocidad horizontal, aśı como el
perfil de dicha velocidad en la sección A, donde se producen unos gradientes
mucho más acusados que en el caso anterior con Re = 400. La figura 2.12
muestra la velocidad vertical, la cual se puede comparar con la figura 2.10.
La estabilización ha eliminado las oscilaciones espurias. Nuevamente en el
perfil de velocidad se observan mayores gradientes de velocidad. En cuanto a
la comparación con Ghia et al. [1982] se observa que los perfiles son algo
más amplios que en nuestro trabajo.
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Figura 2.10: Velocidad vertical con el elemento sin estabilizar. Re = 10000.
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Figura 2.11: Velocidad horizontal y perfil en la sección A. Re = 10000.

En la figura 2.13 se muestran las trayectorias y ĺıneas de corriente. A la
izquierda están las trayectorias desde el instante inicial en los mismos puntos
que en el caso anterior, donde se pueden observar las diferencias respecto a
la figura 2.9. Se ha dibujado una de las ĺıneas en rojo para mayor claridad.
A la derecha se observan las ĺıneas de corriente al final cuando se alcanza
el estado estacionario. El vórtice primario de la parte inferior derecha ahora
tiene un transitorio mayor que en el caso anterior. También ha aparecido un
vórtice primario en la esquina superior izquierda que en el caso anterior no
exist́ıa. Además, el vórtice secundario en la esquina inferior derecha se ha
desarrollado mucho más y es claramente visible, no ocurriendo lo mismo con
el secundario de la esquina inferior izquierda, que sigue siendo muy pequeño.

Las ĺıneas de corriente también se han comparado con Mulder [1997],
observando buena concordancia.

En el cuadro 2.5 se compara el centro de los vórtices principales.

Se observa una desviación mayor en los dos vórtices de la parte inferior
derecha, posiblemente por tener localmente nuestra malla en esa zona un



42 2.4. Ejemplos de validación

-5.63E-01

-4.81E-01

-3.99E-01

-3.17E-01

-2.35E-01

-1.53E-01

-7.11E-02

 1.08E-02

 9.28E-02

 1.75E-01

 2.57E-01

-6.45E-01

 3.39E-01

_________________ DISPLACEMENT  2 

               Time = 0.00E+00

−0.6

−0.5

−0.4

−0.3

−0.2

−0.1

 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

V
el

o
ci

d
ad

 v
er

ti
ca

l

Coordenada horizontal

Ghia
Trabajo presente

Figura 2.12: Velocidad vertical y perfil en la sección B. Re = 10000.
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Figura 2.13: Trayectoria de las part́ıculas en régimen transitorio (izquierda)
y ĺıneas de corriente en estado estacionario (derecha). Re = 10000.

Vórtice Ghia Trabajo presente
Principal 0.5117, 0.5333 0.515, 0.528

Primario superior izquierda 0.0703, 0.9141 0.067, 0.913
Primario inferior izquierda 0.0586, 0.1641 0.065, 0.155
Primario inferior derecha 0.7656, 0.0586 0.814, 0.066

Secundario inferior derecha 0.9336, 0.0625 0.96, 0.034

Cuadro 2.5: Coordenadas del centro de los vórtices en la cavidad. Re = 10000.

tamaño de elemento mayor que en Ghia et al. [1982], ya que para números
de Reynolds elevados la captura de los vórtices es muy sensible a la finura de
la discretización utilizada.

A continuación y dentro de este mismo ejemplo se muestra un experi-
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mento numérico para estudiar cómo afecta la linealización del término ST
en la velocidad de convergencia. Como ya se comentó en el apartado 2.3.2 el
término de estabilización ST es no lineal , por lo que hay que linealizarlo en
cada iteración para calcular la matriz tangente de las ecuaciones. Hay varias
posibilidades para hacer esto, desde calcular su expresión exacta hasta no
incorporar su aportación a la matriz tangente total. El problema está en que
calcular la expresión exacta origina un coste computacional relativamente
elevado, aunque reduce el número de iteraciones hasta la convergencia. Por
ello, lo ideal seŕıa llegar a una solución de compromiso.

Para ello se han hecho pruebas de cuántas iteraciones se necesitan en cada
paso de tiempo dependiendo de cómo se linealice el término ST . Se muestra
aqúı el caso de Re = 400 con tres experimentos computacionales (ver figura
2.14). En el primero de ellos se linealiza de forma exacta el término ST
(curva azul). En el segundo se linealiza parcialmente: concretamente, en la
expresión (2.41) el residuo R se deja como constante y se linealiza el término
u · ∇v (curva roja). En el tercero se construye la matriz tangente sin incluir
la aportación de dicho término (curva verde).
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Figura 2.14: Distintas linealizaciones del término ST en el caso de flujo con-
finado en una cavidad. Re = 400.

Se observa que construir la matriz tangente sin la aportación del término
ST no es rentable respecto al tiempo de cálculo, ya que aumenta demasiado
el número de iteraciones. En cambio, con una linealización parcial el número
de iteraciones adicionales es mucho más bajo, poco más que la linealización
exacta, por lo que śı que compensa linealizar parcialmente el término de es-
tabilización. Por tanto, en la implementación se ha seguido esta estrategia,
esto es, linealizar parcialmente, ya que el hacerlo de forma exacta aumen-
ta el coste computacional (implementación y tiempo de CPU) más que la
compensación por el número de iteraciones que nos ahorramos.
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Observación. Para poder comparar de forma correcta hay que tener en
cuenta no sólo el número de iteraciones sino también el tiempo en hacer
cada iteración. Por ello, para problemas con decenas de miles de grados de
libertad śı compensa linealizar totalmente el término ST, ya que el tiempo en
resolver el sistema de ecuaciones de cada iteración es muy elevado.

2.4.2. Flujo sobre un escalón inverso

El segundo ejemplo es también un clásico en la mecánica de fluidos. Con-
siste en la imposición de una velocidad uniforme a la entrada de un tubo,
dejando libre el extremo de salida. La particularidad es el escalón en el tubo
que hace que se produzca una separación de flujo y se formen torbellinos,
rompiéndose aśı el flujo laminar. Estos remolinos son más extensos cuanto
mayor sea el número de Reynolds.

A B

x

y

2.55a

6.12a

v = 0

u = 0

u = 1

v = 0 v = 0

40a

σ · n = 0

6a

u = 0

u = 0 v = 0

a
a

Figura 2.15: Geometŕıa del problema del escalón inverso.

Descripción del problema:

a) Imposición de una velocidad uniforme de valor unidad (u = 1) en el
extremo inicial.

b) Condición de no deslizamiento en la pared del tubo, lo cual equivale a
anular la velocidad (u = 0) en el resto del contorno.

c) Se toma a = 1. La densidad del fluido es ρf = 1 y la viscosidad se adapta
para conseguir un número de Reynolds Re = 389 y aśı poder comparar
con los resultados experimentales de Armaly et al. [1983]. De ah́ı
resulta µ = 5.14 · 10−3.

d) Se ha utilizado una malla densa (16 elementos en la dirección vertical
en la zona del escalón) con el fin de captar adecuadamente la zona de
recirculación, sobre todo a efectos de poder calcular con precisión las
ĺıneas de corriente.
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e) Los resultados se muestran en estado estacionario salvo las ĺıneas de
corriente y perfiles en distintos instantes del transitorio (figura 2.19).

Es importante señalar que el número de Reynolds para este problema se
ha definido como en Armaly et al. [1983], esto es:

Re =
2aρfu

µ
(2.47)

donde 2a es el diámetro hidráulico para este problema 5. Se ha elegido el
ejemplo con Re = 389 porque en Armaly et al. [1983] los resultados
experimentales coinciden bien con los teóricos (cuanto menor es Re mejor
coinciden).

En el citado art́ıculo se muestran los resultados experimentales en estado
estacionario. Concretamente se registra el perfil de velocidad en varias sec-
ciones, incluidas las marcadas con A y B en la figura 2.15, que son las que
compararemos.

En las figuras 2.16 y 2.17 se muestran los contornos de velocidad horizon-
tal y vertical respectivamente.
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En la figura 2.18 se comparan los resultados experimentales de Armaly
et al. [1983] con los obtenidos aqúı en las dos secciones A y B (ver fi-
gura 2.15). La correspondencia es bastante buena. Cabe comentar que para
este número de Reynolds la estabilización no es necesaria, ya que se ha com-
probado que los resultados son prácticamente indistinguibles utilizando la
estabilización o sin ella.

5El diámetro hidráulico es la relación entre el cuádruple del área de la sección y el
peŕımetro mojado.



46 2.4. Ejemplos de validación

−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

−0.2  0  0.2  0.4  0.6  0.8  1  1.2  1.4

C
o

o
rd

en
ad

a 
v

er
ti

ca
l

Velocidad horizontal

Sección A

Experimentos de Armaly
Trabajo presente

−1

−0.75

−0.5

−0.25

 0

 0.25

 0.5

 0.75

 1

−0.2  0  0.2  0.4  0.6  0.8  1  1.2  1.4

C
o

o
rd

en
ad

a 
v

er
ti

ca
l

Velocidad horizontal

Sección B

Experimentos de Armaly
Trabajo presente

Figura 2.18: Comparación del perfil de velocidades en las secciones A y B.
Re = 389.

Para observar el régimen transitorio se han obtenido las ĺıneas de corriente
en distintos instantes de tiempo (recordar que cuando se alcanza el régimen
estacionario éstas corresponden a las trayectorias reales). También se mues-
tran los perfiles de velocidad horizontal en distintas secciones.
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t = 30

t = 40

t = 50
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t = 100

Estado estacionario

Figura 2.19: Ĺıneas de corriente y perfiles de velocidad horizontal. Re = 389.

Vórtice Trabajo presente
Primario inferior 9.0555, -0.4135

Cuadro 2.6: Coordenadas del centro del vórtice en el escalón inverso respecto
los ejes de la figura 2.15. Re = 389.

2.4.3. Flujo de Womersley

El flujo de Womersley es un caso con solución anaĺıtica para fluido de
Stokes. En hemodinámica no se puede hablar de un flujo de Womersley puro,
porque en primer lugar, el caudal no retrocede. Pero śı es cierto que el flujo
sangúıneo es pulsátil y en esto es similar al de Womersley.

En todo momento el régimen es transitorio, aunque podemos hablar que
se alcanza una solución periódica. Es un problema axilsimétrico, pero la si-
mulación se ha hecho en el cilindro completo para validar el elemento en tres
dimensiones.

Un interés adicional de este ejemplo es comprobar el funcionamiento de
la presión, ya que en el elemento utilizado la presión es un grado de liber-
tad interno que se condensa y sin embargo la comparación de los resultados
obtenidos con los anaĺıticos es correcta. De todas maneras, lo que realmente
se hace es imponer una tensión normal, pero en un fluido en movimiento las
tensiones normales son prácticamente iguales a la presión, y en un fluido en
reposo coinciden.

Descripción del problema:

a) A la entrada se impone una presión uniforme de variación sinusoidal
P = P0 cos(ωt), con los valores P0 = 10. La frecuencia ω se deja como
variable para modular los distintos casos. A la salida se impone presión
nula.
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Figura 2.20: Geometŕıa del flujo de Womersley.

b) Las caracteŕısticas geométricas son L = 10 y R = 1.

c) La densidad es ρf = 1.05 y la viscosidad µ = 0.04.

Con los datos anteriores, el gradiente de presiones impuesto en la dirección
axial es:

∂p

∂z
=

0− P0 cos(ωt)

L
=

0− 10 cos(ωt)

10
= − cos(ωt) (2.48)

La forma del perfil de velocidades depende del parámetro de Womersley,
que es adimensional, y denotándolo con α se define como:

α = R

√
ρfω

µ
(2.49)

La solución del flujo de Womersley nos proporciona la ley de velocidades
y el caudal en el tiempo. Para la velocidad dicha ley es (Mazumdar [1992]):

u(r, t) = Re

{
− iP0

ρfω

(
1− J0(i

3/2αr/R)

J0(i3/2α)

)
eiωt

}
(2.50)

donde J0 es la función de Bessel 6 de argumento complejo de orden 0, i =
√−1

es la unidad imaginaria, r es la coordenada radial y Re significa que se toma
la parte real del número complejo resultante. Esta solución anaĺıtica se ha
programado para obtener los valores de la velocidad y aśı compararlos con
la solución computacional de nuestro elemento. Para calcular la función de
Bessel J0 en este trabajo se ha utilizado la siguiente expresión:

J0(z) =
∞∑

k=0

(−1)k

(
1
4
z2

)k

(k!)2
(2.51)

6Para una descripción exhaustiva de las funciones de Bessel ver de Castro y Pastor
[1958].
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donde z es un número complejo. Respecto al sumatorio, utilizando unas cuan-
tas decenas de términos se obtiene prácticamente el valor exacto.

Se han desarrollado 4 casos, cuyas frecuencias y correspondientes pará-
metros de Womersley están en el cuadro 2.7.

Frecuencia ω Parámetro de Womersley α
0.4 3.24
0.7 4.29
1.2 5.61
1.8 6.87

Cuadro 2.7: Frecuencias y parámetros de Womersley.

La malla utilizada para la simulación numérica se muestra en la figura
2.21, la cual tiene 1936 nodos y 1620 elementos.

Figura 2.21: Malla del cilindro para el flujo de Womersley.

Los resultados se muestran en la figura 2.22, mostrándose la solución a lo
largo de un diámetro genérico. Las curvas azules representan el valor de la
expresión anaĺıtica de la velocidad y en cruces rojas se muestran los resultados
del cálculo numérico, concretamente el valor de la velocidad en cada nodo a
lo largo de un diámetro. Cada curva representa el perfil en un instante del
tiempo.

Los resultados numéricos representan la situación de régimen permanente,
una vez finalizado el transitorio. Se observa una concordancia perfecta entre
la solución anaĺıtica y la numérica.

En el cuadro 2.8 se da una estimación del parámetro de Womersley α
para los distintos vasos sangúıneos, lo cual puede darnos una idea de cómo
evoluciona el perfil de velocidades en el flujo sangúıneo comparando con la
figura 2.22. Los valores se han calculado suponiendo la densidad ρf = 1.05
g/cm3, la viscosidad µ = 0.04 Poise, y una frecuencia card́ıaca de 72 latidos
por minuto con la que se obtiene ω = 7.54 rad/s.

Se observa que la arteria aorta y la vena cava tienen un valor de α que
observando la figura 2.22 hacen pensar en un flujo bastante plano. En cambio,
en los vasos más pequeños el perfil seŕıa más parabólico. No obstante, en los
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capilares la hipótesis de medio continuo para la sangre empieza a alejarse
demasiado de la realidad, aśı que este análisis hay que tomarlo con cautela.
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Figura 2.22: Perfiles de velocidad en el flujo de Womersley. La ĺınea azul
continua es la solución anaĺıtica y los puntos rojos el resultado numérico.

Vaso Diámetro (cm) Parámetro de Womersley α
Aorta 2.5 18
Arterias 0.4 3
Arteriolas 5 · 10−3 0.035
Capilares 8 · 10−4 0.006
Vénulas 2 · 10−3 0.015
Venas 0.5 4
Vena cava 3 21

Cuadro 2.8: Parámetros de Womersley para el sistema vascular.

2.4.4. Flujo rodeando un cilindro. Torbellinos de Von
Karman

Este problema es de naturaleza transitoria, aunque al contrario del caso
anterior, no se desprecia el término convectivo. Además no se dispone de
solución anaĺıtica y nuestros resultados se comparan con los resultados de
Armero [1993].

L

τ = 0v = 0

h2

h1

hv = 0
u = 1

φ

a

v = 0 τ = 0

σ · n = 0

Figura 2.23: Geometŕıa del flujo rodeando un cilindro.

Descripción del problema:

a) A la entrada se impone un flujo uniforme de velocidad u = 1.

b) En los bordes inferior y superior se restringe la velocidad vertical para
confinar el flujo en el dominio. En la dirección horizontal de estos bordes
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se impone condición de contorno natural nula, esto es, tensión tangencial
nula. En el borde de salida también se imponen condiciones naturales,
esto es, tensión nula.

c) Las caracteŕısticas geométricas son L = 20, h = 9.09 y φ = 1. Para situar
el cilindro dentro del rectángulo se ha tomado a = 4.5, h1 = 4.5 y h2 =
4.59. La pequeña diferencia entre h1 y h2 tiene como objetivo romper la
simetŕıa del problema y forzar la formación de los torbellinos.

d) La densidad es ρf = 1 y la viscosidad µ = 0.01.

e) El paso de tiempo para el cálculo es ∆t = 0.1 y la simulación se ha hecho
hasta tfinal = 150.

El número de Reynolds para este problema se define como:

Re =
ρfφu∞
µ

donde u∞ es la velocidad en el infinito por el lado de la entrada (que en
nuestro problema es u∞ = 1), resultando para este ejemplo Re = 100. Está
comprobado que para Re < 40 se forman dos vórtices simétricos y para
Re > 40 esos dos vórtices se vuelven inestables formándose los torbellinos de
Von Karman.

Para hacer la malla de cuadriláteros se ha utilizado el programa de malla-
do que se ha desarrollado en el marco de esta tesis. La metodoloǵıa utilizada
con dicho mallador se describe en el apéndice D. También se ha utilizado el
mallado para añadir otra pequeña asimetŕıa, siendo el número de elementos
en la mitad superior ligeramente superior al número de elementos de la parte
inferior (ver figura 2.24).

Figura 2.24: Malla de cuadriláteros obtenida con el mallador del presente
trabajo.

La inestabilidad del flujo laminar comienza aproximadamente en t = 20.
El parámetro caracteŕıstico de este problema es el número de Strouhal S, que
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es adimensional y se define como:

S =
φ

TU
(2.52)

donde φ es el diámetro del obstáculo, T es el peŕıodo entre dos vórtices
consecutivos y U la velocidad que hemos señalado antes como u∞. En este
caso se tiene φ = 1 y U = 1. Para calcular el peŕıodo se ha medido el tiempo
en el que se forman 8 vórtices consecutivos una vez alcanzada la solución
periódica, habiendo resultado de aproximadamente 47 unidades de tiempo.
Entonces se tiene: T = 47/8 = 5.875. Por lo tanto, el número de Strouhal
resultante del cálculo numérico Snum es:

Snum =
φ

TU
=

1

5.875 · 1 = 0.17021 (2.53)

Por otra parte, en la literatura existen varios resultados experimentales
para calcular el número de Strouhal. Por ejemplo, Strouhal (1878), Lord
Rayleigh (1915) ó Roshko (1954) hicieron experimentos y dieron una fórmula
para dicho numero. Utilicemos la de Roshko por ser la más reciente, que
denotándolo con Sros es:

Sros = 0.212

(
1− 21.2

Re

)
(2.54)

Teniendo en cuenta que en nuestro caso Re = 100, obtenemos Sros =
0.16706, con una desviación que no llega al 2 % del valor obtenido con el
experimento numérico Snum.

A continuación se muestran los resultados de las ĺıneas de corriente para
distintos instantes de tiempo. En la figura 2.25 se observa la evolución desde
el principio hasta que se alcanza la solución periódica.

t = 5 t = 10

t = 15 t = 20
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t = 25 t = 30

t = 35 t = 40

t = 45 t = 50

t = 55 t = 60

t = 65 t = 70

t = 75 t = 80
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t = 85 t = 90

t = 95 t = 100

Figura 2.25: Evolución de las ĺıneas de corriente. Re = 100.

En la figura 2.26 se observan los resultados cuando se han desarrollado
completamente los torbellinos y la solución es periódica. A la izquierda están
las ĺıneas de corriente y a la derecha los contornos de velocidad horizontal. Se
elige un peŕıodo de 6 (que es aproximadamente el peŕıodo real) que va desde
t = 132 hasta t = 138. La periodicidad significa que en t = 138 se repite
la situación de t = 132, lo cual se ha indicado en la figura. Se observa una
buena concordancia con las ĺıneas de corriente en Armero [1993].

t = 132,  t = 138

t = 133
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_________________ DISPLACEMENT  1 

               Time = 0.00E+00Figura 2.26: Ĺıneas de corriente y contornos de velocidad horizontal a lo largo
de un peŕıodo. Re = 100.



Caṕıtulo 3

Modelos matemáticos de la
pared arterial

En este caṕıtulo se plantea la formulación de la pared arterial bajo las hi-
pótesis de sólido hiperelástico e isótropo. Se estudia el material de Ogden y el
material neohookeano, utilizando datos experimentales de ensayos de tracción
de la arteria aorta para ajustar los parámetros de dichos materiales. Final-
mente se muestran dos ejemplos con solución anaĺıtica para comparar con
el elemento utilizado (ya implementado en FEAP) y verificar que el material
trabaja correctamente con los parámetros ajustados de los ensayos.

3.1. Descripción de la pared arterial

La pared arterial es un tejido biológico blando que está estructurado en
tres capas sensiblemente diferenciadas: ı́ntima, media y adventicia, estando
éstas separadas por membranas elásticas (Fauci et al. [1998]) (ver figura
3.1).

Membrana elástica externa
Media

Membrana elástica interna

Adventicia

Íntima

Figura 3.1: Estructura de la pared arterial.

Los tejidos biológicos son agrupaciones de células que realizan una función
similar y de material extracelular como colágeno y elastina. Se pueden dividir
en blandos y duros. Los tejidos blandos, también llamados conectivos, son
los que unen, soportan y protegen otras estructuras y órganos de los seres
vivos. Se caracterizan por su gran flexibilidad y bajas propiedades mecánicas.

57
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Ejemplos de tejidos blandos son los vasos sangúıneos, cart́ılagos, músculos,
nervios y ligamentos. En oposición a éstos están los tejidos biológicos duros
o mineralizados, como los huesos y los dientes.

Las caracteŕısticas de las 3 capas de la pared arterial son las siguientes:

a) Íntima. Es la superficie interior y está formada por una capa de células
endoteliales, que son las que están en contacto directo con el flujo sangúı-
neo y por tanto las que reciben la tensión tangencial de éste. Asimismo
estas células se orientan en la dirección predominante del flujo. Una de
las misiones de esta capa es mantener la sangre en estado ĺıquido, fun-
damentalmente por medio de cofactores como la antitrombina III, que
actúa como inhibidor de la actuación de la trombina.

b) Media. Es la capa intermedia, la más gruesa de las tres y la que presenta
mayor capacidad de soporte de la estructura. Está constituida por células
musculares, fibras de colágeno, elastina y matriz de relleno. Dependiendo
del tipo de arteria esta capa tendrá mayor o menor importancia. Por
ejemplo, en las arterias próximas al corazón el grosor de esta capa es
mayor debido a la mayor presión interna que ha de soportar la arteria.

c) Adventicia. Es la capa externa y consiste principalmente en fibras de
colágeno, sustancia intercelular, fibroblastos y elastina.

Para el tipo de arterias objeto de este trabajo la capa intermedia es la
más relevante a la hora de obtener las caracteŕısticas mecánicas. Las arte-
rias de mayor diámetro se llaman también arterias elásticas porque la capa
media, aparte de ser más gruesa, está compuesta en su mayoŕıa por fibras
elásticas. Esto hace que sean susceptibles de deformarse y puedan aumentar
su diámetro para almacenar parte de la sangre, entrando en la ĺınea de la
teoŕıa de Windkessel (consultar apartado 1.3.2).

En las arterias de menor diámetro y arteriolas la capa ı́ntima es de menor
espesor y además está formada mayormente por células musculares, lo cual
no les confiere propiedades elásticas.

Las fibras elásticas tienen un comportamiento elástico no lineal, ya que
plastifican a partir de un determinado nivel de deformación (Best y Taylor
[1993]). En cambio, las fibras de colágeno empiezan a coger tensión a partir
de un nivel más elevado de deformación, pero su rigidez es much́ısimo mayor.
La combinación de ambos grupos de fibras da lugar al comportamiento de la
pared como se muestra en la figura 3.2.

Otra de las caracteŕısticas de la pared arterial es la anisotroṕıa. Exis-
ten direcciones preferentes influenciadas por la disposición de las fibras de
colágeno. En las paredes arteriales se distinguen dos familias de fibras en
direcciones distintas (Fung [1993]).

Otros fenómenos presentes en el comportamiento de los tejidos biológicos
son el daño, la viscosidad, la remodelación, y la influencia de la temperatura
en las propiedades mecánicas.
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Fibras combinadas

Fibras elásticas
Fu

er
za

Deformación (λ)

Fibras de colágeno

Figura 3.2: Comportamiento de las fibras elásticas y de colágeno por separado
y en combinación.

En esta tesis únicamente interesan las arterias elásticas, luego nos centra-
remos en un modelo constitutivo para estas arterias particulares.

Según las caracteŕısticas anteriormente citadas, los modelos constitutivos
más apropiados para los tejidos blandos en general (y paredes arteriales en
particular) seŕıan:

a) Modelos no lineales, dadas las grandes deformaciones que presentan. Por
ejemplo, en una arteria como la aorta humana el alargamiento principal
en condiciones normales puede ser λ1 ≈ 1.2. Una de las formulaciones
de mayor difusión para este tipo de modelos es la del sólido hiperelástico
(Humphrey [1995]).

b) Modelos transversalmente isótropos, debido a la presencia de direcciones
preferentes influenciadas por la disposición de las fibras de colágeno.

c) Una de las hipótesis usualmente aceptada es la del comportamiento iso-
córico de los tejidos biológicos, debido a la presencia de agua en más de
un 70 % (Fauci et al. [1998]).

d) Modelos que contemplen comportamientos adaptativos frente a acciones
externas (Rachev [2001]). Aśı, se denomina remodelación a la variación
de las propiedades del material (remodelado estructural) y a la variación
de la geometŕıa por aumento de masa (remodelado másico), también
llamado crecimiento (Rodŕıguez et al. [In press], Rodŕıguez et al.
[2003]).

e) Presencia de tensiones residuales. Las tensiones residuales provienen del
hecho de que las paredes arteriales están pretensadas longitudinal y cir-
cunferencialmente. Este hecho se manifiesta por el ángulo de apertura
cuando se corta longitudinalmente una arteria, reflejándose aśı la presen-
cia de tensiones residuales en la dirección circunferencial (Fung [1993]).
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f) Acoplamiento con las variables termodinámicas, principalmente con la
temperatura. Se han hecho experimentos donde se ha comprobado que
las propiedades mecánicas vaŕıan en función de la temperatura (Atienza
et al. [2005]).

3.2. Formulación de la mecánica de medios

continuos

Se muestran a continuación las principales expresiones de la mecánica de
medios continuos que se usarán más adelante a efectos de reflejar la nota-
ción seguida. Bajo esta formulación queda impĺıcita la asunción de todas las
hipótesis de la mecánica de medios continuos. Una descripción detallada y
más formal de estos conceptos se puede ver en Truesdell [1977], Gurtin
[1981] o González y Stuart [1995].

3.2.1. Cinemática

Si denotamos con ϕ la función que lleva los puntos materiales X en la
posición de referencia a la posición actual x se tiene que x = ϕ(X, t) (ver
figura 3.3).

X1

X3

Ω0

t

t0

X

x

Ωt

Configuración sin deformar
Configuración deformada

dX

dx = F · dXϕ(X, t)

X2

Figura 3.3: Cinemática del sólido continuo.

El tensor de deformaciones F es:

F ≡ ∂ϕ(X, t)

∂X
= Gradϕ(X, t) (3.1)

denotando con Grad el gradiente en la configuración de referencia.
Un resultado importante que se usará en las ecuaciones de los modelos

isótropos es el teorema de descomposición polar del tensor de deformación.
Dicho teorema demuestra que F se puede expresar de forma única como:

F = RU F = V R (3.2)
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siendo R un tensor ortogonal (una rotación) y U y V son tensores simétri-
cos definidos positivos, llamados tensor de alargamiento derecho y tensor de
alargamiento izquierdo respectivamente (Gurtin [1981]).

Los autovalores de U y V son tres valores reales y se denotarán con λ1,
λ2 y λ3. Una consecuencia de la ortogonalidad de R es:

J = det F = det U = λ1λ2λ3 (3.3)

El tensor de Cauchy-Green por la derecha C y el tensor de Cauchy-Green
por la izquierda b se definen tal que:

C = F T F = U 2 b = FF T = V 2 (3.4)

Otras medidas de la deformación son las dadas por el tensor de deforma-
ción de Green E y por el tensor de Almansi e.

E =
1

2
(C − I) e =

1

2
(I − b−1) (3.5)

Y el tensor de deformación infinitesimal ε es:

ε =
1

2
(∇d +∇T d) = ∇simd (3.6)

donde d es el vector de desplazamientos del sólido y el śımbolo ∇sim es el
operador gradiente simétrico, el cual ya se utilizó en el caṕıtulo anterior.

3.2.2. Tensiones

Denotamos con σ al tensor de tensiones de Cauchy. El primer tensor de
Piola-Kirchhoff P es (ver figura 3.4):

P = JσF−T (3.7)

El tensor de Kirchhoff τ se define como τ = Jσ y el segundo tensor de
Piola-Kirchhoff S es:

S = F−1τF−T (3.8)

Observación. El tensor S se obtiene aplicando el operador pull-back al
tensor de Kirchhoff (Marsden y Hughes [1983]).

3.2.3. El tensor de elasticidad

La linealización del tensor S es necesaria para resolver problemas con
materiales no lineales. De esta linealización surge el tensor de elasticidad en
la descripción material C, que es por definición 1:

1Para las demostraciones de las expresiones de este apartado ver por ejemplo Holzap-
fel [2000].
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X1

X3

Ωt

Configuración sin deformar Configuración deformada

t0

t

Ω0

ϕ
n t = σ · n

ds

dS

N

X2

Figura 3.4: Tensiones y tensores de tensión en las configuraciones de refe-
rencia y deformada.

C = 2
∂S(C)

∂C
o en componentes CABCD = 2

∂SAB

∂CCD

(3.9)

Utilizando el tensor de elasticidad se puede calcular el incremento de
tensiones en función del incremento de deformaciones con una aproximación
de primer orden:

∆S = C : ∆E siendo ∆E =
1

2
(F T∇(∆d) + (F T∇(∆d))T ) (3.10)

donde se ha utilizado la definición de E dada en (3.5). ∆ representa un
incremento infinitesimal y ∇, como es usual, el operador gradiente.

El tensor de elasticidad tiene unas propiedades llamadas simetŕıas meno-
res, a saber:

CABCD = CBACD = CABDC (3.11)

que se deducen de la simetŕıa de los tensores C y S.
Análogamente se puede definir el tensor de elasticidad en la configuración

deformada c como el push-forward de C dividido por J (Marsden y Hughes
[1983]):

cabcd = J−1FaAFbBFcCFdDCABCD (3.12)

donde se ha utilizado el convenido de sumación de Einstein mediante el uso
de ı́ndices repetidos mudos (las letras mayúsculas en este caso). El tensor c
también cumple las simetŕıas menores, esto es: cabcd = cbacd = cabdc.

La fórmula equivalente a (3.10) pero en la descripción espacial es:

∆σ = c : ∆e siendo ∆e =
1

2
(∇d +∇T d) = ∆ε (3.13)
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3.3. Modelos hiperelásticos para tejidos bio-

lógicos blandos

Las arterias en las que se produce la interacción con el flujo sangúıneo son
elásticas. Como se comentó en el apartado 1.3.2, solamente en las arterias
de mayor diámetro es donde se produce el fenómeno de interacción, que
precisamente es debido a que estas arterias tienen mayor contenido de fibras
elásticas en la capa media.

También es deseable considerar la incompresibilidad, que a efectos del
modelo matemático se reduce a una ecuación de restricción cinemática, como
se mostrará posteriormente.

Los materiales elásticos se definen como aquéllos en los que hay una
correspondencia biuńıvoca entre su estado de deformación y su estado ten-
sional. El resto de los materiales se definen por exclusión como inelásticos.

Los materiales hiperelásticos son un subconjunto de los materiales elás-
ticos. Un material es hiperelástico si su densidad de enerǵıa libre 2 Ψ en la
configuración de referencia Ω0 es función exclusivamente del estado de defor-
mación (Holzapfel [2000]). Siendo aśı, se puede escribir Ψ = Ψ(F ) ó bien
de acuerdo con (3.4) Ψ = Ψ(C). En estas condiciones, dada la independencia
de la enerǵıa a los procesos térmicos (hipótesis hecha anteriormente) y la im-
posibilidad del aumento de la entroṕıa, el aumento de la enerǵıa libre dΨ es
equivalente al aumento de la enerǵıa interna dE, y esta última es provocada
por el trabajo realizado por las fuerzas internas dW . De aqúı se tiene que el
aumento de enerǵıa libre es igual al trabajo realizado de las fuerzas internas:

dΨ = dW (3.14)

Por lo tanto es equivalente utilizar la función de enerǵıa Ψ a utilizar la
función que represente el trabajo acumulado de las fuerzas internas W , por lo
que se utiliza esta última, que depende únicamente del estado de deformación
del sólido W = W (F ) ó W = W (C). Esta función W debe respetar ciertas
condiciones, como la de objetividad y convexidad. La ecuación constitutiva de
cada material se reduce entonces a buscar su función de densidad de enerǵıa
W .

Los materiales hiperelásticos también se llaman conservativos, ya que tie-
nen la propiedad de que en una trayectoria cerrada la disipación interna es
nula, en oposición a los materiales disipativos (con comportamiento viscoso
por ejemplo).

A continuación se exponen las expresiones de los tensores de tensiones y
del tensor de elasticidad vistas en los apartados anteriores particularizadas
para un material hiperelástico. Todas las expresiones se pondrán en términos
de la función de densidad de enerǵıa W .

2La enerǵıa libre es Ψ = E − TS, donde E es la densidad de enerǵıa interna, T la
temperatura y S la densidad de entroṕıa, todas ellas variables de estado.
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El primer tensor de Piola-Kirchhoff P queda (Holzapfel [2000]):

P =
∂W (F )

∂F
(3.15)

y a partir de (3.15) y aplicando expresiones del apartado 3.2.2 se obtiene:

S = 2
∂W (C)

∂C
σ = 2J−1F

∂W (C)

∂C
F T (3.16)

Observación. La derivada de la función de densidad de enerǵıa W respec-
to a un tensor se ha expresado en (3.15) utilizando una forma compacta de
escribir, pero ha de entenderse que hay que derivar componente a compo-

nente. Por ejemplo P =
∂W (F )

∂F
significa en realidad PaA =

∂W (F )

∂FaA

. Para

ver todas las expresiones desarrolladas en sub́ındices consultar Holzapfel
[2000].

La expresión del tensor de elasticidad C en el caso de material hiperelás-
tico queda:

C = 4
∂2W (C)

∂C∂C
(3.17)

donde se ha aplicado (3.9) teniendo en cuenta la expresión para S en (3.16).
Ahora el tensor de elasticidad tiene propiedades suplementarias a las sime-

tŕıas menores (que son generales y ya expresadas en (3.11)). Concretamente
se cumple que:

C = CT ó en componentes CABCD = CCDAB (3.18)

y son llamadas simetŕıas mayores. Las simetŕıas menores junto con las mayo-
res hacen que las 81 componentes iniciales de C se reduzcan a 21 componentes
independientes en cada estado de deformación.

Observación. La condición de simetŕıa C = CT es una condición necesaria
y suficiente para que un material sea hiperelástico. De hecho, se puede definir
un material hiperelástico como aquel en el que se cumple C = CT . Esto
quiere decir que esta condición es equivalente a la existencia de la función
de densidad de enerǵıa W . Además, las simetŕıas mayores hacen que cuando
más tarde se discreticen las ecuaciones aplicando elementos finitos, la matriz
de rigidez sea simétrica, con las consiguientes ventajas computacionales.

Una ventaja fundamental de utilizar la hipótesis de hiperelasticidad es
que, como se está viendo, existe una formulación matemática muy desarro-
llada, aśı como varios modelos constitutivos propuestos y asentados ya en
la literatura. Los inconvenientes de esta hipótesis es, en primer lugar, que
por śı sola no permite reflejar fenómenos viscosos, aśı como el acoplamiento
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con fenómenos termodinámicos debido a la disipación de enerǵıa en forma de
calor.

No obstante, en este trabajo el objetivo fundamental es desarrollar méto-
dos numéricos para la interacción. Y la utilización de modelos hiperelásticos
aportan resultados más realistas que los modelos lineales.

3.3.1. Hiperelasticidad isótropa

Una división alternativa de los materiales es clasificarlos en isótropos y
anisótropos. La isotroṕıa se caracteriza por una igualdad en el comporta-
miento en cualquier dirección del espacio. En cambio, los sólidos anisótropos
tienen al menos una dirección de comportamiento diferente. En lenguaje más
formal, un material es isótropo cuando su respuesta material no cambia ante
cualquier rotación en la configuración inicial.

En particular, su función de densidad de enerǵıa W es invariante frente
a rotaciones, luego se puede escribir W (F ) = W (F · Q) para todo tensor
ortogonal Q ∈ SO(3), siendo SO(3) el grupo de los tensores ortogonales
propios en 3 dimensiones. Se dice que el grupo de simetŕıas del material
coincide con el de rotaciones (para una descripción detallada de las simetŕıas
materiales, véase por ejemplo Truesdell [1977]).

La introducción de la hipótesis adicional de isotroṕıa simplifica notable-
mente los modelos en el aspecto matemático aunque hace que no se puedan
considerar las direcciones preferentes de orientación de las fibras en la pared
arterial.

Una vez asumida la isotroṕıa, la función de densidad de enerǵıa W se
puede expresar en función de los invariantes del tensor C, que los denotamos
con (I1, I2, I3), o bien en función de los alargamientos principales (λ1, λ2, λ3)
de U.

A continuación se explicitan las expresiones para el caso de los alarga-
mientos principales, esto es, W = W (λ1, λ2, λ3), que es lo que se ha utilizado
en esta tesis.

Observación. Las expresiones suelen salir más cortas y compactas si se
escriben en función de los invariantes. La ventaja de utilizar como variables
los alargamientos principales es que en los ensayos experimentales es lo que
podemos medir directamente. En nuestro caso los parámetros de los modelos
se van a ajustar con datos experimentales, luego utilizamos la formulación
en alargamientos principales.

Función de los alargamientos principales

Obtengamos la expresión de las tensiones. Se puede demostrar que para
un material isótropo el tensor de tensiones de Cauchy σ tiene las mismas
direcciones principales que el de alargamiento izquierdo V , siendo expresable
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de la forma (Holzapfel [2000]):

σ =
3∑

a=1

σana ⊗ na, siendo σa = J−1λa
∂W

∂λa

(3.19)

donde J es función de los alargamientos según la expresión (3.3). Análoga-
mente, el segundo tensor de Piola-Kirchhoff S tiene las mismas direcciones
principales que el de alargamiento derecho U , quedando:

S =
3∑

a=1

SaN a ⊗N a, siendo Sa =
1

λa

∂W

∂λa

(3.20)

Observación. Los tensores de alargamiento U y V son magnitudes cine-
máticas. Por tanto, lo que estamos haciendo es deducir propiedades de los
tensores de tensiones a partir de magnitudes exclusivamente cinemáticas, sin
introducir ninguna hipótesis adicional sobre la ecuación constitutiva particu-
lar del material. De ah́ı la importancia y utilidad de las expresiones (3.19) y
(3.20).

La expresión del tensor de elasticidad C se puede obtener a partir del
segundo tensor de Piola-Kirchhoff S con la siguiente expresión (ver Hol-
zapfel [2000] para una demostración):

C =
3∑

a,b=1

1

λb

∂Sa

∂λb

N a ⊗N a ⊗N b ⊗N b +

3∑

a,b=1
a6=b

Sb − Sa

λ2
b − λ2

a

(N a ⊗N b ⊗N a ⊗N b + N a ⊗N b ⊗N b ⊗N a)

(3.21)

donde es conveniente recordar que los autovalores de C son los mismos que de
U ó V , pero elevados al cuadrado. Esto es, si λa es autovalor de U , entonces
λ2

a es autovalor de C.
A continuación se van a desarrollar los dos materiales que utilizamos para

modelizar las arterias reales: el de Ogden y el neohookeano. Originalmente
los modelos de Ogden y el neohookeano se utilizaron para materiales como
las gomas, el caucho y poĺımeros en general, pero se ha comprobado que tam-
bién recogen de una forma bastante razonable el comportamiento de tejidos
biológicos blandos, y en particular las paredes de los vasos sangúıneos.

Material de Ogden

Un material de Ogden es un material hiperelástico isótropo cuya función
de densidad de enerǵıa tiene la siguiente expresión (Ogden [1972]):

W = W (λ1, λ2, λ3) =
N∑

p=1

µp

αp

(λ
αp

1 + λ
αp

2 + λ
αp

3 − 3) (3.22)
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siendo N un número arbitrario, aunque se ha comprobado que con N = 3 es
suficiente para un buen ajuste con datos experimentales, al menos en gomas.
Los parámetros indeterminados µp representan el módulo cortante y αp son
constantes adimensionales, siendo p = 1, 2, ..., N . Hay una relación adicional
que deben cumplir los parámetros, llamada condición de consistencia, que
viene de la comparación con la teoŕıa lineal:

2G =
N∑

p=1

µpαp siendo µpαp > 0 p = 1, 2, ..., N (3.23)

donde el parámetro G es el módulo cortante en la configuración de referencia
obtenido a partir de la teoŕıa lineal (Holzapfel [2000]).

El modelo de Ogden ha resultado ajustarse de forma excelente a muchos
datos experimentales, pero tiene el inconveniente de que el ajuste de la expre-
sión (3.22) a los datos emṕıricos no es nada trivial debido a la no linealidad en
los parámetros αp. Normalmente los ajustes se hacen por mı́nimos cuadrados.
En el apartado 3.4 se explica el método de ajuste desarrollado en esta tesis,
el cual es una variante simplificada del algoritmo propuesto en Twizell y
Ogden [1983]. Recientemente se ha comprobado que no se puede asegurar
la unicidad de un conjunto óptimo de parámetros (Ogden et al. [2004]).

Observación. El modelo de Ogden es una expresión muy general, y otros
modelos, como el neohookeano, el de Mooney-Rivlin o el de Varga se obtienen
como casos particulares de éste, esto es, haciendo a priori alguna hipótesis
adicional sobre los parámetros. De todas maneras la realidad ocurrió en senti-
do inverso: el primer modelo propuesto fue el neohookeano (Rivlin [1948]).
Después, en 1952 el modelo de Mooney-Rivlin generalizó el neohookeano.
Luego apareció el modelo de Varga (Varga [1966]) y finalmente el modelo
de Ogden generalizó los anteriores (Ogden [1972]).

Material neohookeano incompresible

Un material neohookeano es un material hiperelástico isótropo cuya fun-
ción de densidad de enerǵıa es:

W = W (λ1, λ2, λ3) = c1(λ
2
1 + λ2

2 + λ2
3) (3.24)

donde c1 es el único parámetro a ajustar.

El modelo neohookeano se puede obtener del de Ogden (3.22) haciendo
N = 1, α1 = 2. Este modelo es muy fácil de ajustar por mı́nimos cuadrados,
ya que (3.24) es lineal en el parámetro a ajustar. El inconveniente es que
proporciona curvas que no se ajustan tan bien como el modelo de Ogden al
comportamiento de la pared arterial, como se verá en el apartado 3.4.
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3.3.2. Comentarios sobre hiperelasticidad anisótropa

Se puede asumir que los tejidos biológicos blandos se comportan de ma-
nera isótropa para pequeñas deformaciones y tensiones.

Pero cuando las tensiones son elevadas se producen cambios estructura-
les en la pared arterial, sobre todo debido al alineamiento de las fibras de
colágeno en direcciones preferentes, que hacen que el material se comporte
de manera diferente en la dirección de las fibras.

Materiales con una dirección preferente: Isotroṕıa transversal
En ligamentos y tendones, por ejemplo, el material tiene una dirección

preferente y se pueden utilizar modelos con isotroṕıa transversal. En estos
modelos, a la dirección preferente se le asocia un comportamiento diferente,
y en el plano perpendicular a ésta el material se considera isótropo.

La isotroṕıa transversal es la forma más simplificada de representar la
anisotroṕıa de un material. F́ısicamente consiste en una matriz de material
isótropo en la que una dirección ha sido reforzada con fibras.

Ejemplos de modelos con esta caracteŕıstica son el de Weiss (Weiss
[1996]) o el de Almeida o Cohen (Almeida y Spilker [1998]).

Materiales con dos direcciones preferentes
En el caso de la pared arterial la situación es más compleja, ya que se

observan dos direcciones preferentes de orientación, luego el modelo consti-
tutivo debiera reflejar este fenómeno. Siguiendo con las arterias, éstas están
formadas por:

a) Una matriz de elastina, la cual śı se puede suponer con comportamiento
isótropo.

b) Dos familias de fibras de colágeno, las cuales están dispuestas en espirales
simétricas.

Observación. Las direcciones preferenciales no tienen porqué ser perpendi-
culares entre śı. En el caso particular de que lo sean se dice que el material
es ortótropo.

Un ejemplo de modelos de este tipo y aplicado a paredes arteriales puede
verse en Holzapfel y Gasser [2000].
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Consideraciones finales
Dependiendo del grado de anisotroṕıa del material el tensor de elasticidad

C de un material hiperelástico (3.17) tendrá más o menos constantes inde-
pendientes para cada estado de deformación, desde solamente 2 constantes
para un material isótropo hasta 21 para un material completamente anisó-
tropo. En el cuadro 3.1 se muestran las constantes necesarias para cada uno
de los tipos de anisotroṕıa vistos.

Grado de anisotroṕıa Constantes independientes en C
Totalmente anisótropo 21
Dos familias de fibras 9
Isotroṕıa transversal 5
Isótropo 2

Cuadro 3.1: Grado de anisotroṕıa y constantes del tensor de elasticidad.

3.3.3. Formulación de elementos finitos

En el caso del sólido se han utilizado elementos ya implementados en el
programa de elementos finitos FEAP, tanto para el material de Ogden como
para el neohookeano. En dicho programa se realiza la formulación en grandes
deformaciones. El tratamiento de la incompresibilidad se hace a través del
principio variacional de Simó-Taylor-Pister (Simó et al. [1985], Simó y
Taylor [1991]), en el que existen tres campos incógnita: desplazamientos,
presión y dilatación, dando lugar a una formulación mixta. No obstante, la
presión y la dilatación son grados de libertad internos que se condensan a nivel
de elemento. La función de enerǵıa se divide en una parte volumétrica y otra
isocórica. La parte volumétrica utilizada en este trabajo tiene la expresión:

Wvol(J) = κG(J) (3.25)

donde κ > 0 es el módulo volumétrico y se supone muy elevado (κ = 107−109

aqúı) y a la función G(J) se le llama función de penalización. La función G(J)
en nuestro caso incompresible es arbitraria, y un ejemplo puede ser G(J) =
0.5(J − 1)2.

Una vez discretizadas espacialmente las ecuaciones del continuo utilizando
el MEF se obtiene un sistema de ecuaciones algebraicas cuya incógnita son los
desplazamientos nodales dn+1. Para la integración temporal se utiliza la regla
trapezoidal (Newmark [1959]) dando lugar a las siguientes expresiones:

Md̈
n+1

+ K(dn+1)dn+1 = Fn+1
ext (3.26a)

dn+1 = dn + ∆tḋ
n

+
∆t2

4

(
d̈

n
+ d̈

n+1
)

(3.26b)
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ḋ
n+1

= ḋ
n

+
∆t

2

(
d̈

n
+ d̈

n+1
)

(3.26c)

donde despejando la aceleración de (3.26b) y sustituyéndola en (3.26a) queda
el sistema de ecuaciones con las incógnitas en desplazamientos. Para dicho
sistema se calcula la matriz tangente y se hacen iteraciones según el método
de Newton-Raphson.

3.4. Datos experimentales y calibración de los

modelos

Con el fin de calibrar los parámetros de los modelos de Ogden y neohoo-
keano se han utilizado resultados experimentales.

Estos experimentos han sido llevados a cabo en el laboratorio del departa-
mento de Ciencia de los Materiales de la Universidad Politécnica de Madrid
en colaboración con el Hospital Puerta de Hierro. Dicho hospital suministró
arterias humanas reales obtenidas de pacientes a los que se les ha realizado
la autopsia. Los experimentos se han realizado sobre una arteria aorta sana
y otra dañada con esclerosis con un grado severo de estenosis. Consisten en
un ensayo de tracción pura llevado hasta rotura.

Observación. Esclerosis y estenosis son palabras de origen griego. Esclero-
sis significa endurecimiento y estenosis significa estrechamiento. La arteria
dañada en el ensayo teńıa el diagnóstico de esclerosis debido a un estrecha-
miento en el conducto, esto es, estenosis. Para las arterias con estenosis
también se suele utilizar la palabra aterosclerosis, donde impĺıcitamente se
supone que la arteria ha endurecido debido a un estrechamiento de su sección
por crecimiento de la pared, concretamente de la capa ı́ntima. En lo que sigue
utilizaremos la palabra estenosis para referirnos a esta arteria.

El objetivo de estos ensayos es doble:

a) Obtener datos sobre el alargamiento en dirección circunferencial y la
tensión de Cauchy (tensión real) en esta dirección y observar la diferencia
entre la arteria sana y la arteria patológica con estenosis.

b) Comprobar si existe una diferencia sensible en el comportamiento depen-
diendo de la dirección en que se tome la probeta, esto es, si la anisotro-
ṕıa estructural de la pared arterial origina comportamientos direccionales
muy diferentes.

Teniendo en cuenta estos dos objetivos se han tomado muestras en tres
direcciones: una en dirección circunferencial, otra en dirección axial y otra a
45o (figura 3.5).
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Figura 3.5: Probetas tomadas de la arteria aorta en tres orientaciones dife-
rentes.

3.4.1. Descripción técnica de los ensayos

Las probetas de arteria se sujetan por las partes inferior y superior con
placas metálicas tal como se ve en la figura 3.6. La parte inferior queda fija
y la parte superior tiene desplazamientos controlados durante el ensayo.

Figura 3.6: Sujeción de la probeta de arteria en la máquina de ensayos.

Durante el ensayo la probeta está sumergida en un ĺıquido, que es suero
fisiológico a temperatura de 37o. La temperatura se controla mediante la
recirculación de ese ĺıquido pasando por una cuba externa en la que se calienta
para mantener dicha temperatura. En la figura 3.7, a la derecha se puede
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observar el recipiente en el que se calienta el suero aśı como el conducto por
el que circula el suero fisiológico.

Figura 3.7: Circuito para calentar el suero fisiológico.

En el ensayo la información obtenida directamente es el desplazamiento
impuesto y la fuerza medida. Pero la información requerida para la ecuación
constitutiva son el alargamiento principal y la tensión verdadera o de Cauchy.
El alargamiento se obtiene de forma inmediata a partir del desplazamiento
mediante:

λ =
l

l0
=
l0 + ∆l

l0
(3.27)

siendo l0 la longitud inicial y ∆l el desplazamiento impuesto por la máquina.
Ahora bien, obtener la tensión de Cauchy no es tan inmediato, ya que se

necesita conocer el área actual de la sección de la probeta. Para ello se con-
sidera la hipótesis de incompresibilidad y el área se deduce con la condición
de conservación del volumen, esto es:

l0A0 = lA −→ A =
l0A0

l
=
A0

λ
(3.28)

siendo A0 = b0t0 el área inicial de la sección y A = bt el área actual. En la
figura 3.8 se muestran estas magnitudes y las dimensiones de una probeta
tipo.

La tensión de Cauchy σ queda ahora, teniendo en cuenta (3.28):

σ =
F

A
=

F

A0

λ (3.29)

La hipótesis de incompresibilidad se puede comprobar haciendo medidas
de b y t a lo largo del ensayo. Para ello se monta un dispositivo adicional
que mediante haces de luz láser y la sombra proyectada puede medir estas
dimensiones. En la figura 3.9 se muestra el aparato donde se aprecia la luz
láser de color verde. En el ensayo este dispositivo se dispuso para medir el
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Figura 3.8: Dimensiones iniciales y dimensiones actuales de la probeta.

Figura 3.9: Dispositivo con luz láser para medir el ancho actual de la probeta.

espesor t de la probeta, ya que hacer medidas de ambas dimensiones b y t es
técnicamente más complicado.

Las medidas realizadas no resultaron satisfactorias del todo, ya que las
imperfecciones en los laterales y el desprendimiento de algunas pequeñas
fibras al ir aumentando la tensión hacen que la sombra proyectada no refleje
bien las medidas reales. A pesar de esto, en las medidas obtenidas al menos de
un modo cualitativo śı que se observó una disminución continua del espesor
t conforme aumentaba la longitud l, con lo que el volumen se mantendŕıa
constante.

Todos los ensayos se realizaron hasta la rotura de las fibras de la arteria.
En la figura 3.10 se muestra ese instante y el tipo de rotura en la arteria.

Asimismo, antes de realizar el ensayo completo hasta rotura las probetas
se sometieron a varios ciclos de carga y descarga para tratar de reproducir
mejor las condiciones fisiológicas.
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Figura 3.10: Instante de rotura de la arteria.

3.4.2. Curvas teóricas de los modelos

El objetivo de esta sección es obtener la expresión de los modelos de
Ogden y neohookeano para el caso particular del ensayo de tracción simple.

En la figura 3.11 se muestra el esquema del ensayo, donde se supone
tensión en una sola dirección.

σ

σ

λx = 1√
λz

y
z

σ

σ

x

λy = 1√
λz

λz = l
l0

l0
l

Figura 3.11: Esquema del ensayo de tracción con la hipótesis de incompresi-
bilidad.

En la expresión de la tensión en función de los alargamientos principales
(3.19) hay que considerar la incompresibilidad, por lo que hay que añadir el
término π correspondiente a la presión interna:

σa = −π + J−1λa
∂W

∂λa

(3.30)

que se ha denotado con π para diferenciarla de p, que hace referencia a la
presión externa aplicada en los ejemplos de la sección posterior 3.5.
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Para determinar π se utiliza la hipótesis de que en este ensayo la ten-
sión es uniaxial en dirección z. Con esta hipótesis, particularizando (3.30) en
dirección x se tiene:

σx = −π + J−1λx
∂W

∂λx

= 0 −→ π = J−1λx
∂W

∂λx

(3.31)

Sustituyendo (3.31) en la expresión de la tensión en z queda:

σz = −π+J−1λz
∂W

∂λz

= −J−1λx
∂W

∂λx

+J−1λz
∂W

∂λz

= J−1

(
λz
∂W

∂λz

− λx
∂W

∂λx

)

(3.32)
Asimismo, considerando la hipótesis de incompresibilidad J = λxλyλz = 1

la expresión (3.32) queda:

σz = λz
∂W

∂λz

− λx
∂W

∂λx

(3.33)

También se hace la hipo tesis suplementaria λx = λy, con lo que de la
condición de incompresibilidad se tiene:

λx = λy =
1√
λz

(3.34)

Estos resultados se introducen a continuación en las ecuaciones constitu-
tivas correspondientes a los modelos de Ogden y neohookeano.

Material de Ogden
Derivando en (3.22) se tiene:

∂W

∂λa

=
3∑

p=1

µpλ
αp−1
a (3.35)

Sustituyendo (3.35) en (3.33) resulta:

σz = λz

3∑
p=1

µpλ
αp−1
z − λx

3∑
p=1

µpλ
αp−1
x =

3∑
p=1

µp(λ
αp
z − λαp

x ) (3.36)

y teniendo en cuenta (3.34), queda finalmente:

σz =
3∑

p=1

µp

(
λαp

z − λ
−αp

2
z

)
(3.37)

que es la curva que hay que ajustar a los datos experimentales para obtener
las constantes µp y αp.
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Material neohookeano
Derivando en (3.24) se obtiene:

∂W

∂λa

= 2c1λa (3.38)

y sustituyendo este resultado junto con (3.34) en (3.33) queda:

σz = 2c1

(
λ2

z −
1

λz

)
(3.39)

Esta expresión ha de ajustarse a los resultados experimentales para ob-
tener la constante c1.

3.4.3. Resultados experimentales y ajuste de los mo-
delos

Se muestran ahora los resultados emṕıricos y el ajuste de los modelos de
Ogden (3.37) y neohookeano (3.39) a dichos resultados.

En las figuras 3.12 y 3.13 se observan los resultados experimentales de las
tres probetas tomadas en las tres direcciones diferentes que se indicaron en la
figura 3.5 para la aorta sana y la aorta dañada con estenosis respectivamente.
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Figura 3.12: Curvas tensión-alargamiento obtenidas en los ensayos para la
aorta sana.

Las medidas se registraron en el ensayo en intervalos de ∆λ = 0.0003 pero
en las figuras anteriores se dibujan los puntos cada 25 medidas para mayor
claridad. El final de las curvas es el punto de rotura de la arteria (ver figura
3.10).
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Figura 3.13: Curvas tensión-alargamiento obtenidas en los ensayos para la
aorta dañada con estenosis.

Se han dibujado ambos gráficos con el mismo intervalo de variación del
alargamiento y la tensión para poder comparar la arteria sana con la da-
ñada. En ambas es claro el comportamiento no lineal, salvo para pequeños
alargamientos donde se observa una relación prácticamente lineal entre alar-
gamiento y tensión. Esto puede explicarse por el comportamiento de las fibras
elásticas y de colágeno (ver figura 3.2). Para pequeñas deformaciones única-
mente trabajan las fibras elásticas pero a partir de un nivel determinado de
deformación comienzan a trabajar las fibras de colágeno, las cuales son mucho
más ŕıgidas que las elásticas. Las curvas de las figuras 3.12 y 3.13 representan
el comportamiento combinado real de ambos conjuntos de fibras.

Cabe destacar que la influencia de la dirección es muy pequeña y posi-
blemente no se pudiera distinguir esta influencia de la dispersión estad́ıstica
que se daŕıa al ensayar varias probetas.

Si bien es cierto que la estructura de la pared arterial es anisótropa y, como
se comentó en el apartado 3.3.2, está constituida por direcciones preferencia-
les de las fibras, esto no parece influir de forma apreciable en la elasticidad
y resistencia de la arteria. Por tanto hacen falta ensayos con más exactitud
para poder distinguir el efecto de las direcciones preferenciales.

Lo que śı tiene relevancia es la diferencia entre la arteria sana y la dañada
mediante estenosis. Se observa que la arteria dañada es mucho más ŕıgida
que la sana y que la arteria dañada tiene una resistencia mucho menor que la
sana. De hecho, independientemente de la dirección, la arteria dañada rompe
para λ < 1.4, mientras que la arteria sana rompe para λ > 2.

Observación. No obstante, cabe matizar que la arteria sana pertenece a un
paciente distinto que el de la arteria dañada, pudiendo esto ser una varia-
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ble explicativa más para el diferente comportamiento. Pero parece razonable
pensar que la variable explicativa fundamental es la diferencia entre arteria
sana y arteria dañada.

Ajuste de los modelos

Se trata ahora de ajustar las expresiones (3.37) y (3.39) a las curvas de
la arteria sana y la arteria dañada con estenosis por medio de los parámetros
libres en dichas expresiones.

El método de ajuste utilizado es el de mı́nimos cuadrados ordinarios,
aunque la forma de resolver las ecuaciones resultantes es distinta para cada
material. Esto es aśı porque en el caso de material de Ogden se obtiene un
sistema de seis ecuaciones algebraicas no lineales, mientras que en el material
neohookeano una ecuación lineal.

Para el caso no lineal se utiliza el programa gnuplot 3, el cual dispone de
libreŕıas matemáticas para el ajuste de funciones.

Es importante señalar las siguientes consideraciones sobre el ajuste que
se ha hecho:

a) Como en el fenómeno de interacción las tensiones predominantes son las
circunferenciales, se ajustarán únicamente las curvas de las probetas en
dirección circunferencial.

b) El rango de deformaciones en el fenómeno de interacción para la presión
y caudal fisiológicos es normalmente 1 < λ < 1.2. Por lo tanto, lo que se
ajustará es la rama de las curvas experimentales que cubre este rango.

De acuerdo con esto último no seŕıa correcto utilizar los modelos con los
parámetros que se obtendrán para modelizar situaciones con un rango de
deformación λ > 1.2, ya que habŕıa que realizar otro ajuste espećıfico para
este rango.

Observación. En principio seŕıa deseable que el modelo se ajustara a la
curva experimental en todo su rango, pero esto es dif́ıcil de conseguir porque
viendo la forma de las curvas 3.12 y 3.13 no es fácil imaginar una función
anaĺıtica que se ajuste a éstas, ya que tienen una parte lineal al principio
(donde actúan las fibras elásticas) y después una evolución exponencial (don-
de actúan las fibras de colágeno). Aún aśı, aqúı se ha comprobado que el
modelo de Ogden se ajusta mejor que el modelo neohookeano a la curva com-
pleta.

El orden que seguiremos es primero plantear el problema con el modelo de
Ogden, luego con el neohookeano, y finalmente mostrar los resultados para
ambas arterias comparando ambos modelos.

3http://www.gnuplot.info
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Material de Ogden

Si llamamos F (µp, αp) la función a minimizar y λi y σi los datos experi-
mentales, se tiene:

F (µp, αp) =
N∑

i=1

[
σi −

3∑
p=1

µp

(
λ

αp

i − λ
−αp

2
i

)]2

(3.40)

donde N es el número de puntos experimentales, que es del orden de 700
para la arteria sana y 250 para la arteria dañada en la zona λ ≤ 1.2.

Haciendo las derivadas parciales respecto los parámetros obtenemos las 6
ecuaciones a resolver:

∂F

∂µa

= 0 −→
N∑

i=1

[(
σi −

3∑
p=1

µp

(
λ

αp

i − λ
−αp

2
i

))(
λαa

i − λ
−αa

2
i

)]
= 0

(3.41a)

∂F

∂αb

= 0 −→
N∑

i=1

[(
σi −

3∑
p=1

µp

(
λ

αp

i − λ
−αp

2
i

))
αb

(
λαb−1

i +
1

2
λ
− 3

2
αb

i

)]
= 0

(3.41b)

donde a = 1, 2, 3 y b = 1, 2, 3.

El sistema de ecuaciones anterior es lineal en los parámetros µp y no
lineal en los parámetros αp. Para solucionarlo se ha empleado el programa
gnuplot, el cual tiene implementado el algoritmo de Marquardt-Levenberg
para resolver los problemas de ajustes no lineales. Se han hecho iteraciones
con una tolerancia de 10−8, esto es, teniendo en cuenta (3.40), hasta que:

|F (µi+1
p , αi+1

p )− F (µi
p, α

i
p)|

F (µi
p, α

i
p)

< 10−8 (3.42)

representando con el supeŕındice i el número de iteración.

No obstante, está demostrado que para el modelo de Ogden no existe un
único conjunto de parámetros óptimos (Ogden et al. [2004]). Por tanto,
el resultado depende de con qué parámetros se comienza a iterar.

Para evitar esta incertidumbre se ha utilizado una variante del método
con el fin de determinar sistemáticamente los parámetros. Consiste en ir
obteniendo escalonadamente los tres pares de parámetros (µp, αp) en tres
pasos. En el cuadro 3.2 se muestra la mecánica del método. En cada paso
solamente hay dos parámetros incógnita, con lo que el ajuste mediante el
algoritmo de Marquardt-Levenberg es más fácil.

Material neohookeano
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Parámetros Primer paso Segundo paso Tercer paso
µ1 Incógnita Conocido Conocido
α1 Incógnita Conocido Conocido
µ2 0 Incógnita Conocido
α2 0 Incógnita Conocido
µ3 0 0 Incógnita
α3 0 0 Incógnita

Cuadro 3.2: Método Marquardt-Levenberg multipaso para ajustar el modelo
de Ogden.

De forma similar a lo hecho anteriormente, definiendo ahora F (c1) la
función a minimizar, ésta es:

F (c1) =
N∑

i=1

[
σi − 2c1

(
λ2

i −
1

λi

)]2

(3.43)

Y derivando (3.43) respecto al parámetro c1 queda:

∂F

∂c1
= 0 −→

N∑
i=1

[(
σi − 2c1

(
λ2

i −
1

λi

))(
λ2

i −
1

λi

)]
= 0 (3.44)

y de aqúı se puede despejar fácilmente c1, resultando:

c1 =

N∑
i=1

σi

(
λ2

i −
1

λi

)

2
N∑

i=1

(
λ2

i −
1

λi

)2
(3.45)

que no es otra cosa que la covarianza dividida por la varianza de dos variables:
una de ellas función del alargamiento y la otra la tensión.

Mostremos ahora los resultados del ajuste. Como se comentó, el rango del
alargamiento que se ha usado es 1 < λ < 1.2. En la figura 3.14 se muestran
los resultados para la arteria sana y en la figura 3.15 los de la arteria con
estenosis.

Se observa que el modelo de Ogden se ajusta muy bien en ambos casos,
tanto para la arteria sana como para la arteria estenótica. En cambio, el
modelo neohookeano parece adecuado para la arteria sana al ser la curva
σ−λ bastante lineal. En cambio este modelo no es adecuado para simular el
comportamiento constitutivo de la arteria estenótica.

En el cuadro 3.3 se muestran los parámetros obtenidos para el modelo de
Ogden. Es importante decir que no se cumple la condición de consistencia
(3.23). Como se ve en el cuadro, µ2α2 < 0 para la arteria sana. No obstante,
al ser |µ1| À |µ2| la violación de la condición de consistencia no tiene mucha
relevancia.
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Figura 3.14: Ajuste de los modelos de Ogden y neohookeano en la aorta sana.
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Figura 3.15: Ajuste de los modelos de Ogden y neohookeano en la aorta da-
ñada con estenosis.

3.5. Ejemplos de validación

Para verificar la formulación utilizada se han elegido dos casos con solu-
ción anaĺıtica.

Se utiliza el material de Ogden y el neohookeano para cada uno de los
ejemplos y los parámetros del material obtenidos experimentalmente en el
apartado anterior para la arteria aorta sana.

Los desarrollos matemáticos se harán menos detallados porque la mecá-
nica de éstos es similar a la del apartado 3.4.2.
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Parámetros∗ Aorta sana Aorta dañada
µ1 11.63 6.60
α1 5.03 16.82
µ2 -0.05 44.76
α2 0.01 0.02
µ3 0.0001 2.21
α3 4.96 0.001

* Los módulos µ están en kPa

Cuadro 3.3: Parámetros del modelo de Ogden para ambas arterias.

Parámetro∗ Aorta sana Aorta dañada
c1 16.93 83.71

* c1 está en kPa

Cuadro 3.4: Parámetro del modelo neohookeano para ambas arterias.

3.5.1. Cilindro sometido a presión interna

Este ensayo consiste en imponer una historia de desplazamientos radiales
en la pared interior de un cilindro (ver figura 3.16) y obtener como resul-
tado la tensión de Cauchy en dirección circunferencial σθ. Dicha tensión se
relacionará con el alargamiento en esa misma dirección.

R

r

Hp

O x

Desplazamiento horizontal
impedido

Desplazamiento prescrito

y

Desplazamiento vertical
impedido

σθ

σθ

h

θ
z

Figura 3.16: Esquema del modelo del cilindro con simetŕıa axial.

Debido a la simetŕıa las direcciones principales coinciden con los vecto-
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res radial, circunferencial y axial, luego escribiremos todas las relaciones en
esa base vectorial. Denotamos con un sub́ındice r las variables en la direc-
ción radial y con un sub́ındice θ las variables en la dirección circunferencial
(tangencial).

El cálculo se ha hecho con desplazamiento impuesto, luego para cada
incremento del desplazamiento el alargamiento en la dirección tangencial es:

λθ =
r

R

Como se supone material incompresible hay que utilizar la expresión
(3.30) para expresar las tensiones. Análogamente a como se hizo en el apar-
tado 3.4.2 para deducir la presión interna π, se utiliza la hipótesis de que la
tensión radial es nula. Con esta hipótesis adicional se tiene:

σr = −π + J−1λr
∂W

∂λr

= 0 −→ π = J−1λr
∂W

∂λr

(3.46)

y la tensión circunferencial resulta:

σθ = −π+J−1λθ
∂W

∂λθ

= −J−1λr
∂W

∂λr

+J−1λθ
∂W

∂λθ

= λθ
∂W

∂λθ

−λr
∂W

∂λr

(3.47)

donde en la expresión final ya se ha incluido la incompresibilidad con J = 1.

Observación. En realidad la tensión radial es una curva decreciente. En la
pared interior σr = p y en la pared exterior σr = 0. Pero como se verá en
los resultados, p ¿ σθ, por lo que considerar la tensión radial nula es una
aproximación razonable.

Respecto a la cinemática suponemos que es un problema de deformación
plana, luego en la dirección z no se produce deformación, esto es, λz = 1. Por
tanto, al suponer incompresibilidad se tiene la siguiente restricción:

J = λrλθ = 1 (3.48)

Se puede también obtener la presión impuesta p a partir de la ecuación
de equilibrio de los tubos de pared delgada, esto es:

p =
h

r
σθ (3.49)

Teniendo en cuenta que h = λrH y que r = λθR aśı como (3.48) se llega
a que la presión externa es:

p =
H

R
λ−2

θ σθ (3.50)

Material de Ogden
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Utilizando (3.35) y sustituyendo dicha expresión en (3.47) se obtiene:

σθ = −
3∑

p=1

µpλ
αp
r +

3∑
p=1

µpλ
αp

θ =
3∑

p=1

µp(λ
αp

θ − λαp
r ) (3.51)

Teniendo en cuenta la restricción cinemática (3.48) se tiene que λr = λ−1
θ .

Utilizando esto último en la expresión (3.51) queda:

σθ =
3∑

p=1

µp(λ
αp

θ − λ−αp

θ ) (3.52)

La expresión de la presión es, sustituyendo (3.52) en (3.50):

p =
H

R

3∑
p=1

µp(λ
αp−2
θ − λ−αp−2

θ ) (3.53)

Los parámetros µp y αp que se han tomado, como se comentó anterior-
mente, son los ajustados a los ensayos experimentales de la arteria aorta sana
(ver cuadro 3.3).

En las figuras 3.17 y 3.18 se muestran respectivamente las curvas de la
tensión σθ y presión p frente al alargamiento λθ para este material, donde se
ha tomado R = 10 mm. y H = 0.1 mm. Se comparan en cada gráfico los
resultados anaĺıticos con los computacionales, observándose una muy buena
concordancia.
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Figura 3.17: Cilindro sometido a presión interna con material de Ogden.
Tensión circunferencial y análisis de sensibilidad de dicha tensión respecto
el módulo volumétrico κ.

En la figura 3.17 se han dibujado cuatro resultados numéricos para obser-
var la importancia del módulo volumétrico κ de la expresión (3.25). Cuanto
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mayor es dicho módulo mejor se impone la restricción de incompresibilidad.
Pero κ no puede hacerse arbitrariamente grande porque cuanto mayor es κ
la matriz tangente calculada para hacer las iteraciones de Newton-Raphson
queda peor condicionada, llegando un punto en el que no es posible invertirla.
Por lo tanto hay que tantear un valor de compromiso. En este caso tomando
κ = 109 se obtiene un buen resultado, y es el valor que se tomará también en
el ejemplo siguiente del inflado del globo.
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Figura 3.18: Cilindro sometido a presión interna con material de Ogden.
Presión.

Material neohookeano

De forma similar al material anterior, sustituyendo ahora (3.38) en (3.47)
queda:

σθ = λθ2c1λθ − λr2c1λr = 2c1(λ
2
θ − λ2

r) (3.54)

que junto a la condición (3.48) obtenemos para la tensión circunferencial:

σθ = 2c1(λ
2
θ − λ−2

θ ) (3.55)

Y sustituyendo (3.55) en (3.50) la presión es:

p = 2c1
H

R
(1− λ−4

θ ) (3.56)

El parámetro c1 es el ajustado con el ensayo experimental para la arteria
sana (ver cuadro 3.4).

Las figuras 3.19 y 3.20 representan las curvas de la tensión σθ y presión p
frente al alargamiento λθ respectivamente, con buena concordancia anaĺıtica
y numérica.
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Figura 3.19: Cilindro sometido a presión interna con material neohookeano.
Tensión circunferencial.
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Figura 3.20: Cilindro sometido a presión interna con material neohookeano.
Presión.

A diferencia del modelo de Ogden, en el modelo neohookeano la presión
no crece indefinidamente sino que se estabiliza en el valor 2c1H/R = 0, 3386
kPa.

Cabe resaltar la gran diferencia en el valor de las tensiones entre ambos
modelos, sobre todo en el rango de las grandes deformaciones, ofreciendo el
material de Ogden una rigidez mucho mayor que el neohookeano.



Caṕıtulo 3. Modelos matemáticos de la pared arterial 87

3.5.2. Globo sometido a presión interna

Este caso es similar al anterior, pero el resultado de la curva presión-
alargamiento en grandes deformaciones es interesante por existir un tramo
decreciente en el material neohookeano, lo cual no es intuitivo a priori.

Consiste en imponer una historia de desplazamientos radiales en la pared
interior de un globo (ver figura 3.21) obteniendo como resultado la tensión
de Cauchy en las direcciones del paralelo y del meridiano.Nodos 
on desplazamientorestringido

r xy
h Desplazamiento impuestoen la super�
ie interior

�p z R �
z

x
dy = 0 dx = 0

dz = 0
� y

H O

Figura 3.21: A la izquierda, esquema del globo seccionado por un plano me-
ridiano. A la derecha, malla de hexaedros de un octante de globo.

Utilicemos la base natural de las coordenadas esféricas para representar
las magnitudes, denotando con un sub́ındice r las variables en la dirección
radial, con un sub́ındice θ las asociadas a la dirección del paralelo y con φ a
las del meridiano.

Debido a la simetŕıa polar del problema, tanto los alargamientos como las
tensiones asociadas a las direcciones del paralelo y meridiano coinciden, esto
es:

λθ = λφ (3.57a)

σθ = σφ (3.57b)

Se ha hecho una malla tridimensional de un octante para validar los ele-
mentos en tres dimensiones, ya que son los que se utilizarán en las arterias
con geometŕıa real. La parte derecha de la figura 3.21 muestra la malla utili-
zada. Dicha malla consiste en un octante de esfera con elementos hexaedros
y se ha hecho con el mallador que se ha desarrollado también en esta tesis.

También por simetŕıa, en el plano tangente todas las direcciones son prin-
cipales y por tanto la dirección radial también es dirección principal (por ser
perpendicular a dicho plano).
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Imponiendo el movimiento en dirección radial, el alargamiento en las di-
recciones tangenciales es:

λθ = λφ =
r

R

De nuevo se supone incompresibilidad y se utiliza la expresión (3.30)
para expresar la tensión. Asimismo se hace la hipótesis adicional de que en
la dirección radial la tensión es nula, con lo que se puede utilizar la ecuación
del apartado anterior (3.47). Cabe realizar la misma observación que en el
ejemplo anterior.

La restricción cinemática de incompresibilidad es, teniendo en cuenta
(3.57a):

J = λrλθλφ = 1 −→ λrλ
2
θ = 1 (3.58)

Para obtener la presión impuesta p, teniendo también en cuenta la hipó-
tesis de pared delgada se llega a la ecuación de equilibrio:

p = 2
h

r
σθ (3.59)

Considerando que h = λrH, r = λθR y la relación (3.58) se llega a la
siguiente expresión para la presión:

p = 2
H

R
λ−3

θ σθ (3.60)

Material de Ogden
La expresión para la tensión es la misma que en (3.51), y teniendo en

cuenta por (3.58) que λr = λ−2
θ se llega a:

σθ =
3∑

p=1

µp(λ
αp

θ − λ−2αp

θ ) (3.61)

La expresión para la presión es, sustituyendo (3.61) en (3.60):

p = 2
H

R

3∑
p=1

µp(λ
αp−3
θ − λ−2αp−3

θ ) (3.62)

Los parámetros µp y αp son los mismos que para el caso anterior del
cilindro, esto es, los obtenidos de los datos experimentales para la arteria
aorta sana. Los parámetros de la geometŕıa son R = 10 mm. y H = 0.1 mm.

Las figuras 3.22 y 3.23 muestran las curvas de la tensión σθ y presión p
respectivamente, con buena correspondencia entre las curvas anaĺıticas y los
resultados numéricos.

Material neohookeano
La expresión de la tensión coincide con (3.54), y teniendo en cuenta (3.58)

tenemos:
σθ = 2c1(λ

2
θ − λ−4

θ ) (3.63)
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Figura 3.22: Globo sometido a presión interna con material de Ogden. Ten-
sión circunferencial.

 0

 5

 10

 15

 20

 25

 1  2  3  4  5  6  7  8  9  10

P
re

si
ó
n
 i

n
te

ri
o
r 

p
 [

k
P

a]

Alargamiento λθ

Ogden curva analítica
Ogden resultado numérico

Figura 3.23: Globo sometido a presión interna con material de Ogden. Pre-
sión.

Y sustituyendo (3.63) en (3.60) resulta la expresión de la presión:

p = 4
H

R
c1(λ

−1
θ − λ−7

θ ) (3.64)

El parámetro c1 es el mismo que en el caso del cilindro.
En la figura 3.24 se muestran los resultados de la tensión y en la figura

3.25 los de la presión, también con buenos resultados.
Es de destacar la forma de la curva de presión. La aśıntota de esta curva

es p = 0, esto es, si el alargamiento crece indefinidamente la presión tendeŕıa
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a hacerse nula.
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Figura 3.24: Globo sometido a presión interna con material neohookeano.
Tensión circunferencial.
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Figura 3.25: Globo sometido a presión interna con material neohookeano.
Presión.



Caṕıtulo 4

Modelos de interacción
fluido-estructura

En los dos caṕıtulos anteriores se ha estudiado por separado un modelo
para el fluido sangre y un modelo para el sólido pared arterial. Los objetivos
principales eran:

a) La justificación de una ecuación constitutiva adecuada teniendo en cuenta
las bases fisiológicas del sistema cardiovascular.

b) La discretización de las ecuaciones mediante el método de los elementos
finitos, con un tratamiento especial de la condición de incompresibilidad.

El objetivo de este caṕıtulo es acoplar estos dos sistemas mediante la
igualdad de las condiciones de contorno en la frontera común a ambos.

A efectos de formulación matemática, la principal consecuencia del fenó-
meno de interacción es que el dominio del fluido no es fijo, sino que tiene que
ir adaptándose al movimiento del sólido. Para ello, la formulación lagrangia-
na del sólido ya desarrollada es adecuada, pero la formulación euleriana del
fluido no es correcta para un dominio variable. Por tanto, lo primero que
se hará es plantear una formulación más general del fluido que se adapte a
contornos móviles (apartado 4.1).

En el apartado 4.2 se plantea el problema de interacción matemáticamen-
te y se definen unos operadores matemáticos que simplifiquen la notación. La
composición de estos operadores permite formular el problema y las ecuacio-
nes de forma concisa, para aśı permitir una clasificación de los métodos de
solución en el apartado 4.3.

Posteriormente se comenta el método utilizado e implementado en este
trabajo justificando por qué se ha elegido un método particionado y final-
mente se muestran dos ejemplos de validación. Uno de ellos es la transmisión
de un pulso rectangular de presión en un tubo tridimensional y el otro corres-
ponde al caso de flujo confinado en una cavidad (ver apartado 2.4.1), pero
con la pared inferior flexible y una velocidad impuesta pulsátil. Este caso se

91
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analiza con detalle por no haberlo encontrado suficientemente documentado
en la literatura.

4.1. Formulación ALE del fluido

La formulación ALE (Arbitrary Lagrangian-Eulerian) es el marco adecua-
do para plantear las ecuaciones del fluido con contornos móviles. Básicamente
consiste en flexibilizar la malla utilizada permitiendo que ocupe un dominio
arbitrario. Esto es, no es necesario que la malla acompañe el movimiento de
la materia (como la formulación lagrangiana de los sólidos) ni que la malla
sea fija en el espacio (como la formulación euleriana de los fluidos), sino que
a dicha malla se le permite ocupar cualquier dominio del espacio (de ah́ı la
palabra Arbitrary). En particular este dominio se elige para que su contorno
acompañe el movimiento del sólido.

Unos de los primeros art́ıculos donde aparece este método en el contexto
de los elementos finitos son Donea et al. [1977] y Hughes et al. [1981].
Desde entonces se ha utilizado esta técnica tanto para fluidos con contornos
móviles como para sólidos con grandes deformaciones.

4.1.1. Fundamentos de la formulación

En la figura 4.1 se muestra la idea básica de este método. La gota de agua
entra en el dominio de estudio, pero ningún nodo de la malla está asociado
a una part́ıcula material de ésta, esto es, los nodos de la malla se mueven de
forma independiente a la gota.

La formulación ALE se basa en tres funciones (Donea y Huerta [2003])
para hacer correspondencias entre los dominios de referencia, material y es-
pacial, según se muestra en la figura 4.2. La aplicación caracteŕıstica de la
formulación ALE es la función Φ, que relaciona los puntos del dominio de
referencia χ con los puntos espaciales x:

Φ : Ωχ × [t0, tfinal]→ Ωx × [t0, tfinal] (4.1)

(χ, t)→ Φ(χ, t) = (x, t) (4.2)

Observación. En el contexto del método de los elementos finitos la función
Φ es la que define el movimiento de la malla (ver figura 4.1).

La velocidad de la malla û es la derivada de Φ respecto el tiempo:

û =
∂Φ(χ, t)

∂t
=
∂x

∂t

∣∣∣∣
χ

(4.3)

Observación. En el desarrollo de la formulación ALE, siempre que se ha-
gan derivadas respecto del tiempo se indicará expĺıcitamente qué dominio se
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Gota de fluido real
(part́ıculas materiales)

χ1

χ3

χ2

x1

x3

x2

Dominio de referencia Ωχ

Φt0

t0 + 2∆t

Φt0+2∆t

Dominios espaciales Ωx(t)

Φt0+∆t

t0 + ∆t

t0

Figura 4.1: Idea de la formulación ALE para un fluido con contornos móviles.

mantiene fijo. Por ejemplo, en 4.3 la derivada se realiza considerando fijo el
dominio Ωχ.

En este sistema de coordenadas una magnitud vendŕıa expresada simbó-
licamente como:

f = f(χ, t) χ ∈ Ωχ (4.4)

donde la diferencia ahora respecto la formulación euleriana es que el dominio
de referencia Ωχ no representa las coordenadas espaciales (ni tampoco las
materiales).



94 4.1. Formulación ALE del fluido

ΩX

Ωx

Ωχ

ϕ

Ψ Φ

Dominio espacialDominio material

Dominio de referencia

Figura 4.2: Correspondencias entre los dominios lagrangiano, euleriano y
ALE.

La derivada temporal material se calcula aplicando la regla de la cadena:

ḟ ≡ ∂f

∂t

∣∣∣∣
X

=
∂f

∂t

∣∣∣∣
χ

+
∂f

∂χ

∂χ

∂t

∣∣∣∣
X

(4.5)

Observación. El hecho de calcular la derivada temporal material es porque
es la que tiene significado f́ısico y la que interviene en las ecuaciones de la
dinámica.

Si se define w como la velocidad de una part́ıcula material respecto el
dominio de referencia Ωχ:

w =
∂χ

∂t

∣∣∣∣
X

(4.6)

entonces, sustituyendo (4.6) en (4.5) queda la expresión de la derivada ma-
terial como:

∂f

∂t

∣∣∣∣
X

=
∂f

∂t

∣∣∣∣
χ

+
∂f

∂χ
w (4.7)

De todas maneras es conveniente expresar la derivada material en función
del gradiente espacial (derivadas respecto las coordenadas espaciales), ya que
es el que tiene significado f́ısico para el término viscoso en las ecuaciones de
Navier-Stokes. Utilizando la regla de la cadena, la expresión (4.7) se puede
escribir aśı:

∂f

∂t

∣∣∣∣
X

=
∂f

∂t

∣∣∣∣
χ

+
∂f

∂x

∂x

∂χ
w (4.8)
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donde queda por calcular el término ∂x
∂χw. Para ello se calcula la velocidad

material de las part́ıculas de fluido:

u =
∂x

∂t

∣∣∣∣
X

=
∂x

∂t

∣∣∣∣
χ

+
∂x

∂χ

∂χ

∂t

∣∣∣∣
X

(4.9)

y sustituyendo ahora (4.3) y (4.6) en (4.9) queda:

u = û +
∂x

∂χ
w (4.10)

Ahora se define la velocidad convectiva c como la diferencia entre la ve-
locidad material u y la velocidad de la malla û. Esto es, la velocidad de las
part́ıculas vistas por un observador solidario a la malla:

c = u− û (4.11)

que se puede reescribir, utilizando (4.10):

c =
∂x

∂χ
w (4.12)

Con estas definiciones la derivada material (4.8) se expresa como:

∂f

∂t

∣∣∣∣
X

=
∂f

∂t

∣∣∣∣
χ

+ c · ∇f (4.13)

donde se usa el śımbolo ∇ para expresar el gradiente espacial.

Observación. Las formulaciones lagrangiana y euleriana son casos particu-
lares de la formulación ALE. En efecto, al ser el movimiento de la malla ar-
bitrario (función Φ), y por tanto su velocidad c, si hacemos c = 0 obtenemos
la formulación lagrangiana, y su hacemos c = u nos queda la formulación
euleriana.

4.1.2. Ecuaciones del fluido en contornos móviles

Para reescribir la formulación euleriana del fluido (caṕıtulo 2) en el marco
de la formulación ALE, cabe destacar los siguientes aspectos:

a) La aceleración material del fluido es, aplicando (4.13):

u̇ ≡ ∂u

∂t

∣∣∣∣
X

=
∂u

∂t

∣∣∣∣
χ

+ c · ∇u (4.14)

siendo ésta la expresión a emplear en (2.9).
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b) Los contornos del dominio fluido no son fijos en general. Este hecho es vi-
tal para poder entender el porqué se utiliza la formulación ALE o cuándo
es posible utilizar cada formulación (lagrangiana, euleriana ó ALE).

El problema fuerte del movimiento del fluido expresado en (2.14) se re-
escribe en el marco de la formulación ALE en los siguientes términos : Sea
un dominio fluido Ω(t) ∈ R3. Encontrar un campo vectorial de velocidades
u(x, t)→ R3 y un campo escalar de presiones p(x, t)→ R tales que:

ρf

(
∂u
∂t

+ c ·∇u
)

+ ∇p− 2µ∇ ·D = 0 en Ω(t)

∇ · u = 0 en Ω(t)
u = ud(t) en Γd(t)
σ · n = tn(t) en Γn(t)

(4.15)

donde c ha de cumplir:

c(t) = ud(t)− Γ̇d(t) en Γd(t) (4.16)

siendo Γ̇d(t) la velocidad del contorno con condiciones de Dirichlet. La condi-
ción (4.16) es necesaria para determinar el movimiento de los nodos interiores
de la malla, tal y como se describe en el apartado siguiente.

4.1.3. Implementación computacional

La implementación de un elemento finito con la formulación ALE se ha
hecho sobre la base del caṕıtulo 2. Lo único que hay que hacer es modificar
el término convectivo en el residuo y en la matriz tangente. Esto es, el nuevo
término convectivo es:

ρfc · ∇u = ρf(u− û) · ∇u (4.17)

donde û es la velocidad del dominio espacial, que a efectos del método de los
elementos finitos es la velocidad de los nodos de la malla.

Por tanto en las ecuaciones (B.3) hay que reescribir la matriz N(uA).
Entonces, con la misma estructura de la matriz general ensamblada (2.24),
los coeficientes n(uA)αβ que se escribieron en (2.25) hay que reescribirlos de
la siguiente forma:

n(uA)αβ = ρf

∫

Ωe

Nα
u (uh − ûh) ·∇Nβ

u dΩe (α, β = 1, . . . , nu) (4.18)

donde se ha utilizado ûh en vez de û para indicar que la velocidad de la
malla también ha sido discretizada. En particular ûh se ha discretizado con
las mismas funciones de forma que la velocidad uh.

La siguiente cuestión es cómo calcular la velocidad de los nodos de la
malla ûA.
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Observación. Al ser el movimiento de la malla arbitrario (salvo en el con-
torno, que se tiene que adaptar al movimiento del sólido), existen infinitos
campos de velocidades posibles de la malla, todos ellos válidos. No obstante,
existen criterios que permite discriminar entre ellos, como la “Ley de Con-
servación Geométrica”que se describe más adelante en este apartado.

La estrategia que se ha seguido en este trabajo para calcular la velocidad
de la malla es la siguiente: Partiendo de unos desplazamientos dados del
contorno, denotados por dΓ:

1. Se toma como movimiento de los nodos interiores el que resultaŕıa de
imponer a un sólido ficticio los mismos desplazamientos en su contorno.
El objetivo es conseguir un campo de desplazamientos lo más suave po-
sible, pero que su cálculo no consuma apenas tiempo. Por ello se toma
la ecuación constitutiva del sólido elástico lineal e isótropo, que al ser
análogo a un flujo de Stokes se puede utilizar el elemento de fluido to-
mando la densidad nula. Vamos a denotar con d̂ el desplazamiento de
la malla. Se puede definir simbólicamente esta operación: consistiŕıa en
partir del movimiento del contorno dΓ y extender dicho movimiento a los
nodos interiores d̂, esto es:

d̂ =M(dΓ) (4.19)

donde se ha utilizadoM para denotar el operador extensión de la malla
(Fernández y Moubachir [2004]).

En Souli et al. [2000] se pueden ver otras definiciones del operadorM,
siendo también habitual resolver un problema de Poisson (del laplaciano)
como analoǵıa a un problema de transmisión de calor o de difusión en me-
dios porosos. Todas estas técnicas dan lugar a campos de desplazamientos
suaves.

2. Se calcula la velocidad de la malla de forma impĺıcita:

û =
∂d̂

∂t
, o en forma discreta ûn+1 ≈ d̂

n+1 − d̂
n

∆t
(4.20)

La ley de conservación geométrica
La idea clave de la ley de conservación geométrica (Geometric Conserva-

tion Law) es que el resultado de un problema con una malla móvil debiera
ser independiente del operador M, esto es, de cómo se mueva la malla (ver
Thomas y Lombard [1979] para ver el origen de esta ley en el contexto
de diferencias finitas y volúmenes finitos, y Chen y Sheu [2003] para una
extensión al método de los elementos finitos).

Concretamente esta ley se puede formular (Guillard y Farhat [2000]):
Un flujo uniforme debe conservarse con independencia de cómo se mueva la
malla.
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Esto quiere decir que por ejemplo en un flujo de Poiseuille se podŕıa mover
la malla interiormente, pero el flujo debeŕıa siendo de Poiseuille. Pero sobre
flujos no uniformes no impone ninguna condición.

No obstante, existe un debate sobre si utilizar un operadorM que cumpla
esta ley ofrece ventajas significativas o no para el caso de flujos no uniformes.
Un argumento a favor es que si cumple esta ley, debemos obtener en nuestro
problema mejores resultados, aunque no estemos en un problema con flujo
uniforme. Y un argumento en contra es que parece inútil tener un operador
M que preserve el flujo uniforme para problemas en los que al fin y al cabo
el flujo no es uniforme per se, por lo que no se obtendŕıa ventaja alguna.

En este trabajo el operadorM no cumple dicha ley. En hemodinámica los
flujos son siempre transitorios y generalmente lejanos de un flujo uniforme,
por lo que no parece razonable que vaŕıen mucho los resultados por no cumplir
la ley de conservación geométrica.

Observación. Matemáticamente la solución exacta es independiente del mo-
vimiento de la malla. Esta independencia no está garantizada en el caso en
el que el problema se resuelve de forma numérica.

4.1.4. Validación de la formulación ALE

El caso ha sido tomado de Sheu y Chen [1999], donde un flujo pasa
a través de un tubo bidimensional cuyo contorno está sometido a un movi-
miento sinusoidal impuesto (figura 4.3).

t = 0.5t = 0.2t = 0.011
0
1

0 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5-0.5
0.5

50.5
x

y
Flujo

0.5
Figura 4.3: Esquema del tubo con movimiento impuesto.

Descripción del problema:

a) Se impone un flujo parabólico de velocidades a la entrada cuya velocidad
media es umedia = 2. En el instante inicial se supone velocidad nula en
todo el dominio.

b) Se asume que no hay deslizamiento en la pared del tubo, esto es, la
velocidad del fluido en el contorno es la misma que la de la pared.
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c) El fluido tiene comportamiento newtoniano, cuya densidad es ρf = 1 y la
viscosidad dinámica µ = 0.0025. Con estos datos el número de Reynolds
es Re = 400.

d) Para la discretización del dominio se ha utilizado una malla de 30x300
elementos. El objetivo es captar bien todos los vórtices y de ah́ı que
se halla utilizado una discretización tan fina. No obstante, en Sheu y
Chen [1999] se observa que con una malla más fina cerca de los bordes
y más gruesa en la parte central también se obtienen buenos resultados
con menos elementos. El paso de tiempo empleado es ∆t = 0.02.

e) El movimiento impuesto en la parte móvil de la pared tiene la siguiente
ley:

x = x0

y =

{
y0 − 0.2 sin(2π(x0 − 1)) sin(ωπt) 1 < x0 < 2

y0 x0 ≤ 1 ó 2 ≤ x0

(4.21)

donde (x0,y0) representa la posición inicial de la malla y (x,y) la posición
actual.

Observación. Para validar la formulación ALE lo esencial es elegir un
problema en el que el contorno del dominio no sea fijo. Para ello no es nece-
sario que éste sea una incógnita (como en el caso de interacción pura), sino
que puede estar definido a priori. Es decir, elegimos un problema donde un
movimiento predefinido se ha impuesto al contorno. Esto hace que no haya
interacción con ningún sólido, evitando aśı el problema de las iteraciones que
aparece en la interacción, como se verá en el apartado siguiente.

Según el movimiento impuesto la malla solamente es modificada en un
tramo y en su coordenada vertical, adoptando la forma de la figura 4.4.

Figura 4.4: Malla deformada verticalmente con movimiento impuesto. Se re-
presenta con menos elementos por claridad.

El movimiento del contorno crea obstáculos en la geometŕıa que propicia
la formación de vórtices, los cuales evolucionan en la zona del movimiento
impuesto. Posteriormente se trasladan en la dirección del flujo disipándose
antes de llegar al final del tubo.
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En la figura 4.5 se muestran las ĺıneas de corriente y los perfiles de velo-
cidad horizontal en distintos instantes de tiempo.

Obsérvese que las ĺıneas de corriente tienen un extremo en el contorno
móvil salvo cuando la velocidad de éste es nula (en los instantes t = 0.5 y t
= 1.5). Esto debe ser aśı, ya que un contorno móvil ha de ser forzosamente
el sitio donde comience o termine una ĺınea de corriente.

Los perfiles de velocidad horizontal comienzan siendo planos, ya que para
t = 0 las condiciones iniciales son velocidad nula en todo el dominio. El perfil
parabólico va desarrollándose con el tiempo.

t = 0.02

t = 0.25

t = 0.5

t = 0.75
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t = 1.0

t = 1.25

t = 1.5

t = 1.75

t = 2.0

Figura 4.5: Tubo con movimiento impuesto. Ĺıneas de corriente y perfiles de
velocidad horizontal.

En cuanto a las presiones, como las condiciones de contorno consisten en



102 4.2. Formulación del problema de interacción

un perfil de velocidades impuesto y en un movimiento impuesto en la pared
cabe hacer la misma consideración que en la observación sobre la figura 2.8
del apartado 2.4.1. En la figura 4.6, a modo representativo se muestran las
curvas isobaras en el instante t = 2.5, cuando el flujo ya se ha desarrollado
lo suficiente para que los perfiles dejen de ser planos.

-5.43E+00

-4.36E+00

-3.28E+00

-2.21E+00

-1.14E+00

-6.39E-02

 1.01E+00

 2.08E+00

 3.16E+00

 4.23E+00

 5.30E+00

-6.50E+00

 6.37E+00

_________________ DISPLACEMENT  1 

               Time = 0.00E+00Figura 4.6: Tubo con movimiento impuesto. Representación de las curvas
isobaras.

En el art́ıculo Sheu y Chen [1999] no se muestran resultados cuantita-
tivos, por lo que la comparación es únicamente a t́ıtulo cualitativo. Para ello,
las ĺıneas de corriente aqúı presentadas incluyen los instantes de tiempo que
en dicho art́ıculo se muestran, observándose una buena concordancia tanto en
los vórtices formados como en las otras ĺıneas. Asimismo, las curvas isobaras
(figura 4.6) también se comparan con los contornos de presión mostrados en
el art́ıculo, resultando similares.

4.2. Formulación del problema de interacción

Al resolver el problema de interacción se pretende determinar el movi-
miento de la interfaz que desconocemos a priori.

Partiendo de una estimación del movimiento de dicha interfaz en un ins-
tante de tiempo t, el proceso para verificar si la estimación es correcta consta
de los siguientes pasos:

a) Usar el operadorM definido en el apartado 4.1.3 para obtener la nueva
malla, aśı como la fórmula (4.20) para calcular la velocidad de ésta.

b) Resolver las ecuaciones del fluido con la formulación ALE y aśı obtener
las nuevas velocidades.

c) A partir de las velocidades obtenidas en b) calcular las tensiones y pos-
teriormente las fuerzas en los nodos de la interfaz.

d) Resolver las ecuaciones del sólido imponiendo las fuerzas calculadas en
la interfaz.

e) Obtener los desplazamientos del sólido y aśı comparar con los que hemos
supuesto al principio.
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Haciendo esto no solamente verificamos si la estimación es correcta, sino
que a partir del últimos paso podemos obtener una nueva y mejor estimación.

Observación. De aqúı en adelante, llamaremos interfaz al contorno común
del fluido y del sólido, esto es, a la zona donde interaccionan y hay que
imponer las condiciones de compatibilidad. Como ya se hizo en el aparta-
do anterior, la denotaremos con Γ. Aśı, las variables con un sub́ındice Γ
representan dichas variables en la interfaz. (Aunque la interfaz es variable
en el tiempo, esto es Γ(t), para evitar una notación demasiado densa no se
escribirá expĺıcitamente esta dependencia). Asimismo, se denotará con Ωf

el dominio del fluido y con Ωs el del sólido, siendo también variables en el
tiempo.

Para formalizar el problema de interacción se van a definir un conjun-
to de operadores que permitirán formular el problema de forma precisa y
compacta. Asimismo esta formulación, similar a la utilizada en Gerbeau y
Vidrascu [2003a] y Fernández y Moubachir [2004], pondrá en pers-
pectiva y facilitará el análisis de los distintos pasos en el proceso y su solución
numérica.

Vamos a suponer el problema ya discretizado en el tiempo, por lo que asu-
mimos que hemos obtenido la solución en el instante tn y queremos obtenerla
en tn+1.

Por consistencia, volvamos a definir más formalmente el operador malla
M:

Definición 4.2.1 Sea dn+1
Γ el desplazamiento actual de la interfaz Γn+1 ∈

R3. Se define el operador M como aquel que a partir de dn+1
Γ obtiene el

desplazamiento actual de toda la malla de fluido d̂
n+1

en Ωn+1
f ∈ R3:

(dn+1
Γ )→M(dn+1

Γ ) = d̂
n+1

(4.22)

De forma similar definamos el operador fluido F :

Definición 4.2.2 Sea d̂
n+1

el desplazamiento actual de la malla en Ωn+1
f ∈

R3, ûn+1 la velocidad actual de la malla en Ωn+1
f ∈ R3 y un la velocidad

del fluido en el instante anterior en Ωn
f ∈ R3. Se define el operador F como

aquel que a partir de d̂
n+1

, ûn+1 y un obtiene la velocidad actual del fluido
un+1 en Ωn+1

f ∈ R3 aśı como las fuerzas actuales sobre la interfaz fn+1
Γ en

Γn+1 ∈ R3:

(d̂
n+1

, ûn+1,un)→ F(d̂
n+1

, ûn+1,un) = (un+1,fn+1
Γ ) (4.23)

Intŕınsecamente, el operador F supone resolver las ecuaciones (4.15).

Para abreviar la notación, tengamos en cuenta que la velocidad de la malla

ûn+1 se puede obtener a partir del desplazamiento de ésta d̂
n+1

según (4.20)
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y la solución se supone conocida en tn, por lo que prescindimos de escribir
un. Asimismo, de momento lo que nos interesa es trabajar con las fuerzas
en el contorno fn+1

Γ para aśı resolver el sólido, empleando las velocidades
un+1 únicamente para calcular dichas fuerzas. De acuerdo con esto se puede
escribir más condensadamente:

fn+1
Γ = F(d̂

n+1
) (4.24)

Por tanto, el operador F en (4.24) se puede ver de forma abstracta como

una aplicación que asocia a cada vector de desplazamientos d̂
n+1

definido en
el dominio del fluido un vector de fuerzas fn+1

Γ definido en la interfaz.

Observación. La dimensión del vector d̂
n+1

es el número de nodos de la
interfaz multiplicado por el número de dimensiones del problema (2 ó 3). La
dimensión del vector fn+1

Γ es la misma.

Finalmente definamos el operador sólido S:

Definición 4.2.3 Sean fn+1
Γ las fuerzas actuales sobre la interfaz Γn+1 ∈ R3

y dn y ḋ
n

el desplazamiento y la velocidad del sólido respectivamente en el
instante anterior en Ωn

s ∈ R3. Se define el operador S como aquel que a partir

de fn+1
Γ , dn y ḋ

n
obtiene el desplazamiento dn+1 y velocidad ḋ

n+1
actuales

en Ωn+1
s ∈ R3.

(fn+1
Γ ,dn, ḋ

n
)→ S(fn+1

Γ ,dn, ḋ
n
) = (dn+1, ḋ

n+1
) (4.25)

No obstante, lo que nos interesa ahora son los desplazamientos en la
interfaz, y haciendo consideraciones similares a las hechas con el operador
fluido, reescribimos este operador aśı:

dn+1
Γ = S(fn+1

Γ ) (4.26)

El operador S en (4.26), visto de forma abstracta es una aplicación que
asocia a cada vector de fuerzas fn+1

Γ un vector de desplazamientos dn+1
Γ ,

ambos definidos en la interfaz.

Observación. Sobre la linealidad o no linealidad de los tres operadores de-
finidos, el operador M es lineal ya que consiste en resolver un problema de
elasticidad lineal. El operador F es no lineal debido al término convectivo de
las ecuaciones de fluido y el operador S es en este trabajo no lineal porque
el modelo de sólido es hiperelástico no lineal, aunque en los ejemplos de in-
teracción para validar el método el sólido es lineal y por tanto el operador S
también.

Los tres operadores actúan secuencial y además circularmente en un sen-
tido determinado, ya que la salida (output) de uno es la entrada (input) del
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d̂
n+1

=M(dn+1
Γ )

dn+1
Γ

dn+1
Γ

Γ

Γ

fn+1
Γ

fn+1
Γdn+1

Γ = S(fn+1
Γ )

d̂
n+1

fn+1
Γ = F(d̂

n+1
)

Figura 4.7: Operadores abstractos para formular el problema de interacción.
Obsérvese que actúan secuencial y circularmente.

siguiente. En la figura 4.7 se muestra dicha secuencia circular con un esquema
del resultado de cada operador.

Ahora el problema de interacción se formula en los siguientes términos:

Ecuación fundamental del problema de interacción: Conociendo la
solución en tn de los problemas (4.15) y (3.26), hallar los desplazamientos
dn+1

Γ de la interfaz en Γn+1 ∈ R3 en el instante tn+1 de tal forma que se
cumpla:

S ◦ F ◦M(dn+1
Γ ) = dn+1

Γ (4.27)

donde el śımbolo ◦ es el usado habitualmente para la composición de fun-
ciones. Es decir, en (4.27) primero actúa M sobre dn+1

Γ , sobre su resultado
actúa F y sobre el resultado de este último actúa S. A la ecuación (4.27) se
le puede llamar ecuación fundamental del problema de interacción.

Esta forma abstracta de enfocar el problema de interacción permite es-
cribir la ecuación a resolver (4.27) de tal forma que sea más fácil enfocar el
método de solución, sobre todo porque (4.27) tiene la forma adecuada para
aplicar el teorema del punto fijo, como se verá en el apartado siguiente.

Observación. Al actuar los operadores circularmente, se podŕıa haber plan-
teado la ecuación (4.27) de otra forma diferente por simple permutación cir-
cular de los operadores, a saber: F ◦M ◦ S(fn+1

Γ ) = fn+1
Γ , donde ahora las

incógnitas seŕıan las fuerzas en la interfaz. Estas formas de planteamien-
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to recuerdan conceptualmente al método de los desplazamientos y al método
de las fuerzas en los problemas de elasticidad, dependiendo qué incógnitas
tomemos, aunque aqúı el contexto sea diferente.

De esta manera el problema queda planteado con la ecuación impĺıcita
(4.27). Dado que no es posible obtener de forma cerrada dn+1

Γ , debido prin-
cipalmente a la no linealidad del operador F , se hace necesario un método
numérico para resolver esta ecuación.

4.3. Clasificación de los métodos de interac-

ción

Para mayor claridad, se puede escribir la ecuación fundamental del pro-
blema de interacción (4.27) de forma más estándar:

S ◦ F ◦M(dn+1
Γ )− dn+1

Γ = 0 (4.28)

A partir de la definición de I como el operador identidad, que asocia un
vector a śı mismo, se define el operador R:

R(dn+1
Γ ) = 0 donde R = S ◦ F ◦M− I (4.29)

haciendo la letra R referencia a la inicial de Residuo.

Para resolver (4.29) se pueden utilizar los métodos habituales en la reso-
lución de ecuaciones no lineales: el método del punto medio, la regula falsi
(método de la secante), el método de Newton-Raphson (método de la tan-
gente), y utilizando la expresión previa (4.27) también es posible utilizar
métodos de punto fijo.

Una posible clasificación de los métodos para resolver el problema de
interacción se muestra en el cuadro 4.1.

Cabe destacar que resolver las ecuaciones de interacción por métodos de
Newton-Raphson, o en general por cualquier método que suponga calcular la
matriz tangente de las ecuaciones supone un cambio cualitativo muy impor-
tante. Tal es aśı, que puede constituir un matiz diferenciador de las distintas
metodoloǵıas de solución.

A la hora de plantear un método de solución se debe considerar la posibi-
lidad de usar un programa espećıfico para el fluido y otro programa espećıfico
para el sólido. Si eso es aśı, podemos hacer uso de programas especializados
y ya validados para el fluido y para el sólido, que pueden ser comerciales,
empleando métodos particionados. Si se usan métodos donde se precise la
matriz tangente global, no se podrán usar programas separados, sino que
habrá que diseñar un programa espećıfico para calcular dicha matriz.
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Métodos de interacción
Métodos monoĺıticos Métodos particionados
- Programas espećıficos - Programas diferentes para el fluido y el sólido
- Proporcionan un aco- Acoplamiento débil Acoplamiento fuerte

plamiento fuerte - También llamados - También llamados im-
- Métodos Newton o expĺıcitos y secuen- pĺıcitos e iterativos

cuasi-Newton ciales (staggered) - Métodos de Block-
- Condicionalmente Jacobi y Block-Gauss-

estables Seidel

Cuadro 4.1: Clasificación de los métodos de interacción.

4.3.1. Métodos monoĺıticos

La idea de los métodos monoĺıticos se basa en resolver la ecuación (4.29)
por un método tangente, con lo que se obtiene un orden de convergencia
supralineal 1.

En principio seŕıa deseable utilizar estos métodos, pero calcular la matriz
tangente de (4.29) no es trivial.

Para expresar la matriz tangente de (4.29), se deriva dicha expresión
respecto dn+1

Γ , y denotando la derivada de un operador con una coma como
supeŕındice se obtiene:

R′
(dn+1

Γ ) = [S ′ ◦ F ◦M(dn+1
Γ )] · [F ′ ◦M(dn+1

Γ )] · M′
(dn+1

Γ )− I (4.30)

siendo:

M′
(dn+1

Γ ) =
∂d̂

n+1

∂dn+1
Γ

(4.31a)

F ′
(d̂

n+1
) =

∂fn+1
Γ

∂d̂
n+1 (4.31b)

S ′(fn+1
Γ ) =

∂dn+1
Γ

∂fn+1
Γ

(4.31c)

El cálculo deM′
es trivial, por serM lineal. El cálculo de S ′ se obtiene

de la forma estándar en mecánica no lineal de sólidos.
El cálculo de F ′

es más complejo, ya que hay que calcular la solución de
las ecuaciones del fluido ante variaciones del propio dominio del fluido Ωf . A
las derivadas de (4.31b) también se le llaman jacobianos cruzados.

Como alternativa, se pueden establecer distintas alternativas de F ′
. En

Matthies y Steindorf [2002] y Matthies y Steindorf [2003] se

1Si se calcula de forma exacta la matriz tangente, se consigue habitualmente una tasa
de convergencia de orden 2.
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utiliza diferencias finitas para calcular las derivadas de (4.31b), obteniendo
buenos resultados en problemas uni y bidimensionales. No obstante, usando
diferencias finitas hay que elegir el tamaño del paso para calcular el cociente
de forma algo heuŕıstica. Procediendo de esta forma incluso se puede resolver
el problema aprovechando los códigos estándar para la solución de los modelos
fluido y sólido (Matthies y Steindorf [2003]).

Otra alternativa que se ha utilizado de forma exitosa es aproximar el
operador F por otro operador lineal F̄ (Gerbeau y Vidrascu [2003b]).
La idea es resolver un fluido cuya ecuación sea lineal (también llamado modelo
reducido) eliminando el término convectivo y suponiendo que la viscosidad
es nula. Procediendo aśı se plantean unas ecuaciones que capturan el efecto
de la masa adicional en el fluido y constituyen una aproximación razonable
al comportamiento real.

Observación. El efecto de la masa adicional sobre el sólido se puede ver
en Gerbeau y Vidrascu [2003b]. En las ecuaciones de la dinámica del
sólido el efecto de la interacción se introduce mediante fuerzas de inercia
adicionales asociadas al movimiento de la masa del fluido. En el apartado
4.3.2 se describe en detalle la relevancia de este efecto.

Los dos métodos anteriores para aproximar F ′
no siempre proporcionan

convergencia. Recientemente en Fernández y Moubachir [2004] se ha
desarrollado un método en el que se calculan de forma exacta las derivadas
cruzadas (4.31b). Para ello se utilizan herramientas de“cálculo de sensibilidad
a la geometŕıa”. De esta manera se obtiene un método de Newton-Raphson
que acelera extraordinariamente la convergencia.

En el apartado 5.1, dentro de los modelos espećıficos para hemodinámica,
se expone un modelo unidimensional simplificado en el que se utiliza un mé-
todo monoĺıtico de solución. Este modelo se utiliza para imponer condiciones
de contorno absorbentes.

4.3.2. Métodos particionados

El objetivo de los métodos particionados es utilizar códigos de fluido y de
sólido, que resuelven de manera independiente los correspondientes modelos,
para resolver el problema de la interacción.

De acuerdo con la clasificación hecha en el cuadro 4.1 se analizan separa-
damente los modelos de acoplamiento débil y acoplamiento fuerte.

Para la representación esquemática de los distintos métodos de solución se
ha hecho un esquema tridimensional (ver figura 4.8), donde los ejes Ox y Oy
se usan para representar el tiempo y la iteración dentro del paso de tiempo
(si la hubiere) y el eje Oz para representar el sistema (fluido o sólido).

El sistema fluido se representa con un ćırculo azul y el sólido con un
cuadrado marrón. En este esquema la resolución de la malla con el operador
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t = 2t = 1

Sistema

Iteración

k = 3

k = 2

k = 1Fluido

Sólido

x

y

z

Tiempo

Figura 4.8: Esquema para representar los métodos particionados.

M se engloba en el sistema fluido para mayor claridad en el gráfico. Es decir,
el sistema fluido supone hacer F ◦M.

Acoplamiento débil

Este método avanza en cada paso de tiempo sin hacer iteraciones internas
(de ah́ı el nombre de métodos secuenciales), por lo que es un método que no
acopla totalmente el fluido con el sólido.

Con esta técnica se consigue avanzar rápido en el tiempo pero con el
inconveniente de no hacer un acoplamiento completo, por lo que se puede
volver inestable fácilmente. De ah́ı que también se le llamen métodos de aco-
plamiento expĺıcito, siendo condicionalmente estables, lo que hace que el paso
de tiempo esté acotado superiormente.

En el gráfico 4.9 se observan dos posibles estrategias de este método. Una
de ellas permite resolver ambos sistemas en paralelo, y la otra en serie.

t = 2t = 1

Sistema

k = 2

t = 3 t = 4

Sólido

Fluido
t = 2t = 1

k = 2

t = 3 t = 4

Sólido

Fluido

Sistema

Iteración Iteración

Tiempo Tiempo

Figura 4.9: Acoplamiento débil. Esquemas de resolución. A la izquierda solu-
ción en paralelo y a la derecha solución en serie.

Ambos sistemas (fluido y sólido) intercambian información al final de
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cada paso de tiempo y esa información se utiliza para seguir avanzando en el
tiempo. En el caso de solución en paralelo se tiene:

fn+1
Γ = F ◦M(dn

Γ) (4.32a)

dn+1
Γ = S(fn

Γ) (4.32b)

Y en el caso de solución en serie:

fn+1
Γ = F ◦M(dn

Γ) (4.33a)

dn+1
Γ = S(fn+1

Γ ) (4.33b)

Se han llevado a cabo experimentos numéricos donde se observa que en
hemodinámica estos esquemas no funcionan bien, debido al efecto de la masa
adicional (ver Morand y Ohayon [1992] para una descripción detallada).
Al desarrollar las ecuaciones del sólido, la fuerza normal (presión) en la in-
terfaz fluido-sólido Γ depende de la aceleración de ésta y de la densidad del
fluido. En consecuencia, en las ecuaciones del sólido aparece el término de
inercia:

(ρsM s + ρfM f )
∂2d

∂t2
(4.34)

donde la matriz M s es la matriz de masas del sólido y M f proviene de las
ecuaciones del fluido. La masa adicional es precisamente el término ρfM f .
En (4.34) se observa que si la densidad del sólido es muy superior a la del
fluido (ρsM s À ρfM f ) el efecto de la masa adicional tiene poca importancia,
como por ejemplo en la aerodinámica de estructuras sometidas a las acciones
del viento, donde la densidad del aire es varios órdenes de magnitud menor
que la del sólido. En este caso un esquema particionado con acoplamiento
débil puede funcionar bien.

En cambio, si la densidad del fluido es similar a la del sólido, como ocurre
en hemodinámica que son prácticamente iguales, el efecto de la masa adicio-
nal śı cobra importancia, ya que ρsMs ≈ ρfMf . Esto origina problemas de
estabilidad en el método expĺıcito (Morand y Ohayon [1992]).

Acoplamiento fuerte

Los métodos de acoplamiento fuerte están basados en resolver la ecuación
(4.27), la cual tiene la estructura adecuada para ser resuelta por métodos
basados en el teorema del punto fijo. Reescribamos dicha ecuación aqúı:

S ◦ F ◦M(dn+1
Γ ) = dn+1

Γ (4.35)

donde se supone conocida la solución en el instante tn y se quiere obtener la
solución en tn+1.

Para resolver (4.35) se pueden utilizar esquemas similares a los métodos
iterativos de Jacobi y Gauss-Seidel en los sistemas de ecuaciones lineales. En
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el contexto de la interacción fluido-estructura estos métodos son llamados
Block-Jacobi y Block-Gauss-Seidel.

El grado de acoplamiento logrado con estos métodos es el mismo que el
alcanzado con métodos monoĺıticos, pero normalmente realizando más ite-
raciones en cada paso de tiempo. Estas iteraciones suponen un incremento
extraordinario del coste computacional, ya que para un grado razonable de
tolerancia en el acoplamiento son necesarias normalmente varias decenas de
iteraciones.

Observación. Algunos autores llaman subiteraciones a lo que aqúı se ha
llamado iteraciones dentro de cada paso de tiempo, ya que para ellos avanzar
en el tiempo es hacer iteraciones.

Método de Block-Jacobi
Este método se basa en la solución en paralelo el sistema fluido y sólido,

intercambiando la información de ambos sistemas después de cada iteración.
Esquemáticamente se representa en la figura 4.10.

t = 2t = 1

Sistema

k = 3

k = 2

t = 3 t = 4

k = 4
Iteración

k = 1

Sólido

Fluido
Tiempo

Figura 4.10: Acoplamiento fuerte con el método de Block-Jacobi. Se puede
utilizar cálculo en paralelo.

En este ejemplo, para t = 1 son necesarias 3 iteraciones para lograr la
convergencia del sistema acoplado (de acuerdo a una tolerancia preestable-
cida). En t = 2 se hacen 4 iteraciones, etc... En cada iteración se obtienen
unas nuevas fuerzas y unos nuevos desplazamientos en la interfaz de acuerdo
con:

fn+1
Γ,k+1 = F ◦M(dn+1

Γ,k ) (4.36a)

dn+1
Γ,k+1 = S(fn+1

Γ,k ) (4.36b)

donde se ha utilizado el sub́ındice k para denotar las iteraciones. En (4.36) se
observa más claramente que ambos sistemas se pueden resolver en paralelo,
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ya que para hallar los resultados en k + 1 son únicamente necesarios los
resultados en k. Pero si no se dispone de la infraestructura necesaria para un
cálculo en paralelo es más eficiente utilizar el método de Block-Gauss-Seidel
ya que converge más rápidamente.

Método de Block-Gauss-Seidel
Con este método se resuelve un sistema y se transfiere el resultado inme-

diatamente al otro sistema antes de solucionarlo. En consecuencia los sistemas
se resuelven secuencialmente y no es aplicable la solución de ambos sistemas
mediante cálculo en paralelo.

En la figura 4.11 se muestra esquemáticamente este método.

t = 2t = 1

Sistema

k = 3

k = 2

t = 3 t = 4

k = 4
Iteración

Tiempo
k = 1

Sólido

Fluido

Figura 4.11: Acoplamiento fuerte con el método de Block-Gauss-Seidel. Se ha
de resolver en serie.

En este caso se transfiere información del sistema fluido para resolver
el sólido en la misma iteración, representando dicha transferencia mediante
flechas verticales.

Las fuerzas y desplazamientos en cada iteración son en este caso:

fn+1
Γ,k+1 = F ◦M(dn+1

Γ,k ) (4.37a)

dn+1
Γ,k+1 = S(fn+1

Γ,k+1) (4.37b)

En este trabajo se propone un método basado en el de Block-Gauss-Seidel.
Para simplificar la notación definamos el operador A como:

A ≡ S ◦ F ◦M (4.38)

por lo que podemos escribir la ecuación a resolver:

A(dn+1
Γ ) = dn+1

Γ (4.39)
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donde se explicita que la incógnita buscada dn+1
Γ es un punto fijo del operador

A.
Para buscar el punto fijo de (4.39) mediante métodos basados en el teore-

ma de Picard (ver cuadro 4.2) es necesario que la función A sea contractiva,
propiedad que en general no se verifica (en ningún experimento numérico
realizado ha resultado ser contractiva).

Tanteo inicial dn+1
Γ,0

Iteración 1 dn+1
Γ,1 = A(dn+1

Γ,0 )

Iteración 2 dn+1
Γ,2 = A(dn+1

Γ,1 )
...

...

Iteración k dn+1
Γ,k = A(dn+1

Γ,k−1)

Cuadro 4.2: Esquema iterativo del método del punto fijo.

Para conseguir una sucesión convergente hay que hacer cambios más sua-
ves de un punto de la sucesión al siguiente, esto es, que la norma de la dife-
rencia entre los resultados de dos iteraciones consecutivas ||dn+1

Γ,k+1 - dn+1
Γ,k || no

sea tan grande como la que resultaŕıa del método del cuadro 4.2. Una forma
de conseguir esto es introduciendo un parámetro de relajación ω tal que:

dn+1
Γ,k+1 = ωA(dn+1

Γ,k ) + (1− ω)dn+1
Γ,k (4.40)

ó lo que es equivalente:

dn+1
Γ,k+1 = dn+1

Γ,k + ωR(dn+1
Γ,k ) (4.41)

donde ω es un escalar tal que ω ∈ (0, 1]. Aśı resulta la sucesión mostrada en el
cuadro 4.3, donde se observa que ahora la sucesión avanza en la dirección del
residuo actual (esto también lo hace la sucesión del cuadro 4.2), pero ahora
dicho avance está modulado por el parámetro de relajación, que actuaŕıa a
modo de freno para dar pasos más pequeños de un punto a otro de la sucesión.

Tanteo inicial dn+1
Γ,0

Iteración 1 dn+1
Γ,1 = dn+1

Γ,0 + ωR(dn+1
Γ,0 )

Iteración 2 dn+1
Γ,2 = dn+1

Γ,1 + ωR(dn+1
Γ,1 )

...
...

Iteración k dn+1
Γ,k = dn+1

Γ,k−1 + ωR(dn+1
Γ,k−1)

Cuadro 4.3: Sucesión para resolver el problema de interacción con la técnica
del parámetro de relajación.

Observación. La sucesión del cuadro 4.2 es un caso particular de la del
cuadro 4.3 haciendo en este último ω = 1.
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La elección del parámetro de relajación ω no es única. Además, se puede
elegir constante para todo el cálculo o variable para cada iteración.

Para ω constante, si se elige ω muy pequeño se mejora la convergencia
pero a costa de un número elevado de iteraciones. Lo contrario sucede para
valores de ω mayores.

En los ejemplos de los apartados 4.5.1 y 4.5.2 se comparará el número de
iteraciones necesarias para varios valores de ω junto con el método adoptado.
En Formaggia et al. [2001] se hace un estudio más extenso del parámetro
de relajación en el problema del apartado 4.5.1.

Existen alternativas más eficientes que elegir ω constante en la fórmula
(4.41). En este trabajo se utilizan valores de ω no constantes, que se deter-
minan mediante el método de Aitken.

4.4. Método de interacción propuesto

En este trabajo se ha adoptado un método particionado con acoplamiento
fuerte. La justificación del acoplamiento fuerte se dio en el apartado 4.3.2,
y era debido a la similitud de las densidades del fluido y sólido. Utilizar un
método particionado no tiene una justificación tan clara ya que los métodos
monoĺıticos son más eficientes a pesar de que se tengan que calcular los jaco-
bianos cruzados de (4.31b) (ver Fernández y Moubachir [2004]). Este
trabajo, aparte de la gran componente de modelos numéricos, también está
orientado a aplicar un método de interacción a geometŕıas reales con modelos
no lineales para la pared arterial. De ah́ı que no se haya entrado más a fon-
do en implementar un método monoĺıtico para geometŕıas tridimensionales,
dejando ello como una ĺınea abierta para futuros trabajos.

Dentro de los métodos particionados se ha optado por el método de Block-
Gauss-Seidel, ya que converge más rápido que el método de Block-Jacobi.
Solamente si se utilizara cálculo en paralelo para el método de Block-Jacobi
pudiera este último tener ventaja compensando el mayor número de iteracio-
nes con el menor tiempo de cálculo de cada iteración.

El criterio de convergencia se basa en la norma eucĺıdea || · || de la dife-
rencia entre los desplazamientos de la interfaz al comienzo y al final de cada
iteración:

||A(dn+1
Γ,k )− dn+1

Γ,k ||
||dn+1

Γ,k ||
=
||R(dn+1

Γ,k )||
||dn+1

Γ,k ||
< tolerancia (4.42)

donde la tolerancia es un número muy pequeño. En este trabajo, salvo que
se diga lo contrario en algún caso, se ha tomado t́ıpicamente: tolerancia =
10−4.
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4.4.1. Método de aceleración de Aitken

En (4.41) adoptar ω constante para todo el cálculo es muy ineficiente. Una
estrategia que mejora la eficiencia es modificar los valores de ω mediante el
método de Aitken. El orden de convergencia de este método está demostrado
cuando la incógnita es un escalar, pero para el caso de variables vectoriales
no hay resultados reportados.

Método de Aitken con variable escalar
Supongamos que tenemos que resolver la siguiente ecuación:

f(x) = x (4.43)

que puesta en forma de residuo es:

R(x) = 0 siendo R(x) ≡ f(x)− x (4.44)

En este caso el método de Aitken es equivalente al método de la secante,
que es a su vez una generalización a ecuaciones no lineales del antiqúısimo
método de la regula falsi 2. En este método se halla la recta que une dos
puntos de la curva R(x) y se calcula el punto en que se anula la ordenada de
dicha recta (x3 en la figura 4.12).

x1 x2 x
R(x1)
R(x2) x3
R(x) x3 = x2 + x2�x1R(x1)�R(x2)R(x2)x3 = x1 + x2�x1R(x1)�R(x2)R(x1)Nuevo punto

Figura 4.12: Ilustración del método de Aitken para una variable escalar.

Como se ve en dicha figura, es posible hallar x3 de dos formas distintas.
Por tanto, el método comienza haciendo dos tanteos (x1, R(x1)) y (x2, R(x2)),
hallando a partir de estos x3. Ahora seguiŕıamos a partir de (x2, R(x2)) y
(x3, R(x3)) para hallar un x4, etc... Generalizando a cualquier iteración, la
fórmula general queda: Sabiendo los valores en xk y xk+1, hallar un nuevo
valor xk+2 según:

xk+2 = xk+1 +
xk+1 − xk

R(xk)−R(xk+1)
R(xk+1) (4.45)

2Este método consiste en resolver una ecuación lineal a partir del tanteo en dos puntos.
Dicho método aparece ya en el texto chino Nine Chapters on the Mathematical Art, siglo
II a.C.
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La fórmula (4.45) se puede escribir con la misma estructura que (4.41)
definiendo ω de tal forma que:

xk+2 = xk + ωR(xk) (4.46a)

xk+2 = xk+1 + ωR(xk+1) siendo ω ≡ xk+1 − xk

R(xk)−R(xk+1)
(4.46b)

donde se han escrito las dos formas de hallar el nuevo punto.

Método de Aitken con variable vectorial
Para resolver la ecuación (4.29) se extrapola el método de una variable

escalar a una variable vectorial, a modo de una regula falsi generalizada.
Partiendo de dos tanteos dn+1

Γ,k y dn+1
Γ,k+1 se calcula el valor dn+1

Γ,k+2 mediante
(4.46):

d̃
n+1

Γ,k+2 = dn+1
Γ,k + ωR(dn+1

Γ,k ) (4.47a)

˜̃
d

n+1

Γ,k+2 = dn+1
Γ,k+1 + ωR(dn+1

Γ,k+1) (4.47b)

donde se han indicado con los śımbolos ˜ y ˜̃ los dos posibles valores de dn+1
Γ,k+2.

En general para el caso vectorial ocurre que d̃
n+1

Γ,k+2 6= ˜̃d
n+1

Γ,k+2, cumpliéndose
siempre la igualdad estricta para el caso escalar (siempre y cuando se tome
ω como en (4.46)).

La idea del método de Aitken es tomar el parámetro ω de tal forma que

d̃
n+1

Γ,k+2 sea lo más parecido posible a ˜̃
d

n+1

Γ,k+2. O dicho en términos matemáticos,
minimizar la distancia entre ambos respecto una norma. El problema queda
aśı planteado:

mı́n
ω

∣∣∣∣
∣∣∣∣d̃

n+1

Γ,k+2 − ˜̃
d

n+1

Γ,k+2

∣∣∣∣
∣∣∣∣
2

(4.48)

Desarrollando (4.48) con la norma eucĺıdea y teniendo en cuenta (4.47):

mı́n
ω

∣∣∣∣
∣∣∣∣d̃

n+1

Γ,k+2 − ˜̃
d

n+1

Γ,k+2

∣∣∣∣
∣∣∣∣
2

= mı́n
ω

(
d̃

n+1

Γ,k+2 − ˜̃
d

n+1

Γ,k+2

)
·
(

d̃
n+1

Γ,k+2 − ˜̃
d

n+1

Γ,k+2

)
=

mı́n
ω

(dn+1
Γ,k · dn+1

Γ,k + 2ωdn+1
Γ,k · R(dn+1

Γ,k ) + ω2R(dn+1
Γ,k ) · R(dn+1

Γ,k ) + dn+1
Γ,k+1 · dn+1

Γ,k+1 +

2ωdn+1
Γ,k+1 · R(dn+1

Γ,k+1) + ω2R(dn+1
Γ,k+1) · R(dn+1

Γ,k+1)− 2dn+1
Γ,k · dn+1

Γ,k+1−
2ωdn+1

Γ,k · R(dn+1
Γ,k+1)− 2ωdn+1

Γ,k+1 · R(dn+1
Γ,k )− 2ω2R(dn+1

Γ,k ) · R(dn+1
Γ,k+1))

(4.49)

denotando con · el producto escalar de dos vectores.
Derivando la última expresión de (4.49) respecto ω e igualando el resul-

tado a cero:

dn+1
Γ,k · R(dn+1

Γ,k ) + ωR(dn+1
Γ,k ) · R(dn+1

Γ,k ) + dn+1
Γ,k+1 · R(dn+1

Γ,k+1) +

ωR(dn+1
Γ,k+1) · R(dn+1

Γ,k+1)− dn+1
Γ,k · R(dn+1

Γ,k+1)− dn+1
Γ,k+1 · R(dn+1

Γ,k )−
2ωR(dn+1

Γ,k ) · R(dn+1
Γ,k+1) = 0

(4.50)
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Despejando ω de (4.50) y reordenando términos se llega a:

ω =
(R(dn+1

Γ,k+1)−R(dn+1
Γ,k )) · (dn+1

Γ,k − dn+1
Γ,k+1)

(R(dn+1
Γ,k+1)−R(dn+1

Γ,k )) · (R(dn+1
Γ,k+1)−R(dn+1

Γ,k ))
(4.51)

Entrando con el parámetro de relajación (4.51) en por ejemplo (4.47b)
obtenemos el valor dn+1

Γ,k+2 de la siguiente iteración, avanzando en el eje k de
la figura 4.11.

Observación. La fórmula (4.51), para el caso particular de una variable
escalar se reduce a la ya obtenida en (4.46).

El parámetro de relajación ω también puede interpretarse como una apro-
ximación escalar a la inversa de la matriz tangente utilizada en el método de
Newton-Raphson: −(R′

(dn+1
Γ ))−1

Variantes del método de Aitken
Existen variantes de este método basadas en tomar distintos ωi para las

componentes del vector R(dn+1
Γ,k+1). En general los resultados no suponen una

mejora apreciable respecto al método original. Algunas de estas variantes son
(ver Deparis [2004] para mayor detalle):

a) Relajación diagonal. Consiste en dividir los nodos de la interfaz en varios
grupos y aplicar a cada uno de ellos un parámetro de relajación distinto.
Esta estrategia también se ha analizado en este trabajo, pero al ser ω
distinta en cada grupo no hay continuidad entre los desplazamientos de
grupos de nodos adyacentes.

b) Relajación en bloque. Este método es parecido al anterior, pero dividien-
do la interfaz en grupos de igual número de nodos. Los distintos grupos
pueden compartir nodos por lo que se logra mayor continuidad en el
movimiento de la interfaz.

c) Evaluaciones independientes. Pensado para poder utilizar cálculo en pa-
ralelo, consiste en hacer dos evaluaciones independientes en cada ite-
ración, esto es, utilizar (4.47a) y (4.47b) para lograr dos estimaciones
distintas y calcular un nuevo ω con esas dos estimaciones. En el presente
trabajo también se ha analizado este método (aunque calculando en se-
rie), pero el número de iteraciones hasta la convergencia no ha mejorado,
e incluso ha empeorado en general.

4.4.2. Programa inter3D

En este apartado se describe el programa desarrollado e implementado
en la tesis para resolver los modelos de interacción. A este programa se le ha
llamado inter3D, y está formado por un conjunto de programas ejecutados
secuencialmente. Los códigos programados para fluido y sólido se ejecutan
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llamándolos desde este programa, y además se procesa y se transmite entre
ellos los resultados obtenidos con los modelos de fluido y sólido.

Además de los programas de elementos finitos que resuelven los modelos
de fluido y sólido, desarrollados en FEAP (Taylor [2000c]), se ha utili-
zado código fortran 77 para las tareas que requieren numerosas operaciones
matemáticas y lenguaje awk para las tareas de trasiego de datos.

Al igual que en la figura 4.11, se utiliza el entero n para el paso de tiempo
y el entero k para el número de iteración dentro del paso de tiempo. Se
supone que se parte de la situación en t = 0 (n = 0) la cual es tomada como
condición inicial y conocida. Para las iteraciones, el primer tanteo a partir de
los valores del paso de tiempo anterior es k = 0 (ver figura 4.11).

En el cuadro 4.4 se presenta el algoritmo de solución.

El procedimiento descrito da las ĺıneas generales del cálculo, aunque en
ciertos pasos haya que ejecutar más de un programa. En el paso 2.2 la fórmula
para extrapolar el movimiento de la interfaz al paso de tiempo siguiente
(4.53) mejora ligeramente la extrapolación de (4.52) (Mok y Wall [2001],
Gerbeau y Vidrascu [2003b]). En los cálculos hechos aqúı no se ha
apreciado que el número de iteraciones se reduzca significativamente.

En los pasos 3.4 y 3.5 se ha denotado con d˜
n+1
Γ,k los desplazamientos de la

pared tras resolver el sólido, que son los que se comparan con los supuestos
inicialmente.

El paso que más tiempo consume con una enorme diferencia sobre todos
los demás es el 3.3, donde se resuelven las ecuaciones del fluido.

4.5. Validación del método de interacción

En los ejemplos de validación que se muestran no se han encontrado
apenas resultados cuantitativos por lo que la comparación es en su mayor
parte cualitativa, observando los dibujos y las gráficas del movimiento de la
parte flexible en ambos casos.

4.5.1. Transmisión de un pulso de presión en un cilin-
dro

Este ejemplo se describe en Formaggia et al. [2001] y Fernández
y Moubachir [2004].

Es un caso con simetŕıa axial pero aqúı se ha resuelto en tres dimensiones
para usar los mismos elementos y algoritmos que se usarán para el caso de
arterias con geometŕıa real. Se usa el sistema cegesimal de unidades.

Descripción del problema (ver figura 4.13):

a) El cilindro tiene una longitud L = 5 cm. y un diámetro inicial φ0 = 1
cm. El espesor inicial de la pared es h0 = 0.1 cm.
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1. Partimos de las condiciones iniciales en t = 0, inicializando n = 0.

2. Se quiere hallar la solución en tn+1. Inicializamos k = 0 y se realiza el primer tanteo.

2.1. Si n = 0 (esto es, si es el primer paso de tiempo):

dn+1
Γ,0 = ḋ

n

Γ∆t (4.52)

2.2. Si n ≥ 1 (segundo y sucesivos pasos de tiempo):

dn+1
Γ,0 =

3
2
ḋ

n

Γ∆t− 1
2
ḋ

n−1

Γ ∆t (4.53)

3. Calculamos el residuo R(dn+1
Γ,k ) de acuerdo con las siguientes etapas:

3.1. Se obtiene la nueva malla: d̂
n+1

k =M(dn+1
Γ,k )

3.2. Se calcula la velocidad de la malla como en (4.20)

ûn+1
k ≈ d̂

n+1

k − d̂
n

∆t
(4.54)

3.3. Se resuelven las ecuaciones del fluido: fn+1
Γ,k = F(d̂

n+1

k )

3.4. Se resuelven las ecuaciones del sólido: d˜
n+1
Γ,k = S(fn+1

Γ,k )

3.5. El residuo es: R(dn+1
Γ,k ) = A(dn+1

Γ,k )− dn+1
Γ,k = d˜

n+1
Γ,k − dn+1

Γ,k

4. Se realiza el test de convergencia según (4.42):

||R(dn+1
Γ,k )||

||dn+1
Γ,k ||

< tolerancia (4.55)

4.1. Si ha convergido, copiamos los valores actuales de todas las variables de estado
a las variables de valores convergidos (ya sin el sub́ındice k). Incrementamos el
tiempo tn+2 = tn+1 + ∆t, y si tn+2 ≤ tfinal hacemos n = n + 1 y vamos al paso
2. Si por el contrario tn+2 > tfinal terminamos en el paso 5.

4.2. Si no ha convergido se vuelve a iterar, calculando el parámetro de relajación ω:

4.2.1. Si k = 0 (esto es, si es la primera iteración):

ω0 = 1

4.2.2. Si k ≥ 1 tomamos (4.51) con una traslación del ı́ndice k:

ωk =
(R(dn+1

Γ,k )−R(dn+1
Γ,k−1)) · (dn+1

Γ,k−1 − dn+1
Γ,k )

(R(dn+1
Γ,k )−R(dn+1

Γ,k−1)) · (R(dn+1
Γ,k )−R(dn+1

Γ,k−1))
(4.56)

Se obtienen los nuevos desplazamientos de la interfaz:

dn+1
Γ,k+1 = dn+1

Γ,k + ωkR(dn+1
Γ,k ) (4.57)

Hacemos k = k + 1 y volvemos al paso 3.

5. Fin del cálculo.

Cuadro 4.4: Algoritmo de interacción entre los modelos 3D fluido-pared ar-
terial.
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φ0

Pared flexible

Pout(t) = 0

L

tiempo (ms)

13333

5

Pin(t)

Movimiento de la pared impedido en ambos extremos

Figura 4.13: Esquema del cilindro y del pulso de presión.

b) En un extremo se impone un pulso rectangular de presión de 13333
dyn/cm2 durante 5 milisegundos 3:

Pin(t) =

{
13333 t ≤ 5 ms

0 t > 5 ms
(4.58)

c) En el otro extremo se impone presión nula Pout(t) = 0.

d) El fluido es newtoniano e incompresible, con una viscosidad dinámica
µ = 0.03 Poise y una densidad de ρf = 1 g/cm3.

e) La pared tiene una densidad ρs = 1.2 g/cm3 y se supone isótropa con
comportamiento elástico lineal. El módulo de elasticidad es E = 3 · 106

dyn/cm2 y el coeficiente de Poisson ν = 0.3.

f) Los dos extremos de la pared están sujetos, es decir, tienen movimiento
nulo durante todo el cálculo. Además, en el instante inicial la velocidad
del fluido es nula en todo el cilindro.

g) No se produce deslizamiento en la pared del tubo por lo que la velocidad
del fluido en la interfaz es la misma que la de la pared.

3Esta presión equivale a 10 mm Hg
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h) El paso de tiempo tomado es ∆t = 10−4 s. El cálculo se ha hecho hasta
tfinal = 12 ms, dando un total de 120 pasos de tiempo. La malla del fluido
consta de 1620 elementos y la del sólido tiene 720 elementos (ver figura
4.14).

Figura 4.14: Transmisión de un pulso de presión. Malla del fluido (en azul)
y del sólido (en marrón).

Cabe señalar que el tiempo de cálculo hasta los 12 ms. se debe a que es el
tiempo que tarda en llegar la onda de presión hasta el extremo final. Como
se ha restringido el movimiento de la pared en los extremos se produce una
reflexión de la onda de presión, pero ahora con valores negativos de ésta.
Este es un tema muy importante en los modelos de hemodinámica, ya que
lo deseable es imponer condiciones de contorno no reflectantes en el extremo
final, lo cual se desarrollará en el siguiente caṕıtulo.

La tolerancia para el cálculo, según la expresión (4.55), es 10−4. En el
gráfico de la figura 4.15 se observa el número de iteraciones necesarias (el
valor de k en la figura 4.11) según el método de Aitken adoptado aqúı, to-
mando el valor del parámetro de relajación según (4.56). Resulta una media
de 19.4 iteraciones por paso de tiempo. También se ha calculado el valor
medio del parámetro de relajación del cálculo completo, resultando ωmedio =
0.2. Adicionalmente se muestra a efectos de comparación el número de itera-
ciones que son necesarias si se adopta un valor del parámetro de relajación
constante.

Se observa la ventaja del método de Aitken en cuanto al número de ite-
raciones. Respecto al tiempo de cálculo, como obtener el parámetro de re-
lajación ω consume un tiempo despreciable frente al tiempo total de cada
iteración, la misma figura 4.15 se puede emplear para comparar el tiempo
empleado en cada método.

En la figura 4.16 se han dispuesto las ĺıneas de corriente en distintos
instantes del tiempo. Para ello, al existir simetŕıa axial se muestra una sección
representativa, que va desde el eje hasta la pared. En la misma figura también
se muestran los contornos de presión en el dominio tridimensional. En este
último se ha aumentado por 10 el movimiento del contorno para que se aprecie
mejor.
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t = 4 ms
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Figura 4.16: Ĺıneas de corriente y contornos de presión de 0 a 12 ms. La
deformación en los contornos de presión ha sido aumentada por 10.
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Los resultados de los contornos de presión coinciden con los dibujos mos-
trados en Formaggia et al. [2001]. Las ĺıneas de corriente no se han
encontrado en ninguna de las referencias consultadas, por lo que aqúı se
muestran por primera vez.

Como el extremo final no tiene condiciones de contorno absorbentes la
onda de presión se refleja. Esto significa que para tiempos posteriores a los
mostrados en la figura 4.16 la presión es negativa y el tubo se colapsa, aunque
esto no se ha mostrado.

En el gráfico 4.17 se muestra el desplazamiento de la pared a varias dis-
tancias axiales del tubo. No se muestran los puntos del final del tubo porque
la onda reflejada se superpone a la primera onda y los resultados dejan de
ser significativos.

El desplazamiento en la coordenada z = 0.33 cm. (curva roja) es menor
porque el movimiento de la pared se ha impedido en el extremo inicial. Si-
guiendo en esta coordenada, obsérvese que para t = 5 ms. se produce un
cambio brusco en el desplazamiento, ya que es cuando la presión impuesta
en el extremo inicial deja de actuar.
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Figura 4.17: Curvas con los desplazamientos de la pared a distintas distancias
axiales.

Aprovechando el mismo gráfico 4.17 se puede calcular la velocidad de
transmisión de la onda de presión y compararla con el valor teórico. Para
ello se han señalado con las letras A, B y C en dicho gráfico los puntos de
máximo desplazamiento, cuyo valor numérico se muestran en el cuadro 4.5.

Con los datos del cuadro 4.5, combinados dos a dos, se pueden calcular



126 4.5. Validación del método de interacción

Punto Coordenada axial (cm) Tiempo (ms) Desplazamiento (cm)

A z = 1.0 4.2 0.014257

B z = 2.0 6.2 0.013902

C z = 3.0 8.2 0.013696

Cuadro 4.5: Tiempo para el que el desplazamiento es máximo en distintos
puntos del cilindro.

tres velocidades de onda y obtener el valor medio:

Puntos A y B −→ cAB =
zB − zA

tB − tA = 500 cm/s (4.59a)

Puntos A y C −→ cAC =
zC − zA

tC − tA = 500 cm/s (4.59b)

Puntos B y C −→ cBC =
zC − zB

tC − tB = 500 cm/s (4.59c)

coincidiendo la velocidad de la onda, cnumérico = 500 cm/s, en los tres casos.
La velocidad de transmisión de las ondas para un sólido elástico lineal, su-

poniendo las simplificaciones habituales en tubos de pared delgada, se puede
obtener a partir de la clásica expresión de Moens-Korteweg 4:

cteórico =

√
Eh0

ρfφ0

= 547.72 cm/s (4.60)

Comparando el resultado numérico con el teórico se tiene que cteórico es
ligeramente mayor a cnumérico.

Por último se muestra en la figura 4.18 el caudal en distintas secciones,
habiéndose calculado mediante la integración del campo de velocidades en
cada sección. Se incluye la sección inicial (curva roja), apareciendo de nuevo
el cambio brusco a los 5 ms.

4.5.2. Velocidad oscilante en una cavidad con una pa-
red flexible

Este ejemplo está inspirado en el caso de una cavidad bidimensional mos-
trado en el apartado 2.4.1. Lo que cambia es que la pared de abajo ahora es
flexible y el flujo impuesto en la parte superior es oscilante en vez de cons-
tante, todo ello para obtener un problema de interacción. Originalmente este
problema fue diseñado en dos dimensiones (Mok y Wall [2001]). En Ger-
beau y Vidrascu [2003a] se modificó añadiendo una tercera dimensión
usando elementos lámina no lineales para la pared inferior que interacciona.

4La expresión (4.60) fue obtenida experimentalmente a finales del siglo XIX.
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Figura 4.18: Caudal en diferentes secciones del tubo.

Pero en esta tercera dimensión solamente añadieron un elemento con el fin
de seguir imitando el caso bidimensional, luego no es un caso tridimensional
puro, sino de dos dimensiones con deformación plana.

Aqúı se desarrolla el caso tridimensional completo (figura 4.19), aunque
para poder comparar resultados con las referencias anteriores se calcula tam-
bién el caso bidimensional, en el que se utilizan elementos viga en grandes
deformaciones para simular la estructura. Las unidades no se explicitan, luego
los valores numéricos pueden interpretarse en cualquier sistema de unidades.

Descripción del problema (ver figura 4.19):

a) La cavidad es un cubo de lado L = 1. En la parte superior de éste existen
unas aberturas de 0.1 en las cuatro caras (pintadas en azul).

b) En la cara superior (en verde) se impone una ley de velocidades periódica
en la dirección x de la figura tal que:

ux = 1− cos(Ωt) siendo Ω =
2π

5
(4.61)

En dicha cara se deja libre la velocidad en dirección y, mientras que en
dirección vertical z se impone que la velocidad es nula, esto es, no puede
salir ni entrar fluido por la cara superior.

c) En las dos aberturas de la dirección del movimiento impuesto (x = 0 y
x = L) se imponen condiciones de contorno de Neumann homogéneas,
esto es, tensión nula. Por lo tanto, el flujo que entra y sale en la cavidad
es un resultado obtenido del cálculo. En las otras dos aberturas (y = 0 e
y = L) se impide la velocidad en la dirección y para que por ah́ı no salga
ni entre fluido. En el instante inicial tanto el fluido como el sólido están
en reposo.
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Figura 4.19: Esquema de la cavidad tridimensional.

d) En el resto de las paredes se supone condición de no deslizamiento entre
fluido y pared. Concretamente, en las paredes verticales (hasta la altura
de 0.9L) la velocidad es nula, y en la pared inferior la velocidad es la del
sólido resultante del cálculo.

e) El fluido es newtoniano e incompresible, con viscosidad dinámica µ =
0.01 y densidad ρf = 1.

f) La pared inferior (la estructura, de color salmón) tiene un espesor h =
0.002. y una densidad ρs = 500. Se supone isotroṕıa y comportamiento
elástico con un módulo de elasticidad E = 20 para el caso tridimensional
y E = 250 para el caso 2D. El módulo de Poisson es ν = 0.4. Se han
utilizado elementos lámina para el modelo 3D y elementos viga para
el caso 2D, ambos con formulación no lineal en grandes deformaciones
(Taylor [2000b]).

g) El paso de tiempo para el cálculo es ∆t = 0.1 y el cálculo se ha llevado
hasta tfinal = 100 en el caso 2D y tfinal = 50 en el 3D. Los elementos
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lámina se integran con el método enerǵıa-momento (Simó y Tarnow
[1992]) y los elementos viga con el método de Newmark (Newmark
[1959]).

h) En el caso tridimensional la malla del fluido es de 24x24x30 elementos
en las direcciones x, y y z respectivamente (6 de los 30 elementos son
para la abertura) y la del sólido 24x24 elementos lámina. Para el caso
bidimensional la malla del fluido es de 40x48 elementos en las direcciones
x y z (8 de los 48 elementos son para la abertura) y la del sólido de 40
elementos viga.

Observación. Este problema de interacción está especialmente bien condi-
cionado con los parámetros tomados, como lo demuestra el paso de tiempo
relativamente elevado tomado y el bajo número de iteraciones para conver-
ger.

Observación. Para obtener desplazamientos similares se ha tomado el mó-
dulo de elasticidad en el caso 3D menor que en el caso 2D. Esto es porque
en el caso 2D solamente hay rigidez a flexión en una dirección, mientras que
en el caso 3D hay rigidez en dos direcciones.

Debido al movimiento de la pared inferior el volumen de la cavidad vaŕıa
con el tiempo. Como el fluido es incompresible, ha de producirse un flujo neto
de fluido hacia la cavidad, y por eso se dejan las aberturas superiores, para
que entre y salga fluido de la cavidad.

El problema está en que a la hora de discretizar la cavidad con una malla,
si en la abertura solamente colocamos un elemento en dirección z no estaŕıa-
mos dejando que el caudal entrante y saliente resultara del cálculo, sino que
en realidad lo estaŕıamos imponiendo. En la figura 4.20 se muestra este hecho
donde los puntos A, B, C y D se corresponden con los de la figura 4.19 (el
caudal en dicha figura 4.20 corresponde al de la sección definida por dichos
puntos, no al total de la cavidad). Con esto lo que estaŕıamos haciendo es
restringir el movimiento de la pared inferior, lo cual seŕıa erróneo.

ux
ux

0.1L

= Caudal saliente = 1
20.1LuxCaudal entrante = 1

20.1Lux

C

Nodos

A
Caudal entrante

B D

Caudal saliente

Figura 4.20: Un único elemento en la abertura equivale a imponer el caudal.
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Debido a ello es necesario discretizar la zona de la abertura con más
elementos para que el caudal a la entrada pueda ser distinto al de la salida.
En la figura 4.21 se observa que como hay nodos intermedios en la abertura,
hay grados de libertad para que el caudal entrante sea distinto al saliente. Al
igual que anteriormente, los puntos A, B, C y D se corresponden con los de
la figura 4.19.

ux

0.1L

Caudal salienteCaudal entrante

ux

6=

NodosCaudal entrante
A

B

C

D

Caudal saliente

Figura 4.21: Varios elementos en la abertura para que los caudales de entrada
y salida puedan ser diferentes.

En nuestro caso y para la variante tridimensional, de los 30 elementos en
dirección z, 6 de ellos corresponden a la abertura. Para el caso bidimensional,
de los 48 elementos en dicha dirección, 8 se emplean para la abertura.

Caso bidimensional

En este caso tomamos la sección que resulta de cortar por un plano pa-
ralelo al xz en y = 0.5L, manteniendo todo lo demás tal como se describió
anteriormente. La inercia de los elementos viga, teniendo en cuenta que el
espesor para los elementos lámina es h = 0.002 resulta I = 1

12
h3 = 2

3
10−9,

y el área A = h = 0.002. Estos valores se toman por unidad de longitud en
dirección y.

La tolerancia utilizada de acuerdo con la expresión (4.55) es 10−4. En
la figura 4.22 se compara el número de iteraciones (ver figura 4.11) en cada
paso de tiempo que resulta del método de Aitken con los métodos en que el
parámetro de relajación ω es constante. El número medio de iteraciones es
3.6 con el método de Aitken, y el parámetro de relajación medio ωmedio =
0.68.

En la figura 4.23 se muestra el desplazamiento de tres puntos situados en
la pared, a una distancia de x = 0.25L, x = 0.5L y x = 0.75L. Se observa
el transitorio inicial, para luego llegar a una situación periódica, donde la
pared oscila con la misma frecuencia Ω que la velocidad impuesta. Los re-
sultados son similares a los de Gerbeau y Vidrascu [2003a], aunque no
exactamente iguales, posiblemente debido a la formulación particular de los
elementos lámina que emplean en dicha referencia.
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Figura 4.22: Número de iteraciones para converger. Método de Aitken y mé-
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Figura 4.23: Desplazamiento de 3 puntos de la pared inferior. Caso 2D.

En la figura 4.24 se compara el flujo neto de caudal (caudal entrante
menos caudal saliente) con la variación de volumen de la cavidad, que al
ser el fluido incompresible deben ser iguales. Se ha representado en rojo el
volumen total que ha entrado en la cavidad, siendo éste igual a la integral en
el tiempo del flujo. En verde está el volumen saliente, también calculado con
la correspondiente integral. En azul se dibuja la diferencia de los volúmenes
anteriores, esto es, el volumen entrante menos el saliente. Y luego, en puntos
rosas se representa la variación de volumen de la cavidad calculada a través
de los desplazamientos de los elementos viga de la parte inferior de la cavidad.
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Los resultados muestran que efectivamente se cumple correctamente la
condición de incompresibilidad.
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Figura 4.24: Volúmenes entrante y saliente y cambio de volumen en la cavi-
dad. Caso 2D.

En las figuras 4.25 y 4.26 se muestran las ĺıneas de corriente y las cur-
vas isobaras en distintos instantes de tiempo. La figura 4.25 corresponde al
régimen transitorio (hasta t = 10) y la figura 4.26 corresponde a un peŕıodo
representativo del régimen permanente (de t = 60 a t = 64), cuya frecuencia
se ha comprobado que coincide con la del movimiento impuesto.
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Figura 4.25: Ĺıneas de corriente (izquierda) y curvas isobaras (derecha) du-
rante el régimen transitorio.
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t = 60, t = 65
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t = 63
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Figura 4.26: Ĺıneas de corriente (izquierda) y curvas isobaras (derecha) a lo
largo de un peŕıodo.

Se observa que el movimiento de la pared inferior provoca que algunas
ĺıneas de corriente comiencen o terminen ah́ı.

El vórtice principal en la parte central de la cavidad es permanente, aun-
que su centro se desplaza describiendo una curva cerrada con un peŕıodo T .
También se forman dos vórtices secundarios en las dos esquinas inferiores
(véase el instante t = 61 de la figura 4.26) sucediendo esto cuando la pared
inferior comienza a bajar, aunque se disipan en poco tiempo.

Caso tridimensional
Este caso se ha discretizado con una malla más gruesa que en el caso

2D con el fin de hacer el cálculo asequible con la potencia computacional
disponible.
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El número de iteraciones resultante se muestra en la figura 4.27, con una
media de 6.3 iteraciones por paso de tiempo, casi el doble que en el caso
bidimensional. Y aqúı, el parámetro de relajación medio resultó ωmedio =
0.53.
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Figura 4.27: Número de iteraciones para converger con el método de Aitken.
Caso 3D.

En la figura 4.28 se muestra el desplazamiento de varios puntos represen-
tativos de la pared inferior cuyas coordenadas se indican en la propia gráfica.
Debido a la simetŕıa por el plano y = 0.5L el movimiento de los puntos en y =
0.75L es el mismo que en y = 0.25L. La forma de las curvas es la misma que
en el caso 2D de la figura 4.23, con un transitorio hasta aproximadamente t
= 20 y posteriormente un movimiento de régimen permanente.

También aqúı se ha calculado el volumen de fluido que entra y sale, aśı
como la variación de volumen de la cavidad debido al movimiento de la pared
inferior. En la figura 4.29 se observan las curvas resultantes, comprobando
que se cumple la condición de incompresibilidad.

Respecto a las ĺıneas de corriente, en el caso tridimensional han resultado
ser curvas espaciales que no se cierran, luego la visualización de éstas no es
tan clara como en el caso 2D ya que en la proyección a un plano se cruzaŕıan
unas ĺıneas con otras.

No obstante, con el fin de mostrar una perspectiva del caso 3D en las
figuras 4.30 y 4.31 se han representado las ĺıneas de corriente en los instantes
t = 32.5 y t = 35 respectivamente. Estos instantes se eligen de tal forma que
en t = 32.5 el valor de la velocidad impuesta es máxima (ux = 2) y en t =
35 la velocidad impuesta es nula.

Obsérvese cómo en la figura 4.30 las ĺıneas de corriente en la parte superior
entran por una abertura y salen por la otra debido al valor no nulo de la
velocidad impuesta en la cara superior, cosa que no sucede en la figura 4.31,
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al ser la velocidad impuesta nula.
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Figura 4.31: Ĺıneas de corriente en t = 35 en dos perspectivas.





Caṕıtulo 5

Modelos de interacción
sangre-pared arterial

En este caṕıtulo se hacen aplicaciones de los métodos expuestos en el caṕı-
tulo anterior estudiando problemas espećıficos en el contexto de hemodinámi-
ca. Se desarrolla un modelo unidimensional (modelo 1D) cuyo acoplamiento
se resuelve con un método monoĺıtico. Este modelo es útil para el análisis de
modelos con un elevado número de arterias, pero en este trabajo se usa como
una solución posible para imponer condiciones de contorno absorbentes. Se
propone un método original de resolver el acoplamiento entre los modelos 3D
y 1D, de tal forma que se consigue la convergencia con muy pocas iteraciones.
El ejemplo mostrado al final de este caṕıtulo tiene el objetivo de integrar los
modelos de interacción desarrollados a lo largo de este trabajo, a la vez que
proporcionar resultados más de tipo cualitativo.

5.1. Modelo unidimensional

Los resultados de un cálculo con los modelos de fluido y sólido desarrolla-
dos en los caṕıtulos 2 y 3 respectivamente y el método expuesto en 4 son los
campos de velocidad y presión para el fluido y los campos de desplazamien-
to y tensión para el sólido principalmente. No obstante, en algunos casos el
interés cĺınico puede estar en conocer la presión y caudal en distintos pun-
tos del sistema cardiovascular en vez de una información detallada en cada
sección. De ah́ı que se desarrolle un modelo que utiliza valores medios de las
variables en cada sección y que permite representar una parte importante
del sistema cardiovascular mediante un modelo unidimensional tal como se
ha representado en la figura 5.1. De hecho, si se intentara representar esa
misma parte con modelos tridimensionales el número de grados de libertad
necesarios lo haŕıa inabordable con los recursos de cálculo disponibles hoy en
d́ıa.

Además el modelo que se va a presentar puede resolverse monoĺıticamen-
te con poco esfuerzo computacional. La figura 5.2 muestra un esquema del
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142 5.1. Modelo unidimensional

Figura 5.1: Red de vasos sangúıneos susceptible de ser incluida en un modelo
unidimensional.

modelo cuyas hipótesis básicas se pueden ver en Formaggia y Veneziani
[2003], Peiró y Sherwin [2003b] y son:

a) Simetŕıa axial de todas las variables.

b) El movimiento de la pared arterial es únicamente radial y se desprecian
las fuerzas de inercia de ésta.

c) El eje del cilindro es fijo, esto es, la arteria no tiene desplazamientos de
sólido ŕıgido.

d) La presión P es uniforme en cada sección transversal, existiendo una rela-
ción biuńıvoca entre la presión y el área de acuerdo con la ley constitutiva
de la pared arterial.

e) Se desprecian las fuerzas volumétricas.

f) La velocidad axial es predominante, siendo la componente radial de la
velocidad despreciable respecto a aquélla.
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Q(z, t)

P (z, t)

z

Figura 5.2: Modelo unidimensional para resolver monoĺıticamente.

Se toman como variables básicas el área A, el caudal Q y la presión P .
Para situar cada sección se usa la coordenada espacial z a lo largo del eje



Caṕıtulo 5. Modelos de interacción sangre-pared arterial 143

de revolución. Por tanto, y usando una formulación euleriana, las funciones
incógnitas son A(z, t), Q(z, t) y P (z, t).

Las ecuaciones se obtienen a partir de los principios fundamentales de
continuidad y momento lineal, aśı como una relación adicional para la ecua-
ción constitutiva de la pared, siendo:

∂A

∂t
+
∂Q

∂z
= 0 (continuidad) (5.1a)

∂Q

∂t
+ α

∂

∂z

(
Q2

A

)
+
A

ρf

∂P

∂z
+Kr

(
Q

A

)
= 0 (momento lineal) (5.1b)

P = Pext + ψ(A(z, t), A0(z),β(z)) (ley constitutiva) (5.1c)

En la ecuación (5.1b), cuya deducción se puede ver en Formaggia y
Veneziani [2003], el coeficiente α depende del tipo de perfil de velocidades
supuesto y Kr es un parámetro de fricción que depende de la pendiente de
dicho perfil en la interfaz fluido-pared y de la viscosidad.

En la ecuación constitutiva (5.1c) Pext es la presión exterior que los tejidos
que rodean a la arteria ejercen sobre ésta, A0 es el área cuando la presión
interna es nula y β es un conjunto de parámetros constitutivos relacionados
con las propiedades mecánicas de la pared.

Si se utiliza (5.1c) para eliminar la presión en (5.1b) y derivando ψ res-
pecto de z usando la regla de la cadena, queda:

∂Q

∂t
+α

∂

∂z

(
Q2

A

)
+
A

ρf

(
∂ψ

∂A

∂A

∂z
+

∂ψ

∂A0

dA0

dz
+
∂ψ

∂β

dβ

dz

)
+Kr

(
Q

A

)
= 0 (5.2)

con lo que se reduce a un sistema de dos ecuaciones en derivadas parciales
(5.1a) y (5.2) con las dos funciones incógnita A(z, t) y Q(z, t).

Las simplificaciones adicionales que se han tomado son:

a) El parámetro de fricción Kr se supone nulo.

b) Tanto el área inicial A0 como los parámetros β los suponemos constantes
en todo el eje.

Con estas suposiciones se anulan algunas derivadas de (5.2) quedando:

∂Q

∂t
+ α

∂

∂z

(
Q2

A

)
+
A

ρf

∂ψ

∂A

∂A

∂z
= 0 (5.3)

Por simplificar la notación, se denota con c1 la siguiente cantidad:

c1(A,A0,β) ≡
√
A

ρf

∂ψ

∂A
(5.4)
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que tiene dimensiones de velocidad y está relacionada con la velocidad de pro-
pagación de las ondas. Si ahora definimos C1 como la integral de c21 respecto
el área de la sección:

C1(A,A0,β) ≡
∫ A

A0

c21(Ω, A0,β) dΩ (5.5)

se puede reescribir (5.3) agrupando términos como:

∂Q

∂t
+

∂

∂z

(
α
Q2

A
+ C1

)
= 0 (5.6)

Es común y útil emplear notación matricial para las dos ecuaciones (5.1a)
y (5.6). Esto se hace de forma sencilla escribiendo:

[
1 0

0 1

][
∂A
∂t
∂Q
∂t

]
+

∂

∂z

[
Q

αQ2

A
+ C1

]
=

[
0

0

]
(5.7)

Definiendo el vector incógnita U y la matriz F como:

U ≡
[
A

Q

]
; F (U ) ≡

[
Q

αQ2

A
+ C1

]
(5.8)

la ecuación (5.7) se expresa de forma más compacta:

∂U

∂t
+
∂F (U )

∂z
= 0 (5.9)

Finalmente, definiendo la matriz H :

H(U ) ≡ ∂F (U )

∂U
=

[
0 1(

c21 − α
(

Q
A

)2
)

2αQ
A

]
(5.10)

se puede escribir (5.9) como:

∂U

∂t
+ H(U )

∂U

∂z
= 0 (5.11)

donde la dependencia de H de las incógnitas U origina la no linealidad del
sistema.

Para la integración del sistema (5.9) se han empleado elementos finitos en
la discretización espacial y diferencias finitas para la discretización temporal.
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5.1.1. Discretización en el tiempo. Diferencias finitas

Respecto a la integración temporal seŕıa deseable utilizar un método im-
pĺıcito, pero la no linealidad del sistema debido a la matriz H(U ) hace que
sea complejo de resolver y caro respecto al tiempo de cálculo. Por ello se
elige un método expĺıcito. Entre éstos, un esquema de primer orden produ-
ce demasiada disipación numérica, por lo que se ha elegido un esquema de
segundo orden de un paso, tipo Lax-Wendroff. La idea es la siguiente: si se
hace el desarrollo en series de Taylor para el avance en el tiempo se tiene:

Un+1 = Un + ∆t
∂U

∂t

∣∣∣∣
n

+
∆t2

2

∂2U

∂t2

∣∣∣∣
n

+O(∆t3) (5.12)

teniendo que calcular las derivadas primera y segunda respecto al tiempo
para t = tn en función de las variables y sus derivadas espaciales. Teniendo
en cuenta (5.9) la derivada primera es:

∂U

∂t

∣∣∣∣
n

= −∂F (U )

∂z

∣∣∣∣
n

(5.13)

y la derivada segunda:

∂2U

∂t2

∣∣∣∣
n

=
∂

∂z

(
H(U )

∂F (U )

∂z

) ∣∣∣∣
n

(5.14)

donde se ha tenido en cuenta la propiedad de las derivadas cruzadas, aśı como
(5.10) y (5.13).

Sustituyendo ahora (5.13) y (5.14) en (5.12) y despreciando los términos
de tercer orden y superiores se llega a:

Un+1 = Un −∆t
∂F (U )

∂z

∣∣∣∣
n

+
∆t2

2

∂

∂z

(
H(U )

∂F (U )

∂z

) ∣∣∣∣
n

(5.15)

que es la ecuación discretizada en el tiempo.

Observación. En (5.15) todos los términos a la derecha de la igualdad se
pueden calcular conociendo la solución en t = tn ya que el desarrollo anterior
ha permitido eliminar las derivadas temporales, dejando Un+1 en función del
valor de las variables y de sus derivadas espaciales en t = tn.

5.1.2. Discretización en el espacio. Elementos finitos

Dentro del método de los elementos finitos se ha utilizado la técnica de
Bubnov-Galerkin (Hughes [2000]), que es la misma que se ha descrito en el
caṕıtulo 2.

Se utilizan funciones de forma lineales, mostrando en la figura 5.3 la
discretización en n elementos y por tanto n+ 1 nodos.
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Ni

z = 0
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Tamaño de elemento
hi

1

Figura 5.3: Funciones de forma lineales para discretizar el espacio.

Si se llama Vh al espacio de las funciones de forma lineales, a partir de
éste definimos V0

h como el mismo espacio pero restringido a valores nulos en
los extremos z = 0 y z = L. En el espacio Vh buscamos la solución de las
funciones A(z, t) y Q(z, t), esto es, Uh ∈ [Vh]

2, mientras que las funciones de
peso φ(z) las definimos en el espacio V0

h, esto es, φh ∈ [V0
h]2. Notar que para

seguir con la notación vectorial se ha definido φ = [φ1 φ2]T , siendo φ1 y φ2

funciones de peso independientes.

Por tanto, las funciones incógnita discretizadas quedaŕıan:

Uh =
n+1∑
i=1

Ni(z)U i (5.16)

donde U i son los valores de las incógnitas en los nodos. Las funciones de peso
se discretizan como:

φh =
n∑

i=2

Ni(z)φi (5.17)

siendo φi el valor de las funciones de peso en los nodos.

Observación. El sumatorio para las funciones de peso en (5.17) no abarca
los dos nodos extremos porque en ellos las funciones de peso son nulas.

Definiendo ahora el producto escalar de dos vectores a y b como:

< a, b >≡
∫ L

0

a · b dz (5.18)

y multiplicando escalarmente (5.15) (discretizadas con (5.16)) por las funcio-
nes de peso (discretizadas con (5.17)) se llega a las ecuaciones discretizadas:

< Un+1
h ,φh >= < Un

h,φh > −∆t <
∂F (Uh)

∂z

∣∣∣∣
n

,φh > +

+
∆t2

2
<

∂

∂z

(
H(Uh)

∂F (Uh)

∂z

) ∣∣∣∣
n

,φh > ∀φh ∈ [V0
h]2

(5.19)
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Integrando por partes (5.19) y teniendo en cuenta que las funciones de
peso φh se anulan en el contorno se llega a:

< Un+1
h ,φh >= < Un

h,φh > + ∆t < F (Un
h),

dφh

dz
> −

− ∆t2

2
< H(Un

h)H(Un
h)
∂Uh

∂z

∣∣∣∣
n

,
dφh

dz
> ∀φh ∈ [V0

h]2

(5.20)

que son las ecuaciones que se han implementado.

Sobre la estabilidad del modelo discreto
Al haber usado un método expĺıcito es preciso acotar el paso de tiempo

∆t debido a que los métodos expĺıcitos son condicionalmente estables. En
Quartapelle [1993] se analiza la estabilidad del sistema (5.20) linealizado,
obteniendo la siguiente condición para el paso de tiempo:

∆t ≤
√

3

3
mı́n

0≤i≤n

[
hi

máxk=i,i+1(|λ1,k||λ2,k|)
]

(5.21)

donde λ1,i y λ2,i son los autovalores de H (ver (5.10)) en el nodo i. Dichos au-
tovalores se calculan resolviendo una ecuación de segundo grado, resultando:

λ1 = α
Q

A
+

√
c21 + α(α− 1)

(
Q

A

)2

(5.22a)

λ2 = α
Q

A
−

√
c21 + α(α− 1)

(
Q

A

)2

(5.22b)

donde es útil darse cuenta que Q/A es la velocidad media del fluido. Los
autovalores son las velocidades de propagación de onda.

5.1.3. Condiciones de contorno y condiciones de com-
patibilidad

Para resolver el sistema de ecuaciones (5.11) son necesarias dos condicio-
nes de contorno. En el contexto de la hemodinámica el flujo se desarrolla en
régimen subcŕıtico (λ1 > 0 y λ2 < 0) por lo que las variables caracteŕısticas
correspondientes viajan una en sentido positivo y la otra en sentido negativo
respectivamente. Por tanto, una condición de contorno ha de imponerse en
el extremo inicial y la otra en el extremo final.

En este modelo las 2n+ 2 incógnitas corresponden al caudal y el área de
n + 1 nodos. Por otro lado, el número de ecuaciones en (5.20) es de 2n− 2,
ya que las funciones de peso φh se anulan en los nodos extremos.
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De todo esto se deduce que tenemos 2n ecuaciones (2n − 2 provenientes
de (5.20) y 2 más de las condiciones de contorno) para 2n + 2 incógnitas,
por lo que necesitamos dos ecuaciones adicionales, que corresponden a las
condiciones de compatibilidad. Este déficit de ecuaciones está asociado al
método numérico empleado.

Las condiciones de compatibilidad se obtienen en general proyectando las
ecuaciones (5.11) sobre los autovectores de H correspondientes a la carac-
teŕıstica que abandona el dominio (Formaggia y Veneziani [2003]). En
nuestro caso se ha hecho una aproximación expĺıcita. La idea es extrapolar
las variables caracteŕısticas viajando a la velocidad λ1 y λ2 en los extremos:

W n+1
2 (0) = W n

2 (−λn
2 (0)∆t) (5.23a)

W n+1
1 (L) = W n

1 (L− λn
1 (L)∆t) (5.23b)

donde W1 y W2 son las variables caracteŕısticas. Las ecuaciones (5.23) pro-
porcionan las dos condiciones que faltaban. W1 es la caracteŕıstica que viaja
en sentido positivo a una velocidad λ1 y sale del dominio por z = L. W2 viaja
en sentido negativo a una velocidad λ2 y sale del dominio por z = 0.

El problema ahora es calcular las variables caracteŕısticas en función de
las variables originales A y Q, esto es, obtener W1(A,Q) y W2(A,Q).

Haciendo la hipótesis α = 1 se puede demostrar (ver Formaggia y
Veneziani [2003]) que las variables caracteŕısticas son:

W1 =
Q

A
+ 4(c1 − c1,0) (5.24a)

W2 =
Q

A
− 4(c1 − c1,0) (5.24b)

donde c1 depende de A según (5.4) y c1,0 es el valor de c1 para A = A0. Las
expresiones (5.24) permiten obtener An+1(0), An+1(L), Qn+1(0) y Qn+1(L)
una vez calculado el valor de las caracteŕısticas en los extremos según (5.23),
ya que es fácil despejar A y Q de (5.24).

Observación. La hipótesis α = 1 corresponde a asumir un perfil plano de
velocidades.

Estrategia para la solución de las ecuaciones
Las ecuaciones (5.20) se pueden escribir en forma estándar:

KUn+1
i = Fn (5.25)

donde K hace las veces de matriz de rigidez, Un+1
i es el vector de incógnitas

nodales y Fn seŕıa el vector de fuerzas en los nodos.
Este sistema de ecuaciones junto con las condiciones de compatibilidad

(5.23) forman un sistema de ecuaciones que permite obtener de forma des-
acoplada el área An+1

i y el caudal Qn+1
i .
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Observación. Las ecuaciones para los nodos interiores (5.20) están desaco-
pladas para el área y el caudal. El acoplamiento se produciŕıa si para obtener
las condiciones de compatibilidad no se hubiera hecho la aproximación ex-
pĺıcita de (5.23), ya que el valor del área y caudal en los extremos estaŕıan
relacionados con el valor en los nodos interiores en t = tn+1. Por tanto, la
aproximación (5.23) es la que permite mantener el sistema desacoplado.

Escribamos expĺıcitamente el sistema (5.25) de forma desacoplada como
dos sistemas de ecuaciones con n− 1 incógnitas cada uno:

KaA
n+1
i = Fn

a (5.26a)

KqQ
n+1
i = Fn

q (5.26b)

donde se señala con el sub́ındice a las submatrices y subvectores referentes
al área y con el sub́ındice q las referentes al caudal.

Las matrices Ka y Kq son tridiagonales e iguales (lo cual es evidente
por el tipo de funciones de forma utilizadas) cuya inversa se calcula con
la descomposición LU. En este caso es ventajoso desde el punto de vista
computacional calcular la matriz inversa en vez de resolver el sistema sin
llegar a obtener la matriz inversa expĺıcitamente, porque dicha matriz es
constante durante todo el cálculo.

5.1.4. Ejemplo: transmisión de un pulso sinusoidal en
el modelo 1D

Se considera un ejemplo de validación muy similar al de la sección 4.5.1
con los mismos parámetros y condiciones que en Formaggia y Veneziani
[2003]. Se trata de un cilindro en el que se impone una semionda de presión en
un extremo, mientras que en el otro extremo se impone condición de contorno
absorbente (figura 5.4). La diferencia fundamental respecto al caso en 4.5.1
es precisamente esta última condición de contorno en el extremo final. Ahora
la onda de presión no se refleja sino que abandona el dominio. Cabe destacar
que al resolver el modelo unidimensional por un método expĺıcito el paso de
tiempo requerido es más pequeño que en los ejemplos anteriores.

Descripción del problema:

a) La longitud del cilindro es L = 15 cm. y el diámetro inicial φ0 = 1 cm.
El espesor de la pared es h = 0.05 cm.

b) En el extremo inicial se impone una semionda de presión durante un
peŕıodo de tiempo de 2.5 ms tal que:

P =

{
20000 sin

(
2π
5
t
)

dyn/cm2 t ≤ 2.5 ms

0 t > 2.5 ms
(5.27)
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z

W2(L, t) = 0φ0

z = 0.75Lz = 0.5Lz = 0.25L

Pared flexible

Flujo

P (0, t)

20000

2.5 tiempo (ms)

h

L z = Lz = 0

Figura 5.4: Pulso sinusoidal en el modelo 1D.

c) En el extremo final se impone que la variable caracteŕıstica que viaja en
sentido negativo sea igual en todo instante a su valor en el instante inicial
(que es nulo), esto es, W2(L, t) = 0. Esto tiene el significado f́ısico de
condición de contorno absorbente y simula un tubo de longitud infinita.

d) La densidad del fluido es ρf = 1 g/cm3 y la viscosidad se supone nula ya
que al construir el modelo se despreció el coeficiente de viscosidad Kr de
(5.1b). Para el coeficiente de perfil se toma α = 1, como se ha descrito
anteriormente. Las hipótesis de viscosidad nula y perfil plano no son
realistas, si bien pueden ser razonables dentro del orden de aproximación
de este modelo.

e) El modelo constitutivo de la pared (5.1c) es elástico lineal y se utiliza
la fórmula de los tubos de pared delgada para obtener la relación entre
presión y área.

ψ(A,A0,β) =
β

A0

(
√
A−

√
A0) siendo β =

√
πhE

1− ν2
(5.28)

donde ν es el coeficiente de Poisson y E el módulo de elasticidad, ha-
biendo tomado ν = 0.5 para simular la incompresibilidad y E = 3 · 106

dyn/cm2. La presión exterior de los tejidos sobre la pared Pext se supone
nula.

f) Se utiliza una malla uniforme con 52 elementos. El paso de tiempo se
toma ∆t = 10−5 s. y el cálculo se lleva hasta los 0.05 s, con lo que se
hacen 5000 pasos en total.
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Observación. El valor de W2 en el instante inicial es arbitrario, pero se to-
ma cero por simplicidad. El paso de tiempo cumple sobradamente la condición
de estabilidad (5.21).

El número de elementos utilizado tiene importancia, ya que si se utiliza
una malla con muchos elementos, el paso de tiempo preciso se hace menor
según la condición (5.21). Por contra, si se utilizan pocos elementos se produce
mucha disipación numérica y la onda de presión se amortigua rápidamente,
disminuyendo su amplitud. Por lo tanto en este modelo es conveniente hacer
algún tanteo previo en cuanto al número de elementos.

En las figuras 5.5 y 5.6 se muestran los resultados para la presión y el
caudal respectivamente.

Se observa claramente la transmisión de la onda de presión. Se ha prolon-
gado el gráfico hasta los 50 ms. para mostrar que efectivamente la condición
de contorno W2(L, t) = 0 es absorbente. No obstante, se produce una pe-
queña reflexión, la cual puede estar asociada a la aproximación numérica.
También se ha dibujado la onda de presión impuesta (curva roja correspon-
diente a z = 0) a efectos de tenerla de referencia en amplitud y peŕıodo para
las demás.
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Figura 5.5: Curvas de presión en distintos puntos del tubo.

En el cuadro 5.1 se han escrito los valores de los picos de presión de
la figura 5.5. A partir de estos valores se calcula la velocidad con que se
transmite la onda de presión en el modelo numérico y se compara con λ1.

Por ejemplo, entre los puntos z = 3.75 y z = 7.5 cm resulta con los valores
del cuadro 5.1:

λ̄1,num = 468.87 cm/s (5.29)

De forma análoga se puede hacer para los otros puntos, obteniendo práctica-
mente la misma velocidad media.
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Figura 5.6: Curvas de caudal en distintos puntos del tubo.

Punto Coordenada (cm) Tiempo (ms) Presión (dyn/cm2)

A z = 0.0 1.25 20000

B z = 3.75 9.268 20173.67

C z = 7.5 17.266 19956.43

D z = 11.25 25.27 19880.17

Cuadro 5.1: Tiempo para el que la presión es máxima en diferentes puntos.

El valor teórico se obtiene de (5.22a) con α = 1:

λ1,teo =
Q

A
+ c1 (5.30)

En la figura 5.7 se muestra el valor de λ1,teo obtenido en cada instante en los
puntos de control A, B, C y D, aśı como el valor medio λ̄1,num calculado en
(5.29).

En Formaggia y Veneziani [2003] se obtiene un valor medio de λ1

menor que 375 cm/s, lo cual no tiene sentido al quedar por debajo del valor
mı́nimo λ1,min = 447 cm/s. Además, en dicha referencia se observa que las
curvas de presión están desfasadas respecto a las obtenidas aqúı en la figura
5.5. Por tanto, este desfase es atribuible a alguna errata en la mencionada
referencia.

Comentarios sobre el modelo unidimensional

El modelo 1D descrito es muy barato de implementar y se permite si-
mular una gran parte del sistema vascular con éste. En las zonas donde hay
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Figura 5.7: Curva con el valor teórico de λ1 y el valor medio.

una bifurcación habŕıa que acoplar tres modelos unidimensionales mediante
la imposición de las condiciones de continuidad del caudal (1 ecuación) e
igualdad de la presión (2 ecuaciones). En Formaggia y Veneziani [2003]
se desarrollan estos modelos para simular el conjunto de las principales ar-
terias elásticas, esto es, la arteria aorta y sus principales ramificaciones, con
un total de 55 arterias.

Como el fenómeno de interacción flujo sangúıneo-pared arterial únicamen-
te se produce en las arterias elásticas (ver figura 1.2), el modelo unidimensio-
nal se podŕıa utilizar para simular todas ellas. El número de arterias elásticas
es, de acuerdo con el cuadro 1.1 aproximadamente de 160 (considerando las
arterias de varios miĺımetros de diámetro como elásticas). Por tanto, desde
el punto de vista computacional es viable simular esta red.

Como se comentó en la introducción de este modelo un inconveniente de
éste es que la información obtenida no es local, sino que son valores medios
en cada sección. Esto es, no se obtiene el campo de velocidades y de pre-
sión caracteŕıstico de un modelo tridimensional, sino la velocidad y presión
medias.

Teniendo en cuenta que uno de los objetivos principales es obtener la ten-
sión tangencial en la pared, ya que es la variable que parece estar relacionada
con el desarrollo de las placas de ateroma (consultar sección 1.3.3), el modelo
unidimensional no es adecuado para nuestro objetivo.

Observación. Se podŕıa estimar una tensión tangencial con el modelo 1D a
partir de la hipótesis sobre la forma del perfil de velocidades. Pero el problema
es que se hizo la hipótesis de perfil plano (α = 1) con el fin de obtener
expĺıcitamente las expresiones (5.24). Y un perfil de velocidades plano da
lugar teóricamente a una tensión tangencial nula.
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Pero el modelo unidimensional tiene una utilidad importante, y es utili-
zarlo para imponer condiciones de contorno absorbentes en los modelos tridi-
mensionales. Esta idea aparece en Formaggia et al. [2001] y se comentará
con más detalle en el próximo apartado.

5.2. Sobre las condiciones de contorno fisio-

lógicas

Establecer las condiciones de contorno no es un asunto trivial, ya que tan-
to en la experimentación como en la solución de modelos numéricos hay que
acotar el dominio de estudio, e imponer condiciones de contorno artificiales
que sean realistas no es fácil en general.

En esta tesis se estudia el modelo de interacción para una arteria y para
una bifurcación de ésta, pero no se hace un modelo del sistema cardiovascular
completo. Por ello, a la hora de pensar en las condiciones de contorno caben
señalar dos zonas distintas que limitan nuestro dominio:

a) La parte exterior de las arterias está en contacto con tejidos blandos. Por
tanto, en su movimiento la arteria interacciona con éstos. Esto afecta
únicamente al sólido.

b) Los dos extremos de la arteria que se modeliza interaccionan con el resto
del sistema cardiovascular. Esto afecta tanto al sólido como al fluido.

5.2.1. Condiciones de contorno del fluido

Las part́ıculas de fluido en contacto con la pared arterial se suponen que
no deslizan respecto a ésta. Esta hipótesis se ha tomado en todos los ejemplos
de los caṕıtulos 2 y 4 y está fundamentada en que las part́ıculas del plasma
sangúıneo en contacto con las células del endotelio tienen cierta atracción
eléctrica (Best y Taylor [1993]).

Los glóbulos rojos, blancos y plaquetas no están adheridos. Pero el estudio
de si esta hipótesis es o no razonable pertenece al campo de la micromecánica,
y desde el punto de vista de la mecánica de medios continuos (que es un punto
de vista macro) los fenómenos de interacción entre las part́ıculas del plasma
y las células del endotelio se modelizan y aproximan con la condición de no
deslizamiento.

En cambio, las condiciones de contorno a la entrada y salida de la arteria
son conceptualmente distintas y no vienen dadas por motivos f́ısicos sino por-
que a nuestro modelo hay que ponerle ĺımites prácticos (lo que usualmente se
llama condiciones de contorno artificiales). Es decir, el sistema cardiovascular
tiene continuidad en el fluido pero el modelo toma solamente una parte de
él.
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Esta idea se expresa en la figura 5.8, donde se muestra un trozo de arteria
que interacciona con el resto del sistema cardiovascular. Se trataŕıa de hacer
un modelo muy simplificado del sistema cardiovascular, utilizando el modelo
unidimensional para el resto de las arterias elásticas. Con esta estrategia
evitaŕıamos tener que definir las condiciones de contorno expĺıcitamente en
los extremos de la arteria en estudio.

Intera

ión Intera

ión
Resto del sistema 
ardiovas
ularFlujo

Corazón ArteriasVenas Capilares
Figura 5.8: Modelo de arteria acoplado con el resto del sistema cardiovascular.

Otra posibilidad es imponer directamente condiciones de contorno no con-
siderando el resto del sistema cardiovascular. Esto implica que se necesitan
medidas experimentales de la presión o el caudal en ambos extremos de la
sección. En la figura 5.9 se esquematiza esta idea, donde las condiciones de
contorno son conformes a la formulación basada en la divergencia de la ten-
sión.

u(x, t)

σout(x, t)

P (t)
D−→ σ(x, t)

Q(t)
D−→ u(x, t)

σin(x, t)
ó

Flujo

Γin
Γout

Figura 5.9: Modelo de arteria desacoplada.

El problema de este último método es que de las medidas experimentales
del escalar presión o el escalar caudal hay que pasar a una distribución sobre
una superficie tridimensional de tensiones o velocidades respectivamente.

Para hacer esta operación y abreviar la notación definamos el operador D,
el cual opera sobre un escalar y asigna un campo vectorial a una superficie.
Matemáticamente seŕıa, poniendo como ejemplo el caudal que entra:

Definición 5.2.1 Sea Q(t) el escalar caudal entrante por la sección de la
arteria Γin. Se define el operador D como aquel que a partir de Q(t) asigna
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un campo vectorial sobre la superficie tridimensional Γin.

Q(t) −→ D(Q(t)) = u(x, t) x ∈ Γin (5.31)

donde u es un campo vectorial normal a la superficie Γin.

Analicemos los operadores D correspondientes a la presión y el caudal sepa-
radamente:

Operador D para la presión
En este caso dicho operador consiste sencillamente en asignar una tensión

normal uniforme en toda la superficie igual a dicha presión P . Si bien es
posible hacer una distribución no uniforme con tal que la presión media sea
P , no existen datos emṕıricos para poder hacer una hipótesis sobre dicha
distribución.

A la tensión tangencial se le asigna un valor nulo, aunque esto es cierta-
mente no realista ya que en cualquier sección existen gradientes de veloci-
dades que dan lugar a una tensión tangencial. Por tanto, consideremos esto
como una simplificación más.

Cabe resaltar que imponer una tensión uniforme en la sección de salida es
adecuado en geometŕıas sencillas como puede ser el caso de un cilindro, pero
en geometŕıas realistas se presentan ciertos problemas. En el ejemplo al final
de este caṕıtulo (que es un cilindro perfecto) se verá que al acoplar el modelo
3D con el modelo 1D solamente se refleja del orden del 10 % de la onda de
presión. En cambio, en los ejemplos del caṕıtulo 6 con geometŕıas reales, la
proporción reflejada llega al 20 % e incluso el cálculo deja de converger en
el caso de la bifurcación. Esto es porque en zonas con curvatura elevada la
presión se aleja demasiado de ser uniforme en la sección transversal. El cálculo
de un operador D que proporcione resultados más robustos se propone para
futuros trabajos.

Operador D para el caudal
Si las arterias tuvieran sección circular y el flujo fuera estacionario se

podŕıa imponer el perfil de velocidades en forma de paraboloide que es ca-
racteŕıstico del flujo de Poiseuille.

Por otra parte, si la sección fuera circular y el flujo pulsátil y perfecta-
mente sinusoidal podŕıamos utilizar los resultados del flujo de Womersley (ver
sección 2.4.3) e imponer los perfiles de velocidad anaĺıticos que se obtienen
a partir de las funciones de Bessel sumados al perfil parabólico resultante de
la presión media.

Todo ello constituiŕıa una buena aproximación aunque no exacta debido
a que en las hipótesis tanto del flujo de Poiseuille como de Womersley no
se contempla el fenómeno de interacción. Además, en el flujo de Womersley
considera fluido de Stokes.

Aqúı, por simplificar, se toma como operador D el que proporciona el
perfil en forma de paraboloide. En el apéndice E se desarrolla dicho opera-
dor. Esto quiere decir que para imponer velocidades se desprecian los efectos
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dinámicos y en cada instante se impone el perfil que resultaŕıa de un flujo
estacionario.

Queda por tanto para posteriores trabajos utilizar los perfiles del flujo de
Womersley para imponer el caudal.

5.2.2. Condiciones de contorno de la pared arterial

Las arterias están rodeadas por otros tejidos blandos e interaccionan con
éstos, aunque simular de una forma razonable el efecto de los tejidos sobre
la superficie exterior de la arteria no es fácil.

Un modelo muy simplificado seŕıa colocar una capa de elementos con un
modelo constitutivo elástico, pero se carece de las propiedades elásticas de
dichos tejidos, que por otra parte, son diversos.

Por ello en este trabajo se prescinde de la interacción con estos tejidos y
se supone que la tensión sobre la pared exterior de la arteria es nula.

El problema ahora es que si la capa externa de la arteria está libre, hay
que sujetarla por algún sitio para hacer los cálculos porque si no tendŕıa
traslaciones y rotaciones de sólido ŕıgido.

Lo que hacen otros autores es sujetar ambos extremos restringiendo com-
pletamente sus movimientos Fernández y Moubachir [2004]. Pero el
problema de esto es que si se restringe el movimiento de la sección final la
onda de presión se refleja, tal como se ha descrito en el ejemplo del apartado
4.5.1.

En este trabajo se consideran las siguientes condiciones de contorno (ver
figura 5.10):

a) En el extremo inicial se restringe el movimiento, esto es, se impone des-
plazamiento nulo en los nodos.

b) El extremo final se deja libre. Esto origina que en las geometŕıas realistas
se produzcan desplazamientos importantes en este extremo debido a una
traslación superpuesta a las deformaciones de la pared.

Respecto al extremo final, para evitar el movimiento de traslación se ha
probado a sujetar la sección por un nodo, esto es, imponer desplazamiento
nulo a un sólo nodo de esa sección. Pero esto no ha dado buenos resultados
porque ese nodo sujeto originaba una zona singular en el campo de tensiones
y velocidades a su alrededor.

Cabe decir que imponer movimiento nulo en el extremo inicial no es rea-
lista, pero es válido en tanto y cuanto lo que se quiere es estudiar el fenómeno
de propagación.
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z

Desplazamiento nulo dn+1

Desplazamiento libre

Figura 5.10: Condiciones de contorno de la pared coaccionando el extremo
inicial y dejando libre el final.

5.3. Acoplamiento de los modelos 3D y 1D.

Programa interbio

En cuanto a las condiciones de contorno para el fluido, en este traba-
jo se ha optado por una solución que combina los dos modelos propuestos
anteriormente (ver figuras 5.8 y 5.9).

Para la sección de entrada se adopta una historia de presiones P (t) o cau-
dales Q(t) tomadas de la literatura y mediante el operador D correspondiente
se impone la distribución de tensiones o velocidades en el fichero de entrada
para el cálculo por elementos finitos.

Las condiciones para la sección de salida se basan en el trabajo de For-
maggia et al. [2001] en el que un modelo 1D se acopla al extremo final de
un tubo ciĺındrico. Por tanto la sección de salida del modelo 3D de la arteria
se acopla con el modelo unidimensional descrito en el apartado 5.1 para dar
continuidad al flujo y presión. En el extremo final del modelo 1D se imponen
condiciones de contorno absorbentes.

El resultado es un problema en el que la incógnita que se toma es el escalar
presión en la sección de salida del modelo 3D y sección de entrada del modelo
1D P (ΩI), como se ilustra en la figura 5.11. La sección donde interaccionan
los modelos 3D y 1D se ha denotado con ΩI.

Modelo 1D

Modelo 3D

fluido-pared
Interacción 3DFlujo

¿P (ΩI)?

Interacción 3D-1D

ΩI

Figura 5.11: Interfaz ΩI de los modelos 3D y 1D donde la presión es la in-
cógnita.

Para resolverlo se utiliza el método de Aitken para una variable escalar
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(ver sección 4.4.1 figura 4.12). Asimismo se necesita una relación entre la
presión y el área de una sección para el modelo 1D. Para este cálculo se
supone sección circular y la ecuación constitutiva ψ del sólido despreciando
los efectos dinámicos, tal como en (5.1c).

Es un método iterativo en el que se incorpora el algoritmo descrito en la
sección 4.4.2 dentro del algoritmo más general que se muestra en el cuadro
5.2. A este nuevo programa se le llama interbio.

Observación. Aqúı se ha empleado el sub́ındice m distinto a k para las
iteraciones. Esto es aśı porque las iteraciones en m son entre el modelo de
interacción 3D y el modelo 1D (ver figura 5.13), mientras que las iteraciones
k son internas del modelo 3D (ver figura 5.14) y explicadas en el apartado
4.4.2. Esto es, en cada paso de tiempo hay que hacer varias iteraciones en
m y por cada iteración en m hay que hacer varias iteraciones en k.

En los pasos 3.3.3 y 3.4 se señala con A˜
n+1
m y P˜

n+1
m el área y la presión,

respectivamente, tras resolver el problema de interacción unidimensional.
La originalidad del método está en utilizar el escalar presión como incóg-

nita en la sección ΩI y plantear un problema general en el que dicho escalar es
la única incógnita, facilitando aśı la comprensión y planteamiento del proble-
ma. La utilización del método de Aitken para resolver este problema general
ha permitido la convergencia entre los modelos 3D y 1D en pocas iteraciones,
como se verá en todos los casos posteriores.

5.4. Ejemplo de validación. Cilindro 3D aco-

plado a un modelo 1D

Con las ideas de los apartados anteriores se muestra el ejemplo del apar-
tado 4.5.1 pero aplicando el acoplamiento con el modelo 1D descrito en el
apartado anterior. Para poder comparar se utiliza para el modelo 3D la mis-
ma geometŕıa, malla y condiciones de contorno, salvo en el extremo final que
ahora se acopla con un modelo 1D, como se muestra en la figura 5.12.

Modelo 1D

Interacción 3D-1D

P (t) W2(t) = 0

L1DL3D

φ0

z = 0 z = 5 z = 20

fluido-pared
Interacción 3D

Modelo 3D

Desplazamiento nulo

Figura 5.12: Modelo 3D acoplado con un modelo 1D.

Las caracteŕısticas del modelo 1D son:
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1. Se parte de las condiciones iniciales en t = 0 inicializando con n = 0. En este instante
inicial se conoce el valor de todas las variables.

2. Se pretende hallar la solución en tn+1. Se inicializa m = 0 (el sub́ındice para las
iteraciones entre los modelos 3D y 1D) y se realiza el primer tanteo de la presión en
la sección de la interfaz ΩI:

Pn+1
0 (ΩI) = Pn(ΩI)

3. Se calcula el residuo del problema R(Pn+1
m (ΩI)). Para ello se hacen los siguientes pasos:

3.1. Se resuelve el problema de interacción fluido-pared arterial (4.29) del modelo 3D
con el algoritmo descrito en el apartado 4.4.2 (programa inter3D).

3.2. Se calcula el valor de la variable caracteŕıstica Wn+1
1,m (ΩI) como sigue:

3.2.1. Se obtiene mediante integración del campo de velocidades el caudal en la
sección de la interfaz Qn+1

m (ΩI).
3.2.2. Con los desplazamientos de la pared se calcula el área de la sección

An+1
m (ΩI).

3.2.3. A partir del caudal y el área se calcula el valor de la variable caracteŕıstica
Wn+1

1,m (ΩI) según (5.24a).

3.3. Se resuelve el modelo 1D como sigue:

3.3.1. Se imponen las condiciones de contorno Wn+1
1,in = Wn+1

1,m (ΩI) en la sección
de entrada y Wn+1

2,out = 0 en la sección de salida.
3.3.2. Se resuelven las ecuaciones (5.26).
3.3.3. Se obtiene A˜

n+1
m (ΩI) y por tanto una nueva presión P˜

n+1
m (ΩI) (de acuerdo

con (5.1c)) en la sección ΩI.

3.4. El residuo es R(Pn+1
m (ΩI)) = P˜

n+1
m (ΩI)− Pn+1

m (ΩI).

4. Se realiza el test de convergencia para la presión:

|R(Pn+1
m (ΩI))| < tolerancia (5.32)

4.1. Si ha convergido, guardamos todas las variables como valores convergidos. Se
incrementa el tiempo tn+2 = tn+1 + ∆t y si tn+2 ≤ tfinal se hace n = n + 1 y
vamos al paso 2. Si tn+2 > tfinal terminamos en el paso 5.

4.2. Si no ha convergido, se hace una nueva iteración. Para ello, se calcula el parámetro
de relajación ωm.

4.2.1. Si m = 0 (primera iteración):

ω0 = 1

4.2.2. Si m ≥ 1 tomamos el equivalente a (4.46) con la variable presión:

ωm =
Pn+1

m (ΩI)− Pn+1
m−1(ΩI)

R(Pn+1
m−1(ΩI))−R(Pn+1

m (ΩI))
(5.33)

Se obtiene el nuevo valor de la presión:

Pn+1
m+1(ΩI) = Pn+1

m (ΩI) + ωmR(Pn+1
m (ΩI))

Se hace m = m + 1 y volvemos al paso 3.

5. Fin del cálculo.

Cuadro 5.2: Algoritmo de interacción entre modelos 3D y 1D.
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a) La longitud es L1D = 15 cm. El diámetro del vaso y el espesor de la pared
son los mismos que en el modelo 3D.

b) La densidad del fluido es ρf = 1 g/cm3 y se desprecia la viscosidad. El
parámetro del perfil de velocidades es α = 1 (esto es, perfil plano).

c) El modelo constitutivo para la pared es elástico lineal según la expresión
(5.28). El módulo de elasticidad y coeficiente de Poisson son los mismos
que para la pared del modelo 3D.

d) La discretización se hace con 52 elementos uniformes. Este número se ha
tanteado teniendo en cuenta el paso de tiempo dado, que es ∆t = 10−4

s.

El cálculo se ha llevado hasta los 0.05 s. La tolerancia para las iteraciones
internas del modelo 3D según (4.55) es 10−4 y la tolerancia para la presión
según (5.32) es 1 dyn/cm2 (del orden de 10−4 veces la presión impuesta).

El número de iteraciones se desglosa ahora en dos partes. Por un lado,
en la figura 5.13 se muestra el número de iteraciones entre los modelos 3D
y 1D en cada paso de tiempo (el número de iteraciones en m). Se observa
que el método propuesto para resolver la interacción según (5.33) da buenos
resultados ya que la convergencia se alcanza en muy pocas iteraciones.

Observación. En los primeros instantes el número de iteraciones entre
modelos es uno porque todo el fluido que entra se almacena en el cilindro en
el nuevo espacio que se crea al deformarse. Cuando el fluido comienza a salir
por la sección final es cuando comienzan las iteraciones entre modelos.
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Figura 5.13: Número de iteraciones entre los modelos 3D y 1D utilizando el
método de Aitken para la interacción entre ambos.
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Por otro lado, en la figura 5.14 se representa el número total de iteraciones,
que resulta del orden de m · k en cada paso de tiempo, siendo m el número
de iteraciones entre los modelos 3D y 1D y k el número de iteraciones entre
los modelos 3D de fluido y sólido. El tiempo total de cálculo fue de 76 horas
en una máquina con un procesador de 64 bits a 2.6 GHz y memoria RAM 4
Gb.
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Figura 5.14: Número total de iteraciones utilizando el método de Aitken para
la interacción entre los modelos 3D de fluido y sólido.

Respecto de la onda de presión es interesante observar la sección z = 5
cm para comprobar que efectivamente la presión sale del dominio 3D y se
transmite al modelo 1D. No se van a repetir aqúı los resultados hasta t = 12
ms porque son prácticamente idénticos a los descritos en el apartado 4.5.1.

En la figura 5.15 se muestran los contornos de presión, donde se observa
cómo la onda de presión llega a la sección z = 5 cm. y sale del dominio.
No obstante parte de la onda es reflejada (sobre el 13 % de su amplitud).
De todas maneras es notable la mejora respecto la figura 4.16, donde alĺı se
reflejaba prácticamente la totalidad de la onda de presión.

En la figura 5.16 se muestra cómo la onda de presión se ha transmitido
por el dominio del modelo 1D. Obsérvese que en los primeros instantes la
presión es nula hasta aproximadamente los 5 ms. En ese instante llega el
frente de la onda de presión.
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Figura 5.15: Contornos de presión de t = 12 a 17 ms. La deformación ha
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Figura 5.16: Presión en distintos puntos del modelo 1D.

En la figura 5.17 están las curvas con el desplazamiento en distintas sec-
ciones del modelo 3D. Obsérvese que la diferencia con la figura 4.17 está en
el desplazamiento de los puntos del tramo superior del cilindro (por ejemplo
z = 4 cm). Esto es porque en el ejemplo 4.5.1 se impuso movimiento nulo en
el extremo final del tubo mientras que ahora éste está libre. En z = 5 cm el
desplazamiento es algo mayor, quizás debido a un problema numérico por el
método de acoplamiento utilizado.

Finalmente la figura 5.18 muestra las curvas de caudal en distintas seccio-
nes. En el modelo 3D el caudal ha de ser calculado de forma análoga a como
se hizo en el ejemplo 4.5.1 mientras que en el modelo 1D el caudal es una de
las variables del modelo, luego lo obtenemos directamente del cálculo.

Se observa que la curva del caudal va evolucionando en las distintas sec-
ciones de tal forma que disminuye la amplitud, pero esto se compensa con el
aumento del intervalo de tiempo en que se extiende la curva. De esta forma
se conserva el volumen de fluido que se transmite.
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Figura 5.17: Desplazamiento en distintas distancias axiales del modelo 3D.

El cambio más brusco en el perfil del caudal se produce en la zona de
transición del modelo 3D al 1D (z = 5 cm). Una vez en el modelo 1D el perfil
se mantiene prácticamente constante en las distintas secciones.
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Figura 5.18: Caudal en distintas distancias axiales en los modelos 3D (hasta
z = 5 cm) y 1D (a partir de z = 5 cm).





Caṕıtulo 6

Aplicaciones a geometŕıas
realistas

En este caṕıtulo aplicamos todo lo desarrollado anteriormente a arterias
con geometŕıa real, tanto en el lumen como en la pared.

Primero se describe el procedimiento para obtener la geometŕıa y los pro-
gramas desarrollados para postprocesar los resultados obtenidos y aśı obtener
las variables de interés, fundamentalmente la tensión tangencial y las ĺıneas
de corriente.

Después se desarrollan tres ejemplos con geometŕıas reales de la arteria
coronaria izquierda. En los tres se calcula el caso de interacción imponiendo
un pulso de presión, utilizando para la pared arterial el material de Ogden,
el neohookeano y un material elástico lineal a efectos de comparación. Los
parámetros de estos modelos constitutivos son los ajustados a los experimen-
tos en la sección 3.4. También en los ejemplos se hace la simulación de un
ciclo card́ıaco completo imponiendo un caudal realista a la entrada, pero en
este caso no se tiene en cuenta la interacción con el fin de hacer el cálculo en
tiempos asequibles.

6.1. Pre-proceso y Post-proceso

Con la expresión pre-proceso nos referimos a las técnicas que se utilizan
para tomar la geometŕıa de la arteria del paciente y luego a partir de ésta
hacer la malla de elementos finitos. El proceso de obtener la geometŕıa del
paciente se comentará sucintamente, ya que no forma parte de los objetivos
de esta tesis.

El post-proceso consiste en obtener todas las variables de interés cĺınico
a partir de los resultados del cálculo de elementos finitos. Para esto se ha
diseñado un programa que también forma parte del trabajo de esta tesis.

167
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Figura 6.1: A la izquierda una angiograf́ıa y a la derecha una imagen IVUS.

6.1.1. Obtención de la geometŕıa real y la malla

La obtención de la geometŕıa fue parte del proyecto CICYT TIC2000-
1635-C04-01 con el objetivo de hacer MOdelos TRIdimensionales de las ar-
terias COronarias (MOTRICO). La generación de la geometŕıa a partir de
actuaciones in vivo se lleva a cabo en el Centre de Visió per Computador
(CVC. Universidad Autónoma de Barcelona).

La técnica (llamada ANGUS) consiste en (Slager et al. [2000]):

a) Obtener el perfil longitudinal por medio de un procedimiento estándar
para tomar angiograf́ıas (resonancia magnética en este caso).

b) Obtener la sección transversal en cada punto del eje por medio de técnicas
IVUS (IntraVascular UltraSound). Con este procedimiento se obtuvo la
sección tanto en śıstole como en diástole.

La figura 6.1 muestra una imagen de ambos procedimientos para las ar-
terias coronarias. En Sanmart́ın et al. [2006] se aplica la misma técnica
para estudiar la tensión tangencial en arterias coronarias con stent.

A partir del perfil longitudinal y la sección transversal se reconstruye la
geometŕıa para hacer la malla de hexaedros por dos v́ıas distintas:

a) Para la arteria con esclerosis la malla fue elaborada por el Grupo de In-
formática Gráfica Avanzada (GIGA) de Zaragoza mediante la aplicación
del programa CUBIT 1, partiendo de un fichero CAD elaborado por el
CVC.

b) Para la arteria sana y la bifurcación se ha utilizado un software desarrolla-
do en esta tesis, el cual se detalla en el apéndice D. Para ello previamente
hay que aproximar la directriz a una sucesión de curvas cúbicas, pero es-
ta aproximación es prácticamente exacta porque el número de cúbicas
puede ser tan grande como queramos.

1http://cubit.sandia.gov



Caṕıtulo 6. Aplicaciones a geometŕıas realistas 169

6.1.2. Programa post-bio para el post-proceso

Los resultados que se obtienen usualmente de un cálculo de elementos
finitos para el fluido son las velocidades nodales.

Por otra parte, es de interés cĺınico conocer la tensión tangencial (o de
cizallamiento) aśı como las ĺıneas de corriente y trayectorias de las part́ıcu-
las de fluido. El interés de esto último es para comprobar si existen zonas
de recirculación, las cuales son propensas a la acumulación y depósito de
sustancias.

Para ello se ha diseñado un programa, al que llamaremos para abreviar
postbio, que realiza las siguientes tareas:

a) Cálculo de la tensión tangencial τ sobre la pared arterial. La estrategia
es hallar el gradiente de la velocidad u y multiplicarlo por la viscosidad
µ. Para ello se obtiene para cada nodo de la pared el nodo más cercano
del lumen aśı como el vector normal n y por tanto el plano tangente (ver
figura 6.2). Para obtener el vector normal, como cada nodo es compartido
por cuatro elementos se hace una media ponderada de cuatro vectores.

u

ut

rn

τ

Pared arterial

n

Nodo de la pared

Nodo del lumen

r

Figura 6.2: Cálculo de la tensión tangencial sobre la pared arterial.

La tensión tangencial resulta aśı:

τ = µ
ut

rn

(6.1)

donde ut es el vector proyección del vector velocidad u sobre el plano
tangente y rn es la proyección del vector que va del nodo de la pared al
nodo del lumen sobre el vector normal unitario n.

b) Cálculo de las ĺıneas de corriente, incluyendo la salida gráfica y la anima-
ción de la trayectoria de las part́ıculas en geometŕıas con contornos mó-
viles. Para calcular las ĺıneas de corriente se precisa hallar las curvas
tangentes al campo vectorial de la velocidad. En el apéndice C se mues-
tra el método de integración utilizado. Para la salida gráfica, en los casos
de los caṕıtulos anteriores se ha utilizado el programa gnuplot, generando
ficheros postscript. En este caṕıtulo se utilizan las libreŕıas gráficas (vtk)
programadas sobre openGL para los dibujos de las ĺıneas de corriente. Las
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animaciones consisten en pasar una secuencia de imágenes en formato jpg
con el programa xanim. El paso de los ficheros postscript al formato jpg se
hace con el programa convert. Cabe comentar que las ĺıneas de corriente
se calculan para triángulos (2D) y tetraedros (3D). Para el caso 2D los
elementos utilizados son cuadriláteros, y el paso de una malla de cua-
driláteros a una de triángulos es inmediato. Para el caso 3D, como los
elementos son hexaedros, se ha diseñado un programa que pasa de la
malla de hexaedros a una de tetraedros, lo cual no es inmediato si se
quiere conseguir que la malla sea conforme. Esta propiedad de la malla
es necesaria para hallar las ĺıneas de corriente con el método utilizado
en este trabajo. Para dividir los hexaedros se ha seguido lo propuesto en
Piquet et al. [1996], que consiste en dividir cada hexaedro en 5 tetrae-
dros. La razón por la que se calculan las ĺıneas de corriente en tetraedros
y triángulos es porque las funciones de forma para la interpolación son
lineales, lo que hace que se pueda calcular la función inversa de forma
uńıvoca. Esta función es la que asocia un punto del elemento de referen-
cia un punto del elemento real, como en elementos finitos. En cambio, en
cuadriláteros/hexaedros las funciones de forma son al menos bilineales, y
a menos que sus lados/caras sean paralelos dos a dos, la función inversa
no es única, por lo que se complica el cálculo de las ĺıneas de corriente.
Para más detalles, consultar el apéndice C.

6.2. La arteria coronaria izquierda

La arteria coronaria izquierda parte de la base de la arteria aorta y junto
con sus posteriores ramificaciones se encarga de suministrar sangre apro-
ximadamente a la mitad del corazón 2. De ah́ı su importancia, ya que un
taponamiento en una de sus ramificaciones puede provocar la muerte de par-
te de las células musculares del corazón 3, lo que viene a llamarse infarto de
miocardio. La importancia de esto es enorme, ya que es una de las principales
causas de muerte en los páıses desarrollados (Farreras y Rozman [1995]).

La primera ramificación ocurre a 1 − 2,5 cm. de su comienzo. La parte
principal sigue descendiendo por el surco interauricular y se llama arteria
anterior descendente izquierda (LAD), mientras que a casi 90o se bifurca en
la arteria circunfleja (LCX), como se ve en la figura 6.3.

En este caṕıtulo se hacen modelos de la LAD en estado sano y con un
grado severo de estenosis, aśı como un modelo de la bifurcación de la coronaria
izquierda en la LAD y LCX.

Es importante comentar que las arterias coronarias son más musculares
que elásticas (Best y Taylor [1993]), pero los parámetros que se obtuvie-
ron de los experimentos eran de la arteria aorta, que es una arteria elástica.

2El corazón es el órgano que más ox́ıgeno consume por unidad de masa de tejido.
3Las células mueren debido al corte en el suministro de ox́ıgeno y nutrientes.
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Figura 6.3: Ubicación de la arteria coronaria izquierda en el corazón.

Como se comentó en el apartado 3.1, la capa media de una arteria muscular
tiene mayor proporción de células musculares mientras que la de una arteria
elástica tiene más fibras elásticas, lo que da lugar a caracteŕısticas constitu-
tivas diferentes. No obstante, se van a aplicar los parámetros de la arteria
aorta obtenidos en el apartado 3.4 a las arterias coronarias, aunque para un
modelo más exacto habŕıa que hacer ensayos con las arterias coronarias y aśı
obtener sus correspondientes parámetros constitutivos.

La densidad de la pared se ha tomado ρs = 1.05 g/cm3.
En cuanto a la sangre, en todos los casos se tomará el modelo de fluido

newtoniano descrito en el apartado 2.2 con densidad ρf = 1 g/cm3 y viscosi-
dad µ = 0.04 Poise.

En las tres arterias se muestra primero el problema de interacción, en el
que un pulso de presión de 13333 dyn/cm2 (10 mm Hg) se impone durante 2
ms. (ver figura 6.4). Este tiempo tan breve permite analizar la transmisión del
pulso de presión en la arteria. El paso de tiempo para el cálculo es ∆t = 10−4

s. y se dan 250 pasos en los dos casos de la LAD y 110 en la bifurcación. El
menor número de pasos en la bifurcación es debido a que en ésta el método
no converge a partir de cierto instante, lo cual se analiza en el apartado 6.2.3.

tiempo (ms)

13333

2

Pin(t)

Figura 6.4: Pulso de presión impuesto en la arteria.

La tolerancia entre los modelos 3D de fluido y sólido se ha tomado 10−4

(ver (4.55)) y la tolerancia entre los modelos 3D y 1D es 1 dyn/cm2 (ver
(5.32)).

Después se simulará (también para los tres casos) un ciclo card́ıaco com-
pleto, aunque esta vez no se tendrá en cuenta la interacción para poder dar
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pasos de tiempo mayores. El objetivo de estos análisis es obtener la tensión
tangencial en la superficie del endotelio de la arteria. Se impone un caudal a
la entrada, que con el algoritmo explicado en el apéndice E se define mediante
una ley parabólica de velocidades. Los datos experimentales sobre el caudal
en la arteria coronaria izquierda se han extráıdo de Sankaranarayanan
et al. [2005] y se muestran en la figura 6.5.
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Figura 6.5: Caudal en la arteria coronaria izquierda en un ciclo card́ıaco.

Si se integra la curva del caudal en la figura 6.5 se obtiene un volumen de
unos 175 ml/min, valor que está de acuerdo con los reportados en la literatura
(Milnor [1989]).

La distribución del caudal en la LAD y LCX depende de la predominancia
del flujo coronario en la coronaria izquierda o derecha, y aqúı vamos a suponer
siguiendo Best y Taylor [1993] que t́ıpicamente un 60% sigue por la LAD
y un 40% por la LCX.

Cabe destacar que es durante la diástole cuando circula la mayor parte del
caudal en las arterias coronarias (ver figura 6.5), lo que puede ser contrario
a la intuición. Por ello no es adecuado hacer un modelo en el que se impon-
ga simplemente una onda de presión, sino que también habŕıa que tener en
cuenta la interacción con el movimiento del corazón. Esto es aśı porque el
corazón, durante la śıstole, presiona la arteria coronaria y dificulta la circula-
ción de la sangre. Durante la diástole deja de estar presionada facilitando la
circulación. Para profundizar en este fenómeno consultar por ejemplo Fung
[1997].

En cuanto a la realización de los cálculos, antes de comenzar a utilizar los
modelos no lineales del sólido conviene hacer cálculos previos con un modelo
elástico lineal para tener un orden de magnitud de los resultados aśı como
para detectar posibles errores en la definición del problema. Para este fin se
obtiene el módulo tangente en el origen de las curvas de las figuras 3.14 y
3.15.
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La medida experimental de E se ha hecho ajustando una recta por mı́ni-
mos cuadrados con los primeros puntos de la curva experimental, concreta-
mente en el rango 1 < λ < 1.01, donde la deformación alcanza solamente un
1 %:

Eexpe =

λi≤1.01∑
i=1

σiλi

λi≤1.01∑
i=1

λ2
i

(6.2)

Por otro lado, se puede calcular un módulo tangente por medio de los
modelos de Ogden y neohookeano utilizando la expresión:

Eteor =
∂σz

∂λz

∣∣∣∣
λz=1

(6.3)

y aplicándola a (3.37) y (3.39), resultando:

Eogden =
3∑

p=1

µpαp

(
λαp−1

z +
1

2
λ
− 3

2
αp

z

) ∣∣∣∣
λz=1

=
3∑

p=1

µpαp

(
1 +

1

2

)
=

3

2

3∑
p=1

µpαp

(6.4a)

Eneoh = 2c1

(
2λz +

1

λ2
z

) ∣∣∣∣
λz=1

= 2c1(2 + 1) = 6c1 (6.4b)

En el cuadro 6.1 se muestran todos los valores obtenidos, con los valores
del cuadro 3.3 para (6.4a) y del cuadro 3.4 para (6.4b).

Parámetro E Aorta sana Aorta dañada

Eexpe 82.77 316.94

Eogden 87.71 167.92

Eneoh 101.58 502.26

Cuadro 6.1: Módulo de elasticidad E (en kPa) para ambas arterias.

Como cab́ıa esperar en la arteria sana los 3 valores son muy aproximados,
no ocurriendo aśı en la arteria dañada.

En todo caso, se utilizarán siempre los valores Eexpe, ya que son los más
realistas.

6.2.1. Arteria coronaria anterior descendente sana

La geometŕıa de la arteria fue obtenida de un paciente sano y tiene una
longitud de 1.28 cm. Las mallas se han obtenido con el mallador desarrollado
para esta tesis. En este caso la directriz real ha sido aproximada por una
sucesión de 3 cúbicas.
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LAD sana. Transmisión del pulso de presión

La malla utilizada se muestra en la figura 6.6. Se ha comprobado que
para dar 250 pasos de tiempo y conseguir tiempos de cálculo razonables (del
orden de 1 d́ıa) la malla 3D del fluido ha de tener del orden de 2000 elementos.
Concretamente la malla de la figura 6.6 tiene 720 elementos para el lumen y
480 elementos para la pared arterial.

Figura 6.6: Interacción en LAD sana. Malla del fluido (en azul) y del sólido
(en marrón).

Para la pared arterial se ha hecho el cálculo con tres modelos con los
parámetros obtenidos para la arteria sana en el apartado 3.4, esto es:

a) Modelo elástico lineal, con módulo de elasticidad E = 827700 dyn/cm2

(obtenido del cuadro 6.1) y coeficiente de Poisson ν = 0.3.

b) Modelo de Ogden, con los parámetros del cuadro 3.3 para la aorta sana.

c) Modelo neohookeano con c1 = 169300 dyn/cm2 (obtenido del cuadro 3.4).

En la figura 6.7 se muestra el número de iteraciones necesario para los
tres modelos constitutivos y en el cuadro 6.2 se muestra el número medio de
iteraciones para los análisis de interacción realizados.

Número medio de iteraciones (LAD sana)

Material Modelo 3D - Modelo 1D Fluido 3D - Sólido 3D

Elástico lineal 5.7 90.4

Ogden 6.2 96.7

Neohookeano 5.4 87.7

Cuadro 6.2: Número medio de iteraciones en LAD sana.

La diferencia en el número de iteraciones no es relevante, aunque es mayor
con el material de Ogden. Es de destacar que el material neohookeano, aun
siendo no lineal, haya necesitado menos iteraciones que el modelo elástico
lineal para converger.
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Figura 6.7: Número de iteraciones en el cálculo de la LAD sana.

Para obtener una medida de las deformaciones es ilustrativo comparar el
desplazamiento medio de los nodos de la pared del extremo final (una vez
depurados del movimiento de traslación de dicha sección). En la figura 6.8 se
muestra el diámetro medio de la sección en función del tiempo para los tres
materiales.

También en las deformaciones la diferencia es pequeña comparando los
tres modelos de material. La deformación máxima es del 7.6% (λ = 1.076).
Si se observan los valores del módulo de elasticidad tangente en el origen del
cuadro 6.1 para la arteria sana, los tres valores se diferencian poco, obtenién-
dose en consecuencia resultados similares para los movimientos.

En la figura 6.9 se muestra cómo se transmite la onda de presión. Las
deformaciones son similares en los tres materiales, representándose aqúı los
resultados con el modelo neohookeano.

La mayor parte de la onda se transmite al modelo 1D, aunque una parte
(sobre el 20 %) se refleja y da lugar a las presiones negativas observadas en la
leyenda. La transmisión de la onda en el modelo 1D se muestra en la figura
6.10.
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Figura 6.8: Diámetro medio de la sección final de la LAD sana.

La sección s = 1.28 cm (curva roja) es el extremo final de la arteria y el
comienzo del modelo 1D, por lo que la figura 6.10 da continuidad a la figura
6.9 recogiendo los instantes posteriores. Observar que la presión negativa de
la curva roja se corresponde con la presión negativa de la leyenda de la figura
6.9. El parámetro s representa la longitud de arco, que en la parte del modelo
3D es la longitud sobre la directriz.
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               Time = 0.00E+00Figura 6.9: Contornos de presión (dyn/cm2) en la LAD sana para material
neohookeano. La deformación ha sido aumentada por 5.
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Figura 6.10: Presión en el modelo 1D acoplado a la LAD sana.

LAD sana. Simulación de un ciclo card́ıaco

El objetivo de este análisis es simular un ciclo card́ıaco completo, obte-
niéndose la tensión tangencial en la pared y las ĺıneas de corriente a lo largo
del mismo. Para captar el fenómeno de transmisión de onda debido a la elas-
ticidad de la pared es necesario adoptar un paso de tiempo muy pequeño para
el cálculo (t́ıpicamente ∆t = 10−4 s). Este paso de tiempo viene condicionado
por una caracteŕıstica fisiológica, que es la velocidad de propagación de una
onda de presión en las arterias, no siendo posible realizar el análisis de inter-
acción con los medios de cálculo disponibles en el momento de realización de
la tesis.

Por ello, aqúı se prescinde del fenómeno de interacción y se adopta un paso
de tiempo ∆t = 10−2 s. El despreciar la interacción disminuye enormemente
el tiempo de cálculo, luego nos podemos permitir hacer una malla más fina.
Concretamente, ahora utilizamos una malla de 9600 elementos de fluido que
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da lugar a un modelo con 26550 ecuaciones.
Como partimos de condiciones iniciales de velocidad nula y éstas son

irreales, es preciso hacer primero varios ciclos completos para eliminar este
transitorio inicial. Aqúı se han dado 4 ciclos seguidos de la curva de la figura
6.5, siendo los resultados que se muestran los del cuarto ciclo.

En la figura 6.11 se muestran los contornos de la tensión tangencial sobre
la pared para el instante en que se producen los máximos valores de la misma.
Dicho instante corresponde al del máximo caudal en la entrada (t ≈ 0.3 s. en
la figura 6.5).
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Figura 6.11: Tensión tangencial (dyn/cm2) sobre la pared de la LAD sana.

En la figura 6.12 se ha calculado la máxima tensión tangencial de toda la
superficie de la arteria para cada instante de tiempo. Se observa que dicho
valor máximo está en fase con el valor del caudal impuesto de la curva de la
figura 6.5. También en dicha figura se muestra la tensión tangencial máxima
que resulta de un cálculo en régimen estacionario imponiendo el caudal medio,
que esQmed = 1.75 cm3/s. Como se observa, es necesario considerar los efectos
dinámicos, pues la relación entre el máximo valor de la tensión tangencial en
régimen transitorio (296 dyn/cm2) y el valor en régimen estacionario (107
dyn/cm2) es mayor que la relación del caudal punta (3 cm3/s) y el caudal
medio (1.75 cm3/s), y la extrapolación a partir de un cálculo en régimen
estacionario estaŕıa infravalorando el valor de la máxima tensión tangencial,
ya que daŕıa (3/1.75)·107 = 183 < 296 dyn/cm2.

Finalmente se muestran las ĺıneas de corriente en las figuras 6.13 y 6.14,
la primera en el instante cuando el caudal impuesto es máximo (t ≈ 0.3 s) y
la segunda en el instante posterior a cuando es nulo (t = 0.01 s). En ambas
figuras se ha partido de los mismos puntos en la sección de entrada, aśı que
se percibe claramente que cuando el caudal en la entrada es prácticamente
nulo se producen torbellinos. Esto es, en el tramo de la curva descendente del
caudal impuesto se forman torbellinos, que por otra parte es un fenómeno
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Figura 6.12: Tensión tangencial máxima durante un ciclo card́ıaco en la LAD
sana.

que cab́ıa esperar debido a la geometŕıa no regular y régimen transitorio del
cálculo.

Observación. Recordar que se ha hecho el cálculo a lo largo de varios ciclos
y muestran los resultados del cuarto ciclo, luego los tiempos anteriores no son
absolutos, sino relativos al cuarto ciclo.

Figura 6.13: Ĺıneas de corriente en el instante de caudal máximo en la LAD
sana.

Figura 6.14: Ĺıneas de corriente en el instante de caudal casi nulo en la LAD
sana.
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6.2.2. Arteria coronaria anterior descendente dañada

En este apartado estudiamos la misma arteria que en el ejemplo anterior,
pero con una placa de ateroma muy desarrollada que obstruye más del 50 %
de la sección. La longitud es también de 1.28 cm.

Las mallas de esta arteria han sido generadas por el Grupo de Informática
Gráfica Avanzada de la Universidad de Zaragoza utilizando la metodoloǵıa
descrita en Serón et al. [2001b]. La malla más gruesa se ha utilizado en
los análisis con interacción y la malla más fina para simular el pulso card́ıaco
despreciando la interacción.

LAD dañada. Transmisión del pulso de presión

En la figura 6.15 se pueden ver las mallas utilizadas, con 872 elementos
para el lumen y 912 elementos para la pared arterial incluyendo la placa de
ateroma.

Figura 6.15: Interacción en la LAD dañada. Malla del fluido (en azul) y del
sólido (en marrón).

También aqúı se hace el cálculo con tres modelos para la pared arterial
con los parámetros obtenidos para la arteria dañada en el apartado 3.4, esto
es:

a) Modelo elástico lineal con módulo de elasticidad E = 3169400 dyn/cm2

(cuadro 6.1) y coeficiente de Poisson ν = 0.3.

b) Modelo de Ogden con los parámetros del cuadro 3.3 para la aorta dañada.

c) Modelo neohookeano con c1 = 837100 dyn/cm2 (obtenido del cuadro
3.4).

En la figura 6.16 se puede observar el número de iteraciones resultante
para los tres materiales.

En el cuadro 6.3 se muestra el número medio de iteraciones. Cabe destacar
que ahora el número de iteraciones entre los modelos 3D y 1D es menor que
en el caso de la arteria sana (cuadro 6.2). Esto es debido a que la arteria
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Figura 6.16: Número de iteraciones en el cálculo de la LAD dañada.

con la placa de ateroma es más ŕıgida que la arteria sana, por lo que el
desplazamiento de la pared es menor y por tanto es más rápido conseguir la
convergencia.

Número medio de iteraciones (LAD dañada)

Material Modelo 3D - Modelo 1D Fluido 3D - Sólido 3D

Elástico lineal 3.9 82.5

Ogden 4.2 97.2

Neohookeano 3.9 73.6

Cuadro 6.3: Número medio de iteraciones en la LAD dañada.

El mayor número de iteraciones resulta con el material de Ogden.
Comparemos ahora la deformación de la sección final calculando su diá-

metro medio. En la figura 6.17 se muestra dicho diámetro en función del
tiempo para los tres materiales.

Para analizar la figura 6.17 es conveniente tener en cuenta los valores
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Figura 6.17: Diámetro medio de la sección final de la LAD dañada.

del módulo de elasticidad en el origen del cuadro 6.1 para la arteria dañada
(ver también figura 3.15). Del cálculo resulta que utilizando el material de
Ogden se alcanzan mayores deformaciones y la onda de presión se propaga
más lentamente. El siguiente con mayor deformación es el modelo elástico
lineal y por último el neohookeano. Esto está en consonancia con los valores
del módulo de elasticidad tangente en el citado cuadro, ya que Eogden <
Eexpe < Eneoh. Esto es, cuanto más flexible, mayores deformaciones y una
menor velocidad de propagación de la onda de presión.

No obstante, esto sucede porque las deformaciones no son elevadas (la
máxima deformación en la sección final es un 4.3% ó λ = 1.043 en el material
de Ogden), ya que el material de Ogden se rigidiza para rangos mayores
de deformación (ver figura 3.15) y se produciŕıa una mayor velocidad de
transmisión de la onda.

A continuación en la figura 6.18 se muestra la transmisión de la onda
de presión para el caso de material de Ogden. En dicha figura se representa
únicamente la malla del fluido para resaltar el estrechamiento por la placa
de ateroma.
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Figura 6.18: Contornos de presión en la LAD dañada para material de Ogden.
La deformación ha sido aumentada por 5.

Se observa que casi la totalidad de la onda de presión se transmite al
modelo 1D, aunque una pequeña parte se refleja (poco más del 10%). La
continuidad de la onda de presión se muestra en la figura 6.19, donde la
curva denotada con s = 1.28 cm (roja) representa la sección de interacción
entre los modelos 3D y 1D. Notar en dicha curva el valor negativo alcanzado,
que coincide con el de la leyenda de la figura 6.18.

−2000

 0

 2000

 4000

 6000

 8000

 10000

 12000

 14000

 0  2.5  5  7.5  10  12.5  15  17.5  20  22.5  25

p
re

si
ó
n
 (

d
y
n
/c

m
2
)

tiempo (ms)

s = 1.28 cm
s = 3.53 cm
s = 6.03 cm
s = 8.53 cm

Figura 6.19: Presión en el modelo 1D acoplado a la LAD dañada.
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LAD dañada. Simulación de un ciclo card́ıaco

Al igual que para la arteria sana y por los motivos alĺı descritos, se dan 4
ciclos de la curva de la figura 6.5 y los resultados que se muestran son también
los del cuarto ciclo. La malla utilizada tiene 13440 elementos originando un
modelo con 35739 ecuaciones.

En la figura 6.20 se representan los contornos de la tensión tangencial
sobre la pared en el instante de máximo caudal impuesto. En la misma figura
se muestran dos perspectivas y la zona de la placa de ateroma aislada. Como
cab́ıa esperar, la tensión tangencial es elevada en la superficie de la placa,
disminuyendo de forma considerable en la zona inmediatamente posterior a
ésta.
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Figura 6.20: Tensión tangencial (dyn/cm2) sobre la pared de la LAD dañada.

La curva de la figura 6.21 muestra la máxima tensión tangencial sobre la
pared en cada instante. Al igual que pasaba con el caso de la arteria sana este
valor está en fase con la curva 6.5. Si se comparan las figuras 6.12 y 6.21, el
valor tan elevado de la tensión tangencial en esta última es únicamente debido
a la placa. También se muestra aqúı el valor de la tensión tangencial máxima
que resulta de un cálculo en régimen estacionario con el caudal medio.

Por último, en las figuras 6.22 y 6.22 se han dibujado las ĺıneas de corriente
en dos instantes cŕıticos (el primero con caudal máximo impuesto y el otro con
caudal prácticamente nulo). Cuando el caudal es mı́nimo llama la atención
que los torbellinos formados son relativamente grandes. Obsérvese la gran
similitud con el caso analizado en el apartado 2.4.2, donde ahora la placa de
ateroma hace las veces de escalón.
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Figura 6.21: Tensión tangencial máxima durante un ciclo card́ıaco en la LAD
dañada.

Figura 6.22: Ĺıneas de corriente en el instante de caudal máximo en la LAD
dañada.

Figura 6.23: Ĺıneas de corriente en el instante de caudal casi nulo en la LAD
dañada.

6.2.3. Bifurcación en la arteria anterior descendente y
la arteria circunfleja

El modelo de elementos finitos comienza en el tronco de la arteria coro-
naria izquierda a los pocos miĺımetros de su unión con la base de la arteria
aorta (ver figura 6.3). La longitud del tronco es de 0.56 cm. hasta el comienzo
de la bifurcación. A partir del punto de bifurcación, la longitud de la LAD
es 1.3 cm. y la de la LCX es 1.54 cm, ambas medidas a partir de su base.



186 6.2. La arteria coronaria izquierda

Bifurcación. Transmisión del pulso de presión

La figura 6.24 muestra la malla utilizada para el problema de interacción,
con 932 elementos para el lumen y 428 elementos para la pared arterial.

Figura 6.24: Interacción en la bifurcación. Malla del fluido (en azul) y del
sólido (en marrón).

Los parámetros de los modelos de los materiales son los mismos que para
el caso de la arteria sana (apartado 6.2.1).

El número de pasos de tiempo para el cálculo de la bifurcación es menor
que en los dos casos anteriores para la LAD. Sucede que cuando la onda de
presión llega al extremo del tramo de la LAD, el acoplamiento de los modelos
3D y 1D deja de converger. Esto sucede a los 12.1 ms para el modelo elástico
lineal, a los 11.1 ms para el material de Ogden y a los 11.8 ms para el
neohookeano.

La falta de convergencia se debe a que se ha impuesto un campo de presión
uniforme en el modelo 3D al final del tramo de la LAD. Como ésta tiene una
importante curvatura, el imponer una presión uniforme no es realista ya
que en los tubos con curvatura la distribución de la presión en una sección
transversal no es uniforme (Waters y Pedley [1999]). En un futuro seŕıa
interesante mejorar la forma de distribuir la presión en los extremos con
curvatura.

En la figura 6.25 se observa el número de iteraciones y también el tiempo
al que llega cada cálculo hasta que deja de converger.

Según se aprecia en la figura 6.4 el número medio de iteraciones entre
los modelos 3D y 1D es ahora superior a los casos con la arteria LAD sola,
mientras que el número de iteraciones entre los modelos 3D y 1D es similar.

En las figuras 6.26 y 6.27 se muestra el diámetro de las secciones finales
de la LAD y LCX en la bifurcación respectivamente. Como se observa, en la
LCX la curva es análoga a los casos de los dos apartados anteriores, mientras
que en la LAD la curva tiene más irregularidades. Esto último es debido a la
imposición de una presión uniforme en una sección con curvatura elevada.
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Figura 6.25: Número de iteraciones en el cálculo de la bifurcación.

Número medio de iteraciones (bifurcación)

Material Modelo 3D - Modelo 1D Fluido 3D - Sólido 3D

Elástico lineal 3.9 92.4

Ogden 4.6 105.6

Neohookeano 4.4 102.0

Cuadro 6.4: Número medio de iteraciones en la bifurcación.

Para el material de Ogden, la deformación máxima en la sección final de
la LAD es un 5.8% ó λ = 1.058 y en la sección final de la LCX es un 3.4%
ó λ = 1.034, valores deducidos de las figuras 6.26 y 6.27.

A continuación en la figura 6.28 se muestra la transmisión de la onda de
presión para el caso de material de Ogden, llegando hasta los 11 ms. Después
de ese tiempo el método deja de converger. Como ya se ha comentado, la
razón es que la distribución de presión uniforme no es adecuada en este caso.
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Figura 6.26: Diámetro medio de la sección final de la LAD en la bifurcación.
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Figura 6.27: Diámetro medio de la sección final de la LCX en la bifurcación.
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Figura 6.28: Contornos de presión en la bifurcación para material de Ogden.
La deformación ha sido aumentada por 5.

Cuando la onda de presión llega al nudo de la bifurcación se produce una
reflexión. Esto se ve en los instantes 5 y 6 ms de la figura 6.28 por el color
azul oscuro (presión negativa) en el tronco.

La deformación producida es relativamente elevada, ya que tan sólo se
ha hecho un aumento de 5 y el movimiento de la arteria se aprecia con toda
claridad.
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En las figuras 6.29 y 6.30 se muestra el movimiento de la onda de presión
en los modelos 1D. Se indica ahora con el parámetro slad la longitud sobre
la LAD y con slcx la longitud sobre la LCX. El final del tramo de la LAD
corresponde a slad = 1.86 cm (esto es, 0.56 del tronco y 1.3 de la LAD) y el
final de la LCX slcx = 2.1 cm (0.56 del tronco y 1.54 de la LCX).
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Figura 6.29: Presión en el modelo 1D acoplado a la LAD en la bifurcación.
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Figura 6.30: Presión en el modelo 1D acoplado a la LCX en la bifurcación.

Obsérvese que en la curva slad = 1.86 cm se produce una oscilación de
la presión, mientras que en la curva slcx = 2.1 cm la presión se transmite
limpiamente. El motivo es el que ya se ha comentado: la curvatura de la
LCX es pequeña mientras que la de la LAD es relativamente elevada, lo
cual afecta a la uniformidad o no uniformidad de la distribución de presiones
respectivamente. Esto se puede apreciar en la figura 6.31, donde se ha tomado
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el instante t = 8 ms. de la figura 6.28 y se han hecho dos cortes transversales,
uno en la LAD y otro en la LCX, mostrando la distribución de presiones en
las secciones de los cortes.

Uniformidad de
presiones

LCX

LAD

de presiones
No uniformidad

Figura 6.31: Distribución de presiones en la LAD y en la LCX en dos sec-
ciones transversales.

Bifurcación. Simulación de un ciclo card́ıaco

De forma similar a los dos casos ya analizados, se hace el cálculo de 4
ciclos y se muestran los resultados del último, cuando ya se ha alcanzado
prácticamente el régimen permanente. El número de elementos de la malla
es 11576 dando lugar a un modelo con 31350 ecuaciones.

En la figura 6.32 se observan los contornos de la tensión tangencial en el
instante en que dicha tensión es máxima, donde cabe comentar que la zona
de más baja tensión es el nudo de la bifurcación (color azul oscuro).

Este resultado es un punto a favor de la hipótesis que el desarrollo de
las placas de ateroma y la baja tensión tangencial están relacionadas, ya
que experimentalmente se ha observado que las zonas de bifurcaciones de
las coronarias son zonas de mayor propensión a la formación de placas de
ateroma.

El valor de la tensión tangencial es globalmente menor que para el caso
de la LAD sana. Esto es debido a que la geometŕıa de la LAD sana es exacta
mientras que la de la bifurcación es una aproximación. En la LAD sana
los efectos de las curvaturas locales son los que provocan dos zonas de alta
tensión tangencial, mientras que en la bifurcación la geometŕıa aproximada
es más suave, por lo que no se han captado las singularidades en la tensión
tangencial que realmente existen.
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Figura 6.32: Tensión tangencial (dyn/cm2) sobre la pared de la bifurcación.

El instante en que la tensión tangencial es máxima (t = 2.91 s) no coincide
ahora con el instante en que el caudal impuesto es máximo (t = 2.8 s), luego la
curva de la figura 6.33 no está en fase con la de la figura 6.5. En la figura 6.33
se muestran los valores de la máxima tensión tangencial. Cuando el caudal
impuesto es nulo aparece una tensión relativamente elevada si la comparamos
con los dos ejemplos anteriores. Esto es aśı porque se produce una circulación
interior desde la LCX hacia la LAD, cosa que se ve claramente en la figura
6.35.

En las figuras 6.34 y 6.35 se han dibujado las ĺıneas de corriente. Para el
instante en que el caudal es máximo no se forman torbellinos, salvo en una
pequeña zona del nudo de la bifurcación. En cambio, para el caudal mı́nimo,
aparte de producirse torbellinos en la LAD y una circulación secundaria 4

también aparece una circulación interior desde la LCX hacia la LAD. En la
figura 6.35 se observa dicha circulación interior por las ĺıneas de corriente que
parten desde el extremo final de la LCX y terminan en el extremo final de la
LAD.

4La circulación secundaria hace referencia a la componente de la velocidad en el plano
transversal a la directriz, que da lugar a un movimiento helicoidal.
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Figura 6.33: Tensión tangencial máxima durante un ciclo card́ıaco en la bi-
furcación.

Figura 6.34: Ĺıneas de corriente en el instante de caudal máximo en la bifur-
cación.

Figura 6.35: Ĺıneas de corriente en el instante de caudal casi nulo en la
bifurcación.



Caṕıtulo 7

Conclusiones y ĺıneas futuras
de investigación

7.1. Resumen del trabajo realizado

El objetivo fundamental de esta tesis es el análisis y desarrollo de modelos
para la simulación realista del flujo sangúıneo y su interacción con la pared
arterial. Para ello se ha implementado el elemento de fluido Q1/P0 en el
código de elementos finitos FEAP para 2D, 3D y flujo axilsimétrico. En dicho
elemento ha sido estabilizado el campo de presiones y se ha añadido otro
elemento con estabilización de la velocidad para utilizar en problemas con
números de Reynolds elevados.

Se han obtenido parámetros realistas de los modelos de Ogden y neohoo-
keano a partir de curvas experimentales para utilizar en los modelos de la
pared arterial, habiéndose validado el elemento de FEAP con ejemplos con
solución anaĺıtica y usando los parámetros obtenidos.

Se han programado las instrucciones para resolver problemas tridimen-
sionales de interacción fluido-estructura (programa inter3D). Se utiliza el
método de Block-Gauss-Seidel, que es un método particionado con acopla-
miento fuerte. Las instrucciones son un conjunto de órdenes (bucles, llamadas
a programas, condicionales, etc...) en el intérprete de comandos bash de Li-
nux. En las llamadas a programas está incluida la ejecución del programa
FEAP para el fluido, el sólido y la malla.

Englobando el algoritmo anterior se ha elaborado el programa inter-

bio, el cual resuelve el problema de las condiciones de contorno absorbentes
mediante el acoplamiento del modelo 3D de un trozo de arteria real con un
modelo unidimensional. Este modelo 1D da continuidad al fenómeno de inter-
acción evitando la reflexión de las ondas de presión. El programa interbio

consiste también en órdenes en la bash, y el programa inter3D se ejecuta
dentro de este nuevo algoritmo.

Finalmente se ha aplicado el programa anterior a tres arterias corona-
rias con geometŕıas realistas. Las mallas de hexaedros para la LAD sana y
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para la bifurcación se han hecho con un software propio. Se ha simulado la
transmisión de un pulso de presión utilizando modelos de interacción. Adi-
cionalmente se ha hecho la simulación de un ciclo card́ıaco completo con una
curva de caudal realista para calcular la tensión tangencial en la pared.

Como trabajo adicional y complementario a los programas de interacción
cabe destacar lo siguiente:

a) Desarrollo de un generador de mallas 2D de cuadriláteros. La originalidad
de este mallador está en que se consiguen mallas de alta calidad al lograr
que la distorsión de los cuadriláteros sea muy pequeña. Este mallador se
extiende a 3D para mallar arterias con hexaedros, y en particular se ha
hecho un programa espećıfico para poder mallar bifurcaciones.

b) Desarrollo de un programa 2D/3D para calcular ĺıneas de corriente y las
trayectorias de las part́ıculas a partir de las velocidades nodales, inclu-
yendo animaciones con las part́ıculas en movimiento. Este programa es
también aplicable a dominios de fluido con contornos móviles.

7.2. Conclusiones

Las conclusiones de este trabajo se van a desglosar en diferentes aparta-
dos. Aunque a lo largo del trabajo se han ido insertando comentarios sobre
los resultados, aqúı se sintetizan todos ellos también a modo de resumen.

Modelos constitutivos en hemodinámica

a) Los modelos hiperelásticos se ajustan razonablemente al comportamiento
de los materiales biológicos. Tanto la sangre como la pared arterial han
de considerarse incompresibles por el gran contenido de agua.

b) Se han utilizado datos experimentales de arterias reales que proporcio-
nan la curva tensión-deformación. El modelo de Ogden ha respondido
bien a dichos datos en todo el rango de deformaciones, mientras que el
neohookeano se ajusta bien en un rango más restringido.

Métodos numéricos y condición de incompresibilidad

a) El elemento Q1/P0 de fluido es barato y el campo de presión se puede
despejar a nivel de elemento, pero no cumple la condición LBB. Uti-
lizando el método del factor de penalización se ha comprobado que se
cumple bien la condición de incompresibilidad con valores del factor en-
tre λ = 106 − 108.

b) Para números de Reynolds elevados se produce una inestabilidad en el
campo de velocidades. Se utiliza el método SUPG para la estabilización.
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Para condiciones fisiológicas normales los números de Reynolds son re-
lativamente bajos y no se produce este problema, pero en situaciones
fisiológicas extraordinarias (deporte, esfuerzos elevados) los números de
Reynolds son tales que śı se precisa de estabilización.

c) La formulación de las ecuaciones del sólido admite una forma variacio-
nal. El principio variacional de Simó-Taylor-Pister utiliza tres campos
incógnita para tratar el problema de la incompresibilidad, aunque los
dos campos añadidos se pueden despejar a nivel de elemento.

d) Para material de Ogden y con los parámetros realistas obtenidos de los
experimentos se ha comprobado que con un módulo volumétrico entre
κ = 107 − 109 se satisface muy bien la condición de incompresibilidad.

Interacción sangre-pared arterial

Métodos de interacción

a) El movimiento del sólido hace que el contorno del fluido no sea fijo. La
formulación ALE resuelve el problema del fluido con contornos móviles.

b) Los métodos particionados con acoplamiento débil son los más baratos
computacionalmente pero no funcionan en hemodinámica debido a que
las densidades de la sangre y la pared arterial son similares.

c) Los métodos monoĺıticos usando el método de Newton-Raphson son los
más eficientes, pero en el caso de la hemodinámica su implementación es
muy compleja y actualmente sólo existen resultados para modelos elásti-
cos lineales de la pared arterial.

d) El método particionado con acoplamiento fuerte desarrollado da buenos
resultados. La utilización del método de Aitken rebaja enormemente el
número de iteraciones necesario respecto a métodos que usan un pará-
metro de relajación constante.

Modelos de interacción en hemodinámica

a) El número de vasos sangúıneos es muy elevado, pero el fenómeno de
interacción con el flujo sangúıneo se produce únicamente en las arterias
elásticas, que son las de mayor diámetro.

b) Los modelos de una arteria o un conjunto de arterias precisan de condi-
ciones de contorno artificiales.

c) En el extremo inicial se puede imponer un pulso de presión o un deter-
minado caudal, pero en el extremo final se desea imponer condiciones
absorbentes para que la onda de presión abandone el dominio.
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d) Un modelo de interacción unidimensional resuelto de forma monoĺıtica
es muy barato computacionalmente y se puede usar para acoplarlo a los
modelos tridimensionales de las arterias en el extremo final. Con esto se
consigue que la mayor parte de la onda de presión abandone el dominio.

e) El número de iteraciones necesario con este método de doble interacción
se eleva. No obstante, con la implementación del método de Aitken pa-
ra resolver esta segunda interacción se ha conseguido que el número de
iteraciones entre los modelos 3D y 1D sea muy reducido.

Aplicaciones a geometŕıas realistas

a) Con técnicas para obtener angiograf́ıas e imágenes IVUS se consigue la
directriz y secciones transversales de las arterias. A partir de éstas se ha
desarrollado una técnica de mallado para obtener automáticamente las
mallas de hexaedros tanto para el lumen como para la pared arterial. Con
la composición de varias mallas de bifurcaciones se puede conseguir una
red más amplia de vasos sangúıneos.

b) La arteria cuya geometŕıa se dispone es la coronaria izquierda, concreta-
mente tres trozos distintos que son:

1. La bifurcación del tronco en la circunfleja y en la anterior descendente.

2. La anterior descendente sin ninguna patoloǵıa.

3. La anterior descendente con una placa de ateroma muy desarrollada.

c) Se han tomado parámetros realistas de los modelos constitutivos de Og-
den y neohookeano para el sólido. La transmisión de un pulso de presión
ha resultado satisfactoria en los modelos, aunque en el caso de la bifur-
cación este método deja de converger cuando la onda ha atravesado el
final de la LAD, ya que imponer una presión uniforme en una sección con
curvatura no es realista.

d) La tensión tangencial resulta elevada en la placa de ateroma para la
arteria dañada. En la arteria con bifurcación se produce una circulación
secundaria del flujo y zonas de menor tensión tangencial en la zona de la
bifurcación.

7.3. Aportaciones

Se resumen a continuación las aportaciones más destacadas de este tra-
bajo:

a) Se ha programado un algoritmo para resolver problemas de interacción
3D fluido-estructura utilizando un método que proporciona acoplamiento
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fuerte y que es completamente general, válido para modelos constitutivos
no lineales y problemas con grandes deformaciones.

b) Se ha programado un método que resuelve conjuntamente el problema
de interacción 3D flujo sangúıneo-pared arterial y da continuidad al pro-
blema de interacción en las secciones finales de las arterias mediante
condiciones de contorno absorbentes. El método consiste en acoplar un
modelo 1D en dichas secciones y resolver un problema en el que la in-
cógnita es el escalar presión en esas secciones. La técnica para hallar la
incógnita es iterar utilizando el método de la secante.

c) Se ha aplicado el programa de interacción a arterias coronarias con geo-
metŕıas realistas, habiendo simulado satisfactoriamente la transmisión de
un pulso de presión.

d) Se han obtenido parámetros realistas de los modelos hiperelásticos isótro-
pos de Ogden y neohookeano para aplicarlos a paredes arteriales. Para el
ajuste de los modelos se han utilizado curvas experimentales del ensayo
de tracción de la arteria aorta.

e) Se ha implementado el elemento de fluido Q1/P0 en un código de elemen-
tos finitos para resolver numéricamente las ecuaciones de Navier-Stokes
en régimen transitorio. Dicho elemento tiene estabilización de la presión
y la velocidad.

f) Adicionalmente se ha programado un generador de mallas de cuadrilá-
teros, el cual hace las mallas de una forma original. Este mallador se
ha extendido a 3D para generar las mallas de hexaedros de las arterias,
tanto para tramos simples como para bifurcaciones.

7.4. Ĺıneas futuras de investigación

A continuación se exponen, por orden de importancia decreciente según
mi criterio, los temas sobre los que hay que enfocarse para mejorar los modelos
de interacción:

a) Validar los modelos desarrollados con información cĺınica o ensayos de
laboratorio.

b) Desarrollar un método de interacción monoĺıtico en el que se resuelva
el problema por el método de Newton-Raphson con el fin de conseguir
convergencia de orden dos y también poder incrementar el paso de tiempo
para poder simular al menos un ciclo card́ıaco completo.

c) Plantear condiciones de contorno más realistas para las geometŕıas tridi-
mensionales:
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1. Para el fluido, proponer una distribución de presiones en el extremo
final más realista que la distribución uniforme asumida en este tra-
bajo. Con esto se mejorará la transmisión de la onda de presión del
dominio 3D al dominio 1D, con lo que la amplitud de la onda reflejada
disminuirá.

2. Para el sólido, hacer un modelo de interacción de la pared con el resto
de los tejidos externos para no tener que sujetar con movimiento nulo
el extremo inicial de las arterias en las simulaciones. Con esto también
se evitaŕıa tener que dejar el extremo final libre y aśı eliminar los
movimientos de sólido ŕıgido.

d) Utilizar el mallador desarrollado aqúı para automatizar la creación de
una malla de hexaedros en una red de vasos sangúıneos a partir de las
directrices y diámetros de éstas obtenidas de las imágenes de angiograf́ıa
e IVUS respectivamente.

e) Crear un modelo simplificado que simule el resto del sistema cardiovas-
cular para acoplarlo a la red de arterias en que se produce la interacción
sangre-pared y no utilizar únicamente un modelo unidimensional que si-
mule la prolongación de la arteria.

f) Implementar un modelo viscoelástico para la sangre, necesario para los
casos en que la formación de rouleaux en las principales arterias sea muy
frecuente, lo cual ocurre en algunas personas.



Apéndice A

Formulación débil de las
ecuaciones de Navier-Stokes

Preliminares

Para plantear el problema (2.14) en forma débil primero hay que defi-
nir cuatro clases de funciones pertenecientes a sendos espacios funcionales
(Zienkiewicz y Taylor [2000a]). En lo que sigue Ω ∈ R3 es el dominio
del fluido y Γ ∈ R3 es el contorno. El contorno se descompone en una parte
con velocidad impuesta Γd y otra con tensión impuesta Γn tal que Γd∪Γn = Γ
y Γd ∩ Γn = ∅.

Espacios de funciones de prueba

Espacio U de las funciones de prueba u para la velocidad:
A estas funciones se les exigen dos condiciones:

u = ud en Γd (A.1a)
∫

Ω

(
∂u

∂xi

)2

dΩ ≤ ∞ i = 1, 2, 3 (A.1b)

Las funciones que cumplen (A.1b) se llaman funciones H1, siendo H1

el espacio de Sobolev de orden 1 (Brenner y Scott [1994]). Aśı, el
conjunto de todas las funciones de prueba u forman un espacio al que
llamaremos U .

U = {u | u ∈ H1,u = ud en Γd} (A.2)

Espacio P de las funciones de prueba p para la presión:
Como en la formulación aqúı seguida no hay condiciones espećıficas
para la presión en el contorno, solamente se les exige:
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∫

Ω

(
∂p

∂xi

)2

dΩ ≤ ∞ i = 1, 2, 3 (A.3)

Aśı, el conjunto de todas las funciones de prueba p forman un espacio
al que llamaremos P .

P = {p | p ∈ H1} (A.4)

Espacios de funciones de peso

Espacio V de las funciones de peso v de la velocidad :
A estas funciones también se les exigen dos condiciones:

v = 0 en Γd (A.5a)
∫

Ω

(
∂v

∂xi

)2

dΩ ≤ ∞ i = 1, 2, 3 (A.5b)

El conjunto de todas las funciones de peso v forman un espacio al que
llamaremos V .

V = {v | v ∈ H1,v = 0 en Γd} (A.6)

Espacio Q de las funciones de peso q para la presión:
Al igual que a las funciones p, a las funciones q se les exige únicamente:

∫

Ω

(
∂q

∂xi

)2

dΩ ≤ ∞ i = 1, 2, 3 (A.7)

Finalmente, el conjunto de todas las funciones de peso q forman un
espacio al que llamaremos Q.

Q = {q | q ∈ H1} (A.8)

Igualdades del cálculo diferencial

Escribimos ahora dos igualdades (Kay [1989]) que más adelante utiliza-
remos en el desarrollo.
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La primera igualdad es:

(∇ · σ) · v = ∇ · (σ · v)− σ : ∇v (A.9)

siendo σ un tensor de segundo orden cualquiera y v un tensor de primer
orden (vector) cualquiera. Se utilizan los mismos śımbolos que para el
tensor de tensiones y funciones de peso de las velocidades respectiva-
mente para mayor facilidad en el uso de la fórmula.

La segunda igualdad es:

(σ · v) · n = (σ · n) · v (A.10)

que en este caso se verifica únicamente cuando el tensor σ es simétrico
(el tensor de tensiones lo es).

Teorema de Green

El teorema de Green o también llamado de la divergencia demuestra lo
siguiente (Kay [1989]):

∫

Ω

∇ · (σ · v) dΩ =

∫

Γ

(σ · v) · n dΓ (A.11)

con el mismo significado de los śımbolos que en la expresión anterior, trans-
formando aśı una integral de volumen en una integral de contorno.

Planteamiento de la formulación débil

Una vez expuestas las herramientas que se van a utilizar se procede a
deducir la forma débil de las ecuaciones (2.14) junto con la condición de
incompresibilidad (2.8).

El procedimiento se puede ver en Hughes [2000] y es:

a) Multiplicar la ecuación de equilibrio del momento lineal (2.10) por una
función de peso v.

b) Multiplicar la ecuación de incompresibilidad (2.8) por una función de
peso q.

c) Sumar las expresiones resultantes de a) y b).

d) Hacer la integral en el dominio Ω de la expresión obtenida en c).

De esa forma resulta la ecuación integral:

∫

Ω

(∇ · σ)·v dΩ−
∫

Ω

ρf

(
∂u

∂t
+ u ·∇u

)
·v dΩ−

∫

Ω

(∇ · u) q dΩ = 0 (A.12)
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siendo u ∈ U , p ∈ P las funciones velocidad y presión a calcular, v ∈ V , q ∈ Q
funciones arbitrarias y U ,P ,V y Q los espacios funcionales definidos en (A.2),
(A.4), (A.6) y (A.8) respectivamente. El último término de (A.12) se ha
escrito con signo negativo, pero eso es irrelevante dada la arbitrariedad de
las funciones q.

El primer sumando de (A.12) se puede desarrollar aplicando la igualdad
(A.9):

∫

Ω

(∇ · σ) · v dΩ =

∫

Ω

(∇ · (σ · v)− σ : ∇v) dΩ

=

∫

Ω

∇ · (σ · v) dΩ−
∫

Ω

σ : ∇v dΩ

(A.13)

Aplicando ahora al primer sumando del lado derecho de (A.13) el teorema
de Green (A.11) queda:

∫

Ω

(∇ · σ) · v dΩ =

∫

Γ

(σ · v) · n dΓ−
∫

Ω

σ : ∇v dΩ (A.14)

Finalmente, asumiendo que σ es simétrico se puede usar la igualdad
(A.10) para llegar a:

∫

Ω

(∇ · σ) · v dΩ =

∫

Γ

(σ · n) · v dΓ−
∫

Ω

σ : ∇v dΩ (A.15)

Hechas estas consideraciones, reescribimos la ecuación (A.12) como:

∫

Γ

(σ · n) · v dΓ−
∫

Ω

σ : ∇v dΩ−
∫

Ω

ρf

(
∂u

∂t
+ u ·∇u

)
· v dΩ −

∫

Ω

(∇ · u) q dΩ = 0

(A.16)

El primer sumando de esta ecuación se puede descomponer en dos su-
mandos:

∫

Γ

(σ · n) · v dΓ =

∫

Γd

(σ · n) · v dΓd +

∫

Γn

(σ · n) · v dΓn (A.17)

ya que Γ = Γd ∪ Γn y Γd ∩ Γn = ∅
Y en esta última expresión tenemos en cuenta las condiciones de contorno

de Neumann y la definición del espacio funcional V en (A.6):

a) Funciones de peso v.

v = 0 en Γd (A.18)
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Por lo tanto el primer sumando de (A.17) queda simplemente:

∫

Γd

(σ · n) · v dΓd = 0 (A.19)

b) Condiciones de Neumann.

σ · n = tn en Γn (A.20)

Aśı el segundo sumando de (A.17) se puede escribir:

∫

Γn

(σ · n) · v dΓn =

∫

Γn

tn · n dΓn (A.21)

Hecha esta descomposición en el contorno finalmente queda:

∫

Γn

tn · v dΓn −
∫

Ω

σ : ∇v dΩ −
∫

Ω

ρf

(
∂u

∂t
+ u ·∇u

)
· v dΩ −

∫

Ω

(∇ · u) q dΩ

(A.22)

Teniendo en cuenta el modelo constitutivo (2.11), la formulación débil del
problema de contorno se establece en los siguientes términos:

Encontrar un campo vectorial u ∈ U que cumpla u = ud en Γd y un
campo escalar p ∈ P, tales que ∀v ∈ V y ∀q ∈ Q se cumpla:

∫

Ω

(−pI + 2µD) : ∇v dΩ +

∫

Ω

ρf

(
∂u

∂t
+ u ·∇u

)
· v dΩ +

∫

Ω

(∇ · u) q dΩ =

∫

Γn

tn · v dΓn

(A.23)





Apéndice B

Aspectos de la implementación
computacional

Se comentan aqúı dos particularidades de la implementación que me pa-
recen relevantes.

Eliminación de la presión en el elemento

Si se despeja pI de (2.46b) tenemos:

pI = −G−1QuA (B.1)

Como el elemento únicamente tiene un nodo de presión en el centro, la
función de forma de la presión es Np = 1 en Ωe. Esto implica que la matriz
ge en (2.39) es un escalar 1x1 y la matriz qe en (2.30) un vector fila 1xndim.
De aqúı resulta que cada elemento del vector pI en (B.1) se pueda expresar
como:

pe = − λ∫
Ωe
NpNp dΩe

qeue (B.2)

donde e hace referencia a valores en el elemento. Esto quiere decir que la
presión en el elemento solamente depende de las funciones de forma del propio
elemento aśı como de las velocidades en los nodos del propio elemento. Este
resultado es muy importante, ya que permite que cada elemento del vector de
incógnitas de presión pI se pueda calcular a nivel de elemento sin necesidad
de un ensamblaje posterior. Por tanto, el proceso de calcular pI y sustituirlo
en (2.46a) se hace dentro de la subrutina del elemento. De este modo en las
ecuaciones finales solamente hay incógnitas en velocidad:

Mu̇A + N(uA)uA + KuA + ST(uA)uA −QTG−1QuA = F (B.3)

Observación B.0.1 Haciendo esto hemos reducido el número de ecuaciones
a resolver, ya que hemos eliminado las incógnitas de presión. Es importan-
te tener en cuenta que si para calcular el vector pI hubiera que ensamblar
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las matrices elementales esta estrategia no se podŕıa haber aplicado, ya que
tendŕıamos que haber programado aparte una rutina para calcular pI y luego
implementarla dentro de FEAP, complicando aśı lo que ganamos con elimi-
nar las incógnitas de presión.

Para integrar la ecuación (B.3) en el tiempo se ha discretizado el término
de la aceleración como sigue:

u̇A ≈ un+1
A − un

A

∆t
(B.4)

donde con un supeŕındice con la variable n se denota el paso de tiempo.
El método de integración utilizado es el impĺıcito backward euler, por lo

que se precisa linealizar las matrices no lineales, que son N(uA) y ST(uA).

Cálculo de las derivadas segundas

El término de estabilización ST añade nuevas dificultades. El residuo R
incluye el cálculo de ∇ ·σ, término en el que aparecen las derivadas segundas
de las funciones de forma de las velocidades Nu. Esta es una razón por la que
no se han utilizado elementos triangulares de 3 nodos, ya que entonces las
funciones de forma seŕıan lineales y por tanto las derivadas segundas nulas.
Si se desarrolla el cálculo de estas derivadas tenemos:

∂2Nu

∂xi∂xj

=
∂

∂xj

(
∂Nu

∂xi

)
=

ndim∑
m=1

∂

∂xj

(
∂Nu

∂ξm

∂ξm
∂xi

)
=

ndim∑
m=1

ndim∑
n=1

∂2Nu

∂ξm∂ξn

∂ξn
∂xj

∂ξm
∂xi

+

ndim∑
m=1

∂Nu

∂ξm

∂2ξm
∂xi∂xj

(B.5)

donde se ha recuadrado el nuevo término que hay que calcular, esto es, las
derivadas segundas de las coordenadas del elemento de referencia (ξ) respecto
las coordenadas del elemento real (x). El cálculo de estas derivadas segundas
no es inmediato y en esta tesis se propone el método descrito en el cuadro
B.1.

Observación B.0.2 En este algoritmo δai es la delta de Kronecker, siendo
δai = 1 si a = i y δai = 0 si a 6= i. La obtención de las derivadas segundas se
reduce a resolver un problema de ndim ecuaciones lineales con ndim incógnitas,
ya que las ndimxndim ecuaciones resultantes están desacopladas en grupos de
ndim.
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1. Se parte de la expresión de la transformación del elemento de referencia al elemento
real:

xa = xa(ξ)

2. Se derivan ambos lados respecto las coordenadas del elemento real
∂

∂xi
:

δai =
ndim∑
m=1

∂xa

∂ξm

∂ξm

∂xi

3. Se deriva de nuevo respecto las coordenadas del elemento real
∂

∂xj
:

0 =
ndim∑
m=1

ndim∑
n=1

∂2xa

∂ξm∂ξn

∂ξn

∂xj

∂ξm

∂xi
+

ndim∑
m=1

∂xa

∂ξm

∂2ξm

∂xi∂xj

4. De esta última expresión se obtienen los sistemas de ecuaciones de ndim ecuaciones

cada uno de los que se despejan las derivadas segundas
∂2ξm

∂xi∂xj

Cuadro B.1: Algoritmo para el cálculo de las derivadas segundas.





Apéndice C

Cálculo de las trayectorias y
ĺıneas de corriente

Planteamiento del problema

El cálculo de las trayectorias y ĺıneas de corriente consiste en integrar el
campo de velocidades que se ha obtenido al resolver las ecuaciones de Navier-
Stokes para el fluido. Esto es, se parte de u(x, t), que es dato de partida, y
se trata de hallar la curva x(t) que cumpla la ecuación:

dx(t)

dt
= u(x(t), t) (C.1)

La misma ecuación se puede expresar en forma integral como sigue:

x(t) = x(t0) +

∫ t

t0

u(x(τ), τ) dτ (C.2)

La ecuación diferencial (C.1) no se puede resolver anaĺıticamente, ya que
hemos obtenido la solución u(x, t) de forma discreta. Por tanto se ha de
utilizar un método numérico para resolver la ecuación (C.1), que por ejemplo
se puede discretizar de la forma:

x(t+ ∆t)− x(t)

∆t
= αu(x(t+ ∆t), t+ ∆t) + (1− α)u(x(t), t) (C.3)

con α ∈ [0, 1]. Dependiendo del valor del parámetro α, obtenemos distintos
métodos dentro de esta familia. Para α = 0 tenemos un método expĺıcito y
para α > 0 los distintos métodos impĺıcitos. Las ventajas e inconvenientes de
cada método son:

a) Integración impĺıcita: Tiene la ventaja de poder dar pasos de tiempo
más elevados. El problema principal es que hay que estimar la velocidad
u(x(t + ∆t), t + ∆t) (notar que precisamente x(t + ∆t) es la incógnita
que queremos hallar) lo cual es complicado debido a que las funciones de
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forma son cuadráticas, aunque se pueden linealizar en el entorno de x(t).
Después hay que hallar la solución del sistema de ecuaciones resultante,
teniendo que invertir una matriz de 2x2 en 2D ó 3x3 en 3D.

b) Integración expĺıcita: El avance en el tiempo es muy sencillo, ya que
la única información necesaria es u(x(t), t), la cual ya se tiene del paso
anterior. El problema es que es condicionalmente estable y hay que em-
plear un paso de tiempo muy pequeño para asegurar la convergencia, con
lo que el tiempo de cálculo para obtener la curva se incrementa mucho.

A continuación se muestra un ejemplo para ilustrar el problema del paso
de tiempo en un método expĺıcito. Se trata del flujo confinado en una cavidad,
mostrado ya en el apartado 2.4.1, con los mismos datos que aquel y tomando
el caso de Re = 400. Considerando el estado estacionario, se calcula una ĺınea
de corriente comenzando por el punto (0.6, 0.5) (señalado con un ćırculo en el
dibujo). En el primer caso se ha tomado ∆t = 0.025 seg. y en el segundo ∆t
= 0.0025 seg. En la figura C.1 se muestran los resultados. En el primer caso
no se obtiene convergencia ya que el paso de tiempo es demasiado elevado,
mientras que el segundo caso śı converge.
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∆t = 0.0025 seg.

Figura C.1: Cálculo de ĺıneas de corriente. No convergencia (izquierda) y
convergencia (derecha).

Solución adoptada

En este trabajo se ha optado por un método impĺıcito, con α = 0.5 (que
es la regla del punto medio), esto es:

x(t+ ∆t) = x(t) +
1

2
∆t[u(x(t+ ∆t), t+ ∆t) + u(x(t), t)] (C.4)
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Como hay que dar pasos de tiempo ∆t pequeños se necesita obtener el campo
de velocidades en tiempos intermedios a los calculados. Por lo tanto hay que
construir un campo de velocidades continuo en el espacio y en el tiempo a
partir de los valores nodales de la velocidad en instantes del tiempo discretos.
Luego hay que hacer dos interpolaciones, una en el espacio y otra en el tiempo
(ver figura C.2, donde se muestra en 2D).

Elemento

u3

u2

u4

u1

T2T1 t

uA

tiempoT0

Figura C.2: Interpolación espacial (izquierda) y temporal (derecha).

Interpolación en el espacio

Esto se logra utilizando las mismas funciones de forma que se han em-
pleado en el cálculo por elementos finitos (ver (2.17)). De hecho, esta es la
forma adecuada y exacta de hacerlo. Congelando el tiempo en un instante
fijo, se tiene:

u(x) ≈ uh(x) =
nu∑

A=1

NA
u (x)uA (C.5)

donde el significado de los términos es el mismo que en (2.17).

Interpolación en el tiempo

Los valores intermedios se han obtenido por interpolación lineal entre los
valores obtenidos por el cálculo de elementos finitos, que son T0, T1, T2, etc...
Por ejemplo, la velocidad en un tiempo intermedio t entre T1 y T2 en el nodo
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A es:

uA(t) ≈ T2 − t
T2 − T1

uA(T1) +
t− T1

T2 − T1

uA(T2) T1 ≤ t ≤ T2 (C.6)

Obviamente la interpolación en el tiempo es necesaria para calcular la
trayectoria de las part́ıculas. En el caso de las ĺıneas de corriente esto no es
necesario ya que se congela el tiempo.

Descripción del algoritmo

En el cuadro C.1 se describen los pasos del algoritmo implementado.

'

&

$

%

Partiendo de la posición x(t):

1. Se halla la velocidad u(x(t), t) por medio de ambas interpolaciones espacial y temporal.

2. Se aproxima la velocidad u(x(t + ∆t), t + ∆t) linealizando las variables espaciales de
la función. En realidad, se trata de linealizar las funciones de forma cuadráticas. Esto
se expresa:

u(x(t + ∆t), t + ∆t) ≈ u(x(t), t + ∆t) +∇u ·∆x (C.7)

donde ∇u es el gradiente del campo de velocidades en el punto x(t) y en el instante
t + ∆t. El término ∆x es el vector desplazamiento incógnita. Para calcular ∇u se
utiliza la misma estrategia que en el cálculo de elementos finitos, esto es, el elemento
de referencia y su transformación al elemento real, calculando el jacobiano, la matriz
jacobiana aśı como su inversa.

3. Se sustituye (C.7) en (C.4), teniendo en cuenta que x(t + ∆t)− x(t) = ∆x:

∆x =
1
2
∆t[u(x(t), t + ∆t) +∇u ·∆x + u(x(t), t)] (C.8)

4. Se despeja ∆x de la ecuación (C.8), que es lineal en ∆x y se puede despejar fácilmente,
esto es: (

1− 1
2
∆t∇u

)
∆x =

1
2
∆t[u(x(t), t + ∆t) + u(x(t), t)] (C.9)

∆x =
(
1− 1

2
∆t∇u

)−1 1
2
∆t[u(x(t), t + ∆t) + u(x(t), t)] (C.10)

donde 1 es el tensor unidad 2x2 ó 3x3 dependiendo si estamos en 2D ó 3D.

5. El nuevo punto es x(t+∆t) = x(t)+∆x. Ahora se comprueba si este punto pertenece
al mismo elemento o se ha salido de él. Si se ha salido, se obtiene el nuevo elemento
donde está el punto y las correspondientes velocidades nodales de ese elemento.

6. Vuelve al punto 1 y se repite todo el proceso.

Cuadro C.1: Algoritmo para el cálculo de trayectorias y ĺıneas de corriente.

Cabe destacar otro detalle. En el paso 5 del algoritmo anterior, si el nuevo
punto se sale del elemento actual, es necesario que dicho punto esté en un
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elemento adyacente a aquel. Esto es porque antes de lanzar el algoritmo se
ejecuta una rutina para hallar los elementos adyacentes a cada elemento. Por
lo tanto, cuando se busca el nuevo elemento, se busca entre esos elementos
adyacentes, que son unos pocos (como mucho 8 en 2D en el caso de cuadri-
láteros) acortando mucho el tiempo de cálculo. De aqúı se tiene que el paso
de tiempo ∆t también tiene que tener en cuenta este hecho, y por lo que se
ha observado en los cálculos hechos, esto es lo que condiciona ∆t. Esto es,
no hay que saltarse elementos.





Apéndice D

Mallador 2D con cuadriláteros
y 3D con hexaedros

Planteamiento del problema

En esta tesis se han utilizado elementos finitos cuadriláteros de 4 nodos
para los problemas bidimensionales. El problema de obtener una malla de
triángulos está resuelto en casi cualquier mallador, pero no para los cuadri-
láteros, ya que no siempre se obtienen buenas mallas con dichos malladores,
resultando elementos muy distorsionados. Aqúı se ha hecho un mallador de
cuadriláteros con el objetivo de obtener elementos lo menos distorsionados
posible, esto es, intentando minimizar las desviaciones de los ángulos que
forman los lados consecutivos respecto al ángulo recto (90o).

Adicionalmente se ha aprovechado esto para crear las mallas tridimen-
sionales parametrizadas de cilindros y arterias, esto es, geometŕıas con una
curva directriz y una sección transversal asociada a cada punto de la direc-
triz. Las mallas de la arteria coronaria izquierda anterior descendente (LAD)
sana y de la bifurcación se han hecho con este mallador.

Descripción del mallador 2D desarrollado

Para mallar con cuadriláteros se divide el dominio en parcelas de 4 lados.
El problema se reduce a cómo mallar cada una de estas parcelas. Cada uno
de esos lados se divide en un número de nodos, que depende de la finura
de la malla. La originalidad de esta forma de mallar es que para hallar los
nodos interiores hay que hacer la intersección no de dos rectas, sino de dos
cúbicas (ver figura D.1). La razón de unir los puntos A y B de dicha figura
con una cúbica es que también se imponen los ángulos de dicha curva en A
y B. Por lo tanto, se busca una curva que pase por dos puntos y que tenga
determinada pendiente en esos puntos. Para cumplir esas 4 condiciones se
necesita un polinomio de tercer grado. Haciendo esto, es decir, imponiendo
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también ángulos, se controla parcialmente la distorsión de los elementos. La
definición de estos ángulos se hace interpolando linealmente ángulos entre los
extremos de cada lado.

Y

O

Ejes locales

C

B

D

Ejes locales

x1

y2

θ1

Ejes globales

y1

θ2

x2

P

A

X

Figura D.1: Obtención de un nodo P por intersección de dos cúbicas.

Ecuación de la cúbica en los ejes locales

La expresión general de los polinomios de tercer grado que unen los puntos
A con B y C con D de la figura D.1 son respectivamente:

y1 = α11x
3
1 + α12x

2
1 + α13x1 + α14 (D.1a)

y2 = α21x
3
2 + α22x

2
2 + α23x2 + α24 (D.1b)

donde αij, (i = 1, 2), (j = 1, .., 4) son los coeficientes del polinomio que hay
que hallar. Utilizamos minúsculas para las variables en ejes locales y mayús-
culas para ejes globales.

Pero si definimos unos ejes locales de tal forma que la cúbica pase por el
origen y con pendiente nula en él, las expresiones anteriores se simplifican:

y1 = α11x
3
1 + α12x

2
1 (D.2a)

y2 = α21x
3
2 + α22x

2
2 (D.2b)

Para obtener los dos coeficientes de cada curva se utiliza la condición que
la cúbica pase por el otro punto y con una determinada pendiente. Por ejem-
plo, para la cúbica 1, imponemos que pase por el punto B con la pendiente
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b′:

by = α11b
3
x + α12b

2
x (D.3a)

b′ = 3α11b
2
x + 2α12bx (D.3b)

donde hemos obtenido un sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas, que
al ser lineal se resuelve invirtiendo la matriz 2x2 del sistema:

[
α11

α12

]
=

[
b3x b2x
3b2x 2bx

]−1 [
by
b′

]
(D.4)

Para la segunda cúbica se procede de forma análoga, esto es:

dy = α21d
3
x + α22d

2
x (D.5a)

d′ = 3α21d
2
x + 2α22dx (D.5b)

Y se resuelve el sistema:

[
α21

α22

]
=

[
d3

x d2
x

3d2
x 2dx

]−1 [
dy

d′

]
(D.6)

Intersección de las dos cúbicas

Para hallar el punto P , que es el nodo buscado, hay que hallar la in-
tersección de dos curvas de tercer grado. Pero antes de ello, hay que tener
en cuenta que cada cúbica se ha expresado en unos ejes diferentes (sus ejes
locales). Por tanto, hay que expresar cada punto de las cúbicas en los ejes
globales. Esto se hace ejecutando primero una rotación (ángulo θ1 para los
ejes locales 1) y luego una traslación (vector OA):

[
X1

Y1

]
=

[
cos(θ1) − sin(θ1)

sin(θ1) cos(θ1)

]

︸ ︷︷ ︸
rotación

[
x1

y1

]
+

[
Ax

Ay

]

︸ ︷︷ ︸
traslación

(D.7a)

[
X2

Y2

]
=

[
cos(θ2) − sin(θ2)

sin(θ2) cos(θ2)

]

︸ ︷︷ ︸
rotación

[
x2

y2

]
+

[
Cx

Cy

]

︸ ︷︷ ︸
traslación

(D.7b)

El punto P es la intersección de ambas curvas, luego se halla imponiendo:

[
X1

Y1

]
=

[
X2

Y2

]
(D.8)
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Teniendo en cuenta ahora la ecuación (D.2) y la correspondiente para la
segunda cúbica (la que une C con D), la igualdad (D.8) se desarrolla en las
siguientes dos ecuaciones:

cos(θ1)x1 − sin(θ1)(α11x
3
1 + α12x

2
1) + Ax =

cos(θ2)x2 − sin(θ2)(α21x
3
2 + α22x

2
1) + Cx (D.9a)

sin(θ1)x1 + cos(θ1)(α11x
3
1 + α12x

2
1) + Ay =

sin(θ2)x2 + cos(θ2)(α21x
3
2 + α22x

2
1) + Cy (D.9b)

Las ecuaciones (D.9) forman un sistema no lineal de dos ecuaciones con
dos incógnitas (x1, x2). Para resolverlo se ha utilizado el método de Newton-
Raphson, el cual se ha comprobado que converge en 3 ó 4 iteraciones como
mucho si se empieza a iterar por el punto medio, esto es: x1 = 0.5bx y x2 =
0.5dx.

Asimismo, el programa se ha diseñado para que los lados de las regiones
puedan ser rectos, arcos de circunferencia ó incluso también curvas cúbicas
(para definir los ángulos deseados). Como ejemplo del mallado que resulta de
la figura D.1, se muestra éste dividido en 7x6 elementos en la figura D.2.

Figura D.2: Mallado de la región en 7x6 elementos.

Todas las regiones son malladas localmente y luego son ensambladas para
formar una única malla de todo el dominio.

Extensión a 3D con hexaedros

Para geometŕıas como las arterias la idea es obtener la malla de hexaedros
mediante la extrusión de una malla 2D a lo largo de una directriz.

Con el fin de racionalizar el proceso se ha hecho un módulo básico en el
que la directriz es una curva cúbica en 3D. Por tanto, para usarlo en una
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directriz de una arteria real lo que se hace es ajustar dicha directriz a una
sucesión de cúbicas. La ventaja de la cúbica respecto a una recta es que
podemos dar continuidad a las tangentes.

La idea básica es tomar una sección circular 2D mallada con cuadriláte-
ros y mediante una sucesión de operaciones geométricas transformarla en la
sección transversal de un punto de la directriz.

Expresión de la directriz cúbica

La cúbica se escribe de forma paramétrica y en ejes globales como:

X = a0 + a1t+ a2t
2 + a3t

3 (D.10a)

Y = b0 + b1t+ b2t
2 + b3t

3 (D.10b)

Z = c0 + c1t+ c2t
2 + c3t

3 (D.10c)

donde t es el parámetro y ai, bi, ci son coeficientes a determinar. Las condi-
ciones son que la curva ha de pasar por los puntos A y B con tangentes vA

y vB respectivamente. Aparte de esas condiciones hay que fijar también el
valor del parámetro t en los puntos A y B, esto es, tA y tB.

Lo más cómodo es exigir que para t = 0 la curva pase por el punto inicial
A, esto es, tA = 0. En cuanto al punto final hay infinitas posibilidades del
parámetro t. Hay que tener en cuenta que si tB se elige muy grande la curva
hace muchos giros antes de llegar a B. Lo que se ha hecho es elegir tB = |AB|,
siendo |AB| la distancia entre A y B. Esto se hace para que el parámetro t
coincida con la distancia para los casos en que la curva sea una ĺınea recta.

Y
X

Z

Ejes globales vA

vB

O

A

tA = 0

B

tB = |AB|

Figura D.3: Directriz cúbica 3D. Puntos y tangentes.

Una vez hecho esto, los coeficientes son fáciles de obtener. Para t = 0 se
tiene que ha de pasar por el punto A, luego:

a0 = Ax b0 = Ay c0 = Az (D.11)
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y también para t = 0 la tangente es vA, luego derivando las expresiones
(D.10) respecto t y particularizando en t = 0 se obtiene:

a1 = vAx b1 = vAy c1 = vAz (D.12)

con lo que hemos obtenido ya 6 de los 12 coeficientes incógnita.
Ahora el punto B. Para t = tB ha de pasar por dicho punto, de lo que

resultan las condiciones:

Bx = a0 + a1tB + a2t
2
B + a3t

3
B (D.13a)

By = b0 + b1tB + b2t
2
B + b3t

3
B (D.13b)

Bz = c0 + c1tB + c2t
2
B + c3t

3
B (D.13c)

y la tangente en B es vB, por lo que se tiene:

vBx = a1 + 2a2tB + 3a3t
2
B (D.14a)

vBy = b1 + 2b2tB + 3b3t
2
B (D.14b)

vBz = c1 + 2c2tB + 3c3t
2
B (D.14c)

obteniendo 3 condiciones más.
Con las 6 ecuaciones obtenidas (fijarse que son lineales) en (D.13) y (D.14)

se despejan los 6 parámetros que quedan (a2, a3, b2, b3, c2, c3). Por ejemplo, de
(D.13a) y (D.14a) se obtiene a2 y a3. De forma similar se hace con los otros
dos pares de ecuaciones.

Esto se hace con cada una de las cúbicas en que se ha dividido la directriz
real de la arteria. Como podemos imponer tangentes se logra una continuidad
suave cuando ensamblamos las sucesivas cúbicas.

Transformación de la sección transversal

Ahora queda definir cómo se construyen las secciones transversales a la
directriz. En la figura D.4 se ha dibujado en azul la parte del lumen y en
marrón la parte de la pared.

Se parte de una malla construida en el plano con el mallador 2D y se
hacen las siguientes transformaciones:

1. Una homotecia para ajustar el diámetro y el espesor a los datos reales.
Esta homotecia puede ser no homogénea y depender de la dirección
para aśı ajustarse mejor a la sección real.

2. Una rotación tridimensional para orientar la normal a la sección en la
dirección de la directriz en cada punto. Para esta operación lo más
cómodo es utilizar la expresión de la matriz de rotación de Euler-
Rodrigues:

R = cos θI + (1− cos θ)n⊗ n + sin θH (D.15)
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Y

Z

X

Y

X

Ejes globales

O

A

B

Transformación

Mallador 2D

Figura D.4: Colocación de la sección transversal sobre la directriz.

donde θ es el ángulo girado, n el vector unitario en la dirección del
eje de rotación y H es la matriz hemisimétrica asociada al producto
vectorial n∧.

3. Una traslación para colocar el centro de la sección en el punto de la
directriz.

Una vez hechas unas cuantas transformaciones, dependiendo de cuántos
elementos en la dirección de la directriz se quieran, se define fácilmente la
conectividad de los hexaedros mediante la unión de secciones sucesivas.

En la figura D.5 se observa cómo quedaŕıa finalmente la malla para una
arteria sana.

Figura D.5: Malla de hexaedros de una arteria sana hecha con el presente
mallador.

También se ha elaborado una variante del mallador para poder obte-
ner mallas de bifurcaciones también paramétricamente a partir de las dos
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directrices. Cabe decir que el algoritmo se complica bastante para poder pa-
rametrizar la zona de unión de la bifurcación. En la figura D.6 se muestra un
ejemplo de bifurcación utilizando una malla con un total de 5776 elementos
entre fluido y sólido.

Figura D.6: Malla de hexaedros de una bifurcación hecha con el presente
mallador.

El software desarrollado para este mallador, tanto el 2D con cuadriláteros
como estos últimos en 3D se dejará en una página web 1. El mallador 3D será
útil porque permite obtener mallas de hexaedros automáticamente a partir
de los datos cĺınicos con las técnicas usuales de angiograf́ıa e IVUS.

1http://w3.mecanica.upm.es/vfran



Apéndice E

Cálculo del perfil parabólico 3D
de velocidades

Objetivo

Se trata de hallar un perfil de velocidades u(x) que integrado en la su-
perficie de entrada de la arteria Γ sea igual a un caudal Q:

∫

Γ

u(x) · dΓ ≈ Q (E.1)

siendo dΓ el vector diferencial de superficie.
El criterio elegido para calcular el perfil de velocidades es que sea una

aproximación al flujo de Poiseuille, siendo esta aproximación exacta para el
caso de sección circular.

Los datos disponibles son un conjunto de puntos no coplanarios en general
en el extremo inicial de la geometŕıa real, representando éstos la sección de
entrada.

Descripción del método utilizado

La idea es trasladar el problema inicial 3D a un problema en el plano.
Para ello se ajusta un plano por mı́nimos cuadrados y se proyecta la superficie
Γ inicial al plano, creando la superficie proyectada Γp. Se mide el área por
un método aproximado y se utiliza la fórmula para hallar el volumen del
paraboloide, que es:

V =
1

2
Af

siendo V el volumen, A el área y f la flecha (distancia vertical desde el vértice
a la base) del paraboloide, como se muestra en la figura E.1.

Por tanto, la aproximación que se hace es:

Q =
1

2
Spvpunta (E.2)
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V

f

A

Figura E.1: Paraboloide de referencia.

siendo Sp el área de la superficie proyectada al plano Γp y vpunta la velocidad
máxima, que es la del punto central de dicha superficie. La correspondencia
seŕıa:

V ←→ Q

A←→ Sp

f ←→ vpunta

De (E.2) se obtiene:

vpunta =
2Q

Sp

(E.3)

El punto Pc al que se asocia la velocidad punta es un nodo representativo
del centro de Γp, calculado con el criterio de máxima distancia al peŕımetro
de Γp.

Por último, para calcular la velocidad en los puntos restantes Pi de Γp

se supone una parábola con valor nulo en el peŕımetro, vértice en el centro
(punto Pc) y contenida en un plano perpendicular a Γp que pase por el centro
y dicho punto Pi.

Desarrollo del algoritmo

Ajuste de un plano por mı́nimos cuadrados

Dados un conjunto de puntos Pij, donde i representa el punto (i =
1, 2, ..., n), siendo n el número de puntos de la superficie y j la coordena-
da (j = 1, 2, 3), se quiere ajustar un plano escrito en su forma canónica:

β1x1 + β2x2 + β3x3 = 1 (E.4)

Para ello se calcula la siguiente suma:

σ2 =
n∑

i=1

( 3∑
j=1

βjPij − 1
)2

(E.5)



Apéndice E. Cálculo del perfil parabólico 3D de velocidades 227

que representa la suma de las desviaciones cuadráticas de todos los puntos
respecto al cumplimiento de la ecuación del plano.

Observación E.0.3 Un plano escrito en la forma (E.4) no puede pasar por
el origen de coordenadas. Si el plano buscado pasara por el origen, lo que
se hace es una traslación de los puntos Pij y por tanto también el plano se
traslada.

Para hacer mı́nima la suma de (E.5), se calculan las derivadas parciales
respecto βk y se iguala a cero, obteniendo las ecuaciones siguientes:

∂σ2

∂βk

=
n∑

i=1

( 3∑
j=1

βjPij

)
Pik −

n∑
i=1

Pik = 0 k = 1, 2, 3 (E.6)

que son tres ecuaciones lineales con tres incógnitas β1, β2, β3.

Proyección de los puntos al plano

Primero se obtiene el vector normal unitario n al plano calculado ante-
riormente. Como la ecuación del plano está en su forma canónica (E.4), dicho
vector es:

nj =
−βj√

β2
1 + β2

2 + β2
3

j = 1, 2, 3 (E.7)

donde el signo menos es debido a que en las geometŕıas que se han usado el
flujo se aleja del origen en el sentido positivo del eje z, por lo que el vector
normal a Γp es el opuesto.

La distancia δi de cada punto al plano se calcula sumando al punto Pi

un número de veces el vector n, y obligando al punto resultante a cumplir la
ecuación del plano (E.4).

δi =
1−∑3

j=1 Pijnj∑3
j=1 βjnj

i = 1, 2, ..., n (E.8)

donde δi puede ser positivo o negativo, aunque es irrelevante.
El punto proyectado será:

pij = Pij + δinj (E.9)

donde ahora se señalan con minúscula p los nodos ya proyectados.

Cálculo del punto central

Para calcular el punto central, se calcula primero la distancia mı́nima de
cada punto al peŕımetro, la cual se denota por di,mı́n.

Una vez obtenidas dichas distancias, se calcula el máximo de dichas dis-
tancias según:

d = máx
i
{di,mı́n} (E.10)

El punto cuya distancia es d se define como el punto central pc.
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Cálculo del área

El cálculo del área de la superficie Γp se hace utilizando la fórmula de
Herón, la cual calcula el área de un triángulo a partir de la longitud de sus
tres lados.

St =
√
s(s− l1)(s− l2)(s− l3) (E.11)

donde s es el semipeŕımetro del triángulo y l1, l2 y l3 los lados de dicho
triángulo.

Por lo tanto, se une el punto central pc con todos los demás puntos del
peŕımetro, formando triángulos (ver figura E.2) y calculando el área con la
fórmula (E.11). El área de Γp será la suma de todas ellas, esto es:

Sp =
Nt∑
t=1

St (E.12)

donde Nt es el número total de triángulos contenidos en Γp.

S1

S2

S3

Si

SNt

Figura E.2: Superficie Γp particionada en triángulos.

Cálculo del perfil de velocidades

Finalmente, se calcula la velocidad asociada a cada punto.
El primer paso es calcular la velocidad en el nodo central pc, para lo cual

se usa la fórmula (E.3).
Para calcular la velocidad en el resto de los nodos pi, se supone una

parábola con vértice en el centro pc y valor nulo en el peŕımetro, pasando por
dicho nodo pi

vi = vpunta

(
1− r2

i

l2

)
(E.13)
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siendo ri la distancia del punto pi al peŕımetro y vi el módulo de la velocidad
del punto pi, como se muestra en la figura E.3.

pc pi

vi

vpunta

ri

l

Figura E.3: Parábola que aproxima el perfil de velocidades.

Finalmente, se le asocia el vector velocidad a cada punto de la superficie
tridimensional original Γ.

Pi −→ vi = vin

En la figura E.4 se muestra un ejemplo en el que se ha aplicado el algo-
ritmo descrito a una sección no circular.

Figura E.4: Ejemplo del perfil de velocidades calculado en una sección no
circular.
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Índice alfabético
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