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Resumen

La biomecdanica aplica las leyes de la mecéanica a los seres vivos y en par-
ticular la hemodinamica estudia el movimiento de la sangre en el sistema
cardiovascular. Una parte de las principales arterias son elasticas e interac-
cionan con el flujo sanguineo, por lo que es mas realista tratar de forma
acoplada ambos fenémenos.

En esta tesis se desarrolla un modelo de fluido newtoniano incompresible
que simula la sangre y un modelo de sélido hiperelastico incompresible para la
pared arterial, obteniéndose los parametros constitutivos de este tltimo con
datos experimentales. Las ecuaciones se resuelven numéricamente mediante el
método de los elementos finitos con un tratamiento especifico de la condicién
de incompresibilidad.

La interaccién fluido-sélido se plantea con un método particionado con
acoplamiento fuerte en el que se utiliza la formulaciéon ALE para tener en
cuenta el movimiento de los contornos del fluido.

El modelo de interaccién se aplica a arterias coronarias con geometria
real cuyas mallas de hexaedros se generan automdaticamente a partir de la
directriz y didmetros de las arterias. Para simular la condicién de contorno
absorbente en el extremo final se desarrolla un modelo unidimensional de
interaccién, el cual se acopla al modelo tridimensional en dicho extremo. El
modelo final propuesto tiene por tanto doble acoplamiento.

Palabras clave: hemodinamica, interaccion fluido-estructura, modelos aco-
plados, fluido newtoniano, hiperelasticidad, método de los elementos finitos,
generacion de mallas.






Abstract

The objective of biomechanics is to apply the laws of mechanics to living
beings. In particular haemodynamics study the blood motion in the cardio-
vascular system. A group of the principal arteries are elastic and interact
with the blood flow, so it’s more realistic to consider both phenomena in a
coupled way.

In this work an incompressible newtonian fluid model is developed to
simulate the blood and an incompressible hyperelastic solid model for the
arterial wall. The constitutive parameters of the solid are obtained from ex-
perimental data. The equations are solved numerically by using the finite
element method with a special treatment of the incompressibility condition.

Fluid-solid interaction is set through a partitioned method with strong
coupling where the ALE formulation is used to take into account the move-
ment of the fluid boundaries.

The interaction model is applied to coronary arteries with real geometry
whose meshes are generated automatically from the longitudinal profile and
diameters of the arteries. In order to simulate absorbent boundary conditions
at the outlet a one-dimensional interaction model is developed. This 1D model
is coupled to the three-dimensional model at the outlet, so the final model
consists in the interaction of two coupled systems.

Keywords: haemodynamics, fluid-structure interaction, coupled models, new-
tonian fluid, hyperelasticity, finite element method, mesh generation.
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Capitulo 1

Introduccién y Objetivos

1.1. Objetivos

El propésito principal de esta tesis doctoral es hacer un modelo tridimen-
sional de interaccién del flujo sanguineo con la pared arterial y aplicarlo a
geometrias realistas.

Dicho modelo tiene en cuenta caracteristicas constitutivas realistas tanto
del fluido sangre como del material biolégico de la pared arterial, este tltimo
justificado con ensayos experimentales.

Ademas, el modelo es local, representando una parte del sistema arterial,
obteniendo informacién sobre los campos de velocidades y tensiones en tres
dimensiones.

Como se comentara en la seccién 1.3.2 solamente la arteria aorta y las
arterias principales de mayor didmetro (por ejemplo las carétidas y las iliacas)
son elasticas, luego la aplicacion del modelo es para este conjunto de arterias.

Siendo este el objetivo, el trabajo se plantea en dos componentes: una
componente cientifica, al tratar de hacer un modelo realista del flujo sangui-
neo, y una componente numeérica, al utilizar técnicas numéricas para resolver
los modelos matematicos.

1.2. Contenido del trabajo

La tesis se organiza de la siguiente manera:

En este primer capitulo se hace una introduccién a la biomecéanica y se
muestra una de las aplicaciones més importantes de las simulaciones en este
campo.

Los capitulos 2 y 3 se dedican a desarrollar modelos constitutivos para
biomecénica.

En el capitulo 2 se pretende desarrollar, implementar y validar la for-
mulacién para el movimiento del fluido sangre, ya que en las librerias del
codigo de elementos finitos utilizado FEAP no habia ningin elemento para el
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fluido. Primero se describe la sangre desde el punto de vista de los fluidos
y se desarrollan las ecuaciones de su movimiento como fluido newtoniano e
incompresible, que son las ecuaciones de Navier-Stokes. A continuacion se
comentan y resuelven dos problemas numéricos: la oscilacién de las presiones
en el elemento Q1/P0, para la que se propone el método de penalizacién, y la
inestabilidad de las velocidades debido al término convectivo, para lo cual se
anade el término SUPG en la formulacién. Las ecuaciones se resuelven por el
Método de los Elementos Finitos (de aqui en adelante MEF'). Para la valida-
cién, se emplean los problemas clasicos flujo confinado en una cavidady flujo
sobre un escalon inverso, el flujo de Womersley y el problema de un flujo
rodeando un cilindro, donde se desarrollan los torbellinos de Von Karman.

El capitulo 3 tiene por objetivo validar las ecuaciones de movimiento de la
pared arterial y calibrar los parametros de dos modelos hiperelésticos isétro-
pos mediante curvas de ensayos experimentales que nos han sido proporcio-
nadas. Se describe la pared como sélido y se desarrolla la formulacién de los
materiales hiperelasticos. Dentro de éstos, se particulariza para los modelos
isotropos de Ogden y neohookeano, mientras que los modelos anisétropos se
comentan sucintamente. Los modelos utilizados ya estan implementados en
el cédigo FEAP y la validacion se lleva a cabo con dos ejemplos con solucién
analitica: un cilindro y una esfera sometidos a presién interna, tanto con ma-
terial de Ogden como con material neohookeano, en los cuales se utilizan los
parametros realistas obtenidos de los ensayos.

En los capitulos 4 y 5 se desarrollan y analizan los modelos de interaccion.

En el capitulo 4 se hace un estudio general de los métodos de interaccion,
asi como una clasificacion de éstos. A continuacién se explica detalladamen-
te la formulacion ALE (Arbitrary Lagrangian-FEulerian) para un fluido cuyo
contorno es mévil. Dicha formulacién es implementada en FEAP. Se valida la
formulacién ALE con un ejemplo donde se impone un movimiento sinusoidal
predefinido a un tramo de tubo. Posteriormente se explica méas profundamen-
te el método implicito de Block-Gauss-Seidel, que es el que se ha empleado, y
se detalla el algoritmo del programa que se ha disenado para implementarlo,
al que se ha llamado inter3D. La validacion del método de interaccién se
hace con dos ejemplos: en el primero, una onda de presién se transmite en
un tubo flexible; el segundo es el flujo confinado en una cavidad tanto en dos
como en tres dimensiones y con la pared inferior flexible.

El capitulo 5 se concentra en las particularidades de la interaccion flujo
sanguineo-pared arterial. Se plantea un modelo simplificado unidimensional
pero con esquema de solucién monolitico para la interaccion, se programa
como un codigo separado y se valida con un ejemplo en el que se transmi-
te una semionda de presién. Se estudia el problema de las condiciones de
contorno tanto para el fluido como para la pared arterial, y se propone una
forma de imponer dichas condiciones en el extremo final de un modelo tridi-
mensional de arteria mediante el acoplamiento con el modelo unidimensional
anterior. A este programa de interaccién entre los modelos 3D-1D se le lla-
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ma interbio, el cual se valida con un ejemplo en el que la onda de presion
del modelo tridimensional abandona el dominio al llegar al extremo final. La
forma de resolver este modelo de acoplamiento 3D-1D es una de las aporta-
ciones originales de la tesis, ya que se consigue la convergencia en muy pocas
iteraciones.

En el capitulo 6 se muestran ejemplos de geometrias realistas. Se explica
el software desarrollado para el pre-proceso, con el que se generan automati-
camente tramos de arterias con o sin bifurcaciones y para el post-proceso, con
el que se obtienen animaciones de las trayectorias de las particulas, lineas de
corriente y la tension tangencial sobre la pared como cosas destacadas. Se
analiza el flujo en la arteria coronaria izquierda. Las geometrias disponibles
son de la bifurcacién de ésta en la arteria descendente y la circunfleja asi
como de la arteria descendente a la altura de su llegada al surco interauricu-
lar. Para esta ultima se analiza un caso en el que la arteria esta sana y otro
con una placa de ateroma con un grado importante de desarrollo. Para estos
modelos se impone un pulso de presion para observar la propagaciéon de éste.
Para obtener los valores de la tension tangencial durante un ciclo cardiaco
completo y lineas de corriente se impone un caudal fisiologico a la entrada.
La simulacién de la transmision de un pulso de presién con condiciones de
contorno absorbentes en geometrias realistas es también una aportacién de
la tesis.

Finalmente, se expone un pequeno resumen, las conclusiones, aportacio-
nes y se proponen algunas lineas de investigacién en este campo.

1.3. Introduccién y motivacion

1.3.1. La ciencia biomecanica

La presente tesis doctoral estd dentro del campo de la biomecénica !.
El objetivo de esta rama de la ciencia es utilizar el conocimiento de las le-
yes mecéanicas y herramientas matematicas para elaborar modelos realistas
del comportamiento de estructuras bioldgicas. Por ejemplo: el desarrollo de
estructuras 6seas o fibras musculares, el estudio del flujo sanguineo, el flu-
jo pulmonar, o el anélisis de los distintos érganos de un ser vivo (corazoén,
pulmones, etc...).

Una primera caracteristica de la biomecanica es que es una ciencia mul-
tidisciplinar (biologia + mecdnica). En nuestro caso la colaboracién entre
ambas disciplinas consiste en que la biologia aporte tanto el estudio de los
fenémenos vitales como la vertiente experimental y la mecédnica la vertiente
teorica y los modelos matematicos y métodos de solucion.

La experimentacion biolégica es necesaria por dos motivos: aportar valores

!Segtin la definicién de la Real Academia de la Lengua Espaiiola: Ciencia que estudia
la aplicacién de las leyes de la mecanica a las estructuras y los 6rganos de los seres vivos.
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realistas a los parametros con significado fisico de los modelos tedricos y
calibrar el resto de los parametros de dichos modelos.

Los modelos matematicos de la mecanica permiten hacer simulaciones
y a partir de éstas se pueden hacer predicciones sobre el estado futuro del
elemento que estamos estudiando.

Los primeros estudios de biomecanica en el sentido cientifico se atribu-
yen a Aristételes (384-322 a.C.), en su obra De Motu Animalium (Sobre el
movimiento de los animales). Después de la época de la Grecia cldsica, no
fue hasta el Renacimiento cuando diversos autores retomaron este campo
con estudios experimentales y teorias cualitativas. Hoy en dia, gracias a la
potencia de calculo de los computadores, una de las lineas mas interesantes
de la biomecanica es la elaboracién de modelos matematicos mas complejos
a la vez que mas realistas, resolviendo dichos modelos numéricamente por
medios computacionales.

1.3.2. La hemodinamica

La hemodinamica es la rama de la biomecanica que tiene por objetivo
estudiar el flujo sanguineo. Este estudio no se focaliza tinicamente en el mo-
vimiento de la sangre, como obtener los campos de velocidad y presion, sino
también en las fuerzas que genera dicho flujo en los elementos sobre los que
interactia, como los vasos sanguineos o el corazon.

Descripcién del sistema cardiovascular

El sistema cardiovascular estd formado por el corazén y los vasos san-
guineos. La funcién de éste es dar un suministro continuo de nutrientes y
oxigeno a todos los érganos y tejidos del cuerpo. El como conseguir un flujo
continuo se explicard en el apartado siguiente.

Hay dos tipos de circulacion, que se corresponden con dos trayectorias
distintas a través de dos sistemas de vasos independientes (ver figura 1.1):

a) La circulacion sistémica, que es la que parte del corazén (del ventriculo
izquierdo) con sangre limpia con oxigeno, y a través de arterias, arteriolas
y capilares llega a todos los tejidos para realizar el suministro. Después
regresa por las venas hasta el corazon, entrando en éste por la auricula
derecha.

b) La circulacion pulmonar, que se encarga de eliminar los gases de desecho,
como el diéxido de carbono, y tomar nuevo oxigeno. Parte del ventriculo
derecho del corazon, y lleva la sangre empobrecida de oxigeno a los pul-
mones, donde se realiza el intercambio de gases. Posteriormente la sangre,
ya enriquecida con oxigeno, vuelve al corazon entrando por la auricula
izquierda.
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Figura 1.1: Sistema cardiovascular. Circulacion sistémica y pulmonar.

La trayectoria de la circulacion sistémica es mucho mas larga y estda mucho
mas ramificada que la pulmonar. Por ello, las presiones necesarias para cada
una de ellas son diferentes, siendo mayores en la sistémica. En condiciones
normales, la presién sistolica puede ser de unos 120 mm Hg.

Observacién. En este trabajo, cuando se hable de valor normal de algin
parametro fisiologico nos referiremos al valor medio de una poblacion, ya
que las particularidades de cada persona hace que ésta tenga unos valores
normales propios.

En el cuadro 1.1 se muestra el niimero y las caracteristicas principales de
los vasos (MAZUMDAR [1992]), donde destaca el elevado ntimero de capilares.
Teniendo en cuenta esto, ya se adelanta que no es viable hacer un modelo
integral del sistema completo teniendo en cuenta cada uno de los vasos al
detalle.

El caudal en condiciones normales puede ser de unos 5 1/min, aunque
en situaciones de méaximo esfuerzo puede llegar a los 35 1/min. La velocidad
de la sangre es mixima en la arteria aorta (sobre los 48 c¢cm/s, también en
condiciones normales), y va disminuyendo en los vasos posteriores a pesar del
menor didmetro de éstos. Esto es debido a que el nimero de ramificaciones
hace que el caudal que le corresponde a cada vaso decrezca mas rapidamente
que el area de dicho vaso.

Observacién. FEl valor del caudal en reposo de 5000 ml/min se ha calculado
suponiendo 72 latidos/min y un volumen bombeado en cada latido de 70 ml.
Esto es, 72 - 70 ~ 5000 ml/min =5 [/min.
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Vaso Numero Didmetro Area Espesor de la Velocidad*
(cm) (cm?)  pared (cm) (cm/s)
Aorta 1 2.5 4.5 0.2 48
Arterias 159 0.4 20 0.1 45
Arteriolas  5.7-10"  5-107% 400 21073 5
Capilares  1.6:101°  8-107* 4500 1-107* 0.1
Vénulas 1.3-10° 2.1073 4000 21074 0.2
Venas 200 0.5 40 0.05 10
Vena cava 1 3 18 0.15 38

* Valores medios

Cuadro 1.1: Caracteristicas del sistema vascular.

A la hora de describir el sistema vascular es importante resaltar que el
numero de capilares abiertos no es siempre el mismo. Hay que tener en cuenta
que la demanda de sangre de un miusculo o un érgano depende del esfuerzo
que esté desarrollando y por tanto de la energia que tenga que aportar. Por
tanto, cuando un 6rgano estd en situacion de trabajo elevado muchos de los
capilares que en situacion normal estaban cerrados ahora se abren para que
circule también sangre por ellos (FARRERAS Y ROzZMAN [1995]). Esto hace
que, de forma rigurosa, no sea correcto hablar de una tnica red de vasos
sanguineos por la que circula la sangre, sino de una red de vasos asociada a
cada situacion de actividad.

Ahora bien, este fendmeno afecta solamente a los capilares, y como los
capilares se modelizan normalmente en su comportamiento global conjunto y
no se repara en las particularidades de cada uno singularmente, la estrategia
para hacer el modelo del sistema cardiovascular no se ve afectada.

Observacién. FEste fenomeno de utilizar un nimero variable de capilares
sequn la necesidad es una forma inteligente del cuerpo humano de poder in-
crementar el caudal sin tener que elevar demasiado la presion. Al aumentar
el numero de capilares funcionales aumenta el drea total de éstos, por lo que
disminuye la resistencia y aumenta el caudal para un mismo gradiente de
PTeSLon.

La estructura de la pared de la aorta y arterias con un diametro mayor es
distinta a la de los vasos posteriores, esto es, arterias de pequeno diametro y
arteriolas. En la aorta y arterias principales la capa elastica es mayor y la capa
formada por fibras musculares es menor, proporcionando unas caracteristicas
elasticas importantes. En cambio, en las arterias menores y arteriolas, la capa
con las fibras musculares es mayor y la capa elastica menor, siendo por lo
tanto més rigidas (FARRERAS Y ROzZMAN [1995]). De aqui se concluye que
los modelos de interaccion flujo sanguineo-pared arterial han de disenarse
exclusivamente para la arteria aorta y unas cuantas decenas de las arterias
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principales. Para el resto de los vasos, los modelos de interaccién desarrollados
en esta tesis no serian realistas.

El que la pared de las arterias mas pequenas y arteriolas no tengan una
naturaleza eminentemente elastica no quiere decir que no se deformen. Las
fibras musculares responden a estimulos nerviosos, contrayéndose y asi dismi-
nuyendo la luz del vaso. Posteriormente se relajan de nuevo y la luz recupera
su forma original. Este mecanismo es necesario para regular el caudal y pre-
sién en el sistema cardiovascular. Lo interesante de este fendémeno es que
ahora la pared arterial interacciona con el sistema nervioso en vez de inter-
accionar con el flujo sanguineo. En la figura 1.2 se muestra un esquema de
cémo interaccionan las distintas partes del sistema cardiovascular entre si y
con el sistema nervioso. En dicha figura se observa que el corazén también
interacciona con el sistema nervioso. Esta interaccion se produce a través de
las fibras musculares en sus paredes, las cuales reciben los impulsos nerviosos.

Objeto de este trabajo

Flujo
sanguineo

Arterias elasticas:
- Aorta
- Arterias principales

ovimiento
de la pared
arterial

Arterias musculares:
- Arteriolas

Sistema - Capilares

nervioso

Figura 1.2: Interaccion del sistema cardiovascular y el sistema nervioso.

Teorias sobre hemodinamica

En el siglo XVIII se establecieron dos corrientes tedricas distintas que
intentaban dar una explicacién al movimiento de la sangre (MILNOR [1989)]).

La primera de ellas, llamada teoria de Windkessel 2, tiene en cuenta la
elasticidad de las arterias. Segin esta teoria, el corazén impulsa un volumen
de sangre durante la sistole, pero parte de ese volumen se queda almacenado
en las arterias debido a que la presion produce una extension radial en éstas.

2Windkessel significa «cédmara de compresién» en aleman.
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Esto es, las arterias, al ser flexibles se deforman aumentando el didmetro.
Posteriormente, durante la didstole el corazéon no bombea sangre, luego en
principio se cortaria el flujo sanguineo. Pero lo que sucede es que la sangre
antes almacenada en las arterias es ahora impulsada por éstas. Las arterias
se contraen, empleando la energia elastica almacenada durante la sistole en
impulsar la sangre, favoreciendo asi la continuidad del flujo.

Veamos el siguiente ejemplo: supongamos una persona en condiciones nor-
males, con un ritmo cardfaco de 72 latidos/minuto y un caudal de 5000 ml/min.
Por simplificar, se supone que durante la sistole el caudal bombeado tiene
forma sinusoidal y que durante la didstole no se bombea ningin caudal.

400 \
Caudal bombeado
Caudal almacenado
Caudal regulado

300

ol /) \ [\

AN AR

/
/R A
v g

0 0.5

caudal (ml/s)

1.5 2 2.5

tiempo (s)

Figura 1.3: Teoria de Windkessel. Flujos bombeado, almacenado y requlado.

Si las arterias fueran rigidas, el resultado serfa un flujo discontinuo e
intermitente, como se muestra en la curva azul de la figura 1.3 (caudal bom-
beado). Ahora bien, si se supone que las arterias son flexibles, como ocurre
en realidad, éstas se agrandan durante el incremento de presion de la sistole,
almacenando parte del caudal. Después, en la diastole, ese caudal almace-
nado es liberado, reflejdndose en valores negativos de la curva roja (caudal
almacenado) de la misma figura.

Finalmente, la curva verde (caudal regulado) es el resultado de este me-
canismo, donde se ve que el flujo es continuo y bastante uniforme.

En la figura 1.4 se muestra el volumen total de cada uno de los flujos
anteriores, esto es, dichos flujos integrados en el tiempo. Se puede apreciar
c6mo el flujo almacenado (curva roja) suaviza la curva original de bombeo del
corazon (curva azul) dando como resultado el flujo regulado (curva verde).

En definitiva la elasticidad de las arterias actiia como un regulador del
flujo. De hecho, dicha elasticidad es la que origina el objeto de esta tesis, al
tener que determinarse el movimiento de las paredes arteriales conjuntamente
con el movimiento del fluido sangre, ya que ambos interactiian entre si.
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Figura 1.4: Teoria de Windkessel. Suavizado del flujo sanguineo.

La segunda de las teorias hace hincapié en los mecanismos que facilitan el
movimiento del flujo longitudinalmente asi como la transmision de la presion,
ya que la anterior teoria asume que la velocidad de transmision es infinita. En
cambio, esta segunda linea expone que la velocidad de transmision de la onda
de presién es finita, asi como también es finita la velocidad del flujo. Este
planteamiento es mas realista, siendo el camino a seguir si se quiere hacer
un modelo mas afinado del flujo sanguineo, teniendo en cuenta las diferentes
propiedades mecénicas de los vasos.

En realidad, la teoria de Windkessel es una simplificacion adecuada para
obtener un modelo global sencillo del sistema cardiovascular. Pero si se buscan
resultados mas detallados y locales, es mas apropiada la segunda teoria.

Modelos matematicos en hemodinamica

La irrupcién de la aplicacién de las matematicas para representar feno-
menos fisicos también llegé a la hemodinamica. Ello supuso un cambio de
perspectiva, pasando de descripciones y explicaciones cualitativas del siste-
ma cardiovascular (como la teorfa de Windkessel) a una cuantificacién del
comportamiento de éste mediante ecuaciones matematicas. A continuacién
se da una vision historica de esta evolucion, y posteriormente se detalla el
estado actual, mas enfocado en modelos computacionales especificos de in-
teraccion flujo sanguineo-pared arterial.

Unas pinceladas histéricas

» Siglo IV A.C. Aristoteles describié la comunicacion del corazén con los
vasos sanguineos, aunque no identificé la circulacion de la sangre.
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Siglo IIT A.C. Praxdgoras distingui6 las funciones de venas y arterias,
observando que las arterias impulsaban sangre y las venas no.

Finales del siglo II. El griego Galeno propuso que se propagaban los
pulsos de presién originados en el corazon a través de la red arterial.

Principios del siglo XVII. El inglés William Harvey, mediante unos es-
tudios donde midi6 el caudal de sangre que pasa por las venas, concluyé
que el flujo sanguineo es unidireccional y la sangre recircula continua-
mente.

Mediados del siglo XVII. Malpighi y van Leeuwenhoek descubrieron
la existencia de capilares que unian venas con arterias, demostrando
definitivamente que el sistema circulatorio es cerrado y el flujo unidi-
reccional.

Principios del siglo XVIII. Stephen Hales realizé las primeras medidas
de la presion sanguinea en animales vivos, observando que era pulsa-
til. Inici6 el estudio de la hemodinamica, buscando explicacion a las
fuerzas que hacian que la presion se transmitiera a través de los vasos
sanguineos.

Siglo XVIII. Se dilucidé que el sistema circulatorio tiene las propiedades
de almacenar energia debido a la elasticidad de las paredes arteriales,
y de disipar energia debido al comportamiento viscoso de la sangre
(resistencia al avance).

Siglo XIX. El francés Poiseuille establecié la Ley que lleva su nombre:

Apg*
I

Q=K

donde () es el caudal, K la constante que explica la resistencia, Ap la
diferencia de presiones, ¢ el diametro y L la longitud del tubo.

Ademas, dedujo la ley parabdlica de la distribucién de velocidades en
la seccidn.

Moens determiné empiricamente la velocidad de transmision de una
onda de presién en un tubo elastico de pared delgada con fluido incom-
presible y no viscoso:

Eh
c=4]—
Ps®
donde c es la velocidad de la onda, £ el médulo de Young de la pared
del tubo, h el espesor, p; la densidad del fluido y ¢ el didmetro del
tubo.
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= Principios del siglo XX. Se establecen los modelos de Windkessel, donde
la aorta se concibe como un tubo eldstico con capacidad de almacenar
fluido. Asi, en el extremo del corazon el fluido es introducido de forma
intermitente, mientras que en el otro extremo el fluido sale de una forma
aproximadamente constante. El sistema circulatorio es concebido como
un embalse elastico donde el corazén bombea sangre y desde el cual una
red de conductos no elasticos salen para regar el cuerpo. La resistencia
al flujo vendria dada por la Ley de Poiseuille. Se elaboran modelos
matematicos que simulen esta teoria.

s Siglo XX. Womersley, a mediados de los anos 50, considerando sola-
mente los términos lineales de la ecuacién de Navier-Stokes y el tubo
rigido, escribidé una ecuacién que predice el flujo sometido a una funcion
sinusoidal de presion. Posteriormente, se resolvié para pared elastica y
con nuevas condiciones para hacerlo mas realista.

Estado del arte en modelos de interaccion

El planteamiento y solucién de modelos matematicos del flujo sangui-
neo donde se tenga en cuenta la interaccién con la pared arterial flexible
es muy reciente. Esto es debido a que los modelos, por muy simplificados
que se quieran hacer, son lo suficientemente complejos para tener que usar
métodos numéricos para resolverlos. Leonhard Euler, en 1775 ya planteo las
ecuaciones con acoplamiento en un modelo unidimensional, aunque reconocio
la enorme dificultad de resolverlas. Para representar el sistema cardiovascu-
lar en su totalidad hay principalmente dos estrategias: la primera es hacer
un estudio global que represente el sistema completo, pero con modelos muy
simplificados 0D/1D (cero/unidimensionales) de la mayor parte de éste. La
segunda es inclinarse por un estudio local, con un modelo mas completo 3D
(tridimensional) de las arterias, pero en un tramo muy reducido del sistema.

A continuacion se exponen las principales lineas de investigacion actuales:

a) Se estdn desarrollando modelos unidimensionales donde se resuelve mo-
noliticamente el acoplamiento fluido-pared arterial (FORMAGGIA Y VE-
NEZIANI [2003], PEIRO Y SHERWIN [2003a]). En este modelo se asume
axilsimetria de todos los vasos y se utiliza para simular las arterias prin-
cipales con sus ramificaciones, pudiendo llegar a construirse un modelo
con todos los vasos sanguineos elasticos. La parte no eldstica del siste-
ma se simula con un modelo 0D mediante una analogia eléctrica, donde
el caudal se corresponde a la intensidad, la resistencia de los vasos a la
resistencia eléctrica y la presion sanguinea al potencial eléctrico. La ven-
taja de esta estrategia es la posibilidad de hacer modelos que abarquen
gran parte del sistema cardiovascular con un coste computacional bajo.
El inconveniente es que los resultados solamente reflejan los valores me-
dios de las variables en cada secciéon de un vaso; no se obtienen campos
tridimensionales ni de tensiones ni de velocidad.
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b)

Se han propuesto pocos modelos en régimen transitorio tridimensional.
Algunos de estos trabajos de interés son PERKTOLD ET AL. [1991],
PERKTOLD Y RAPPITSCH [1995] y STEINMAN ET AL. [1995], quienes
investigaron el flujo pulsatil en modelos tridimensionales de bifurcacio-
nes con geometria simplificada y sin tener en cuenta la interaccion. La
longitud de la arteria ha de ser pequena, ya que al tener una malla tri-
dimensional, rapidamente se alcanza un elevado nimero de grados de
libertad.

En los métodos de interaccion, casi todos los métodos utilizados son par-
ticionados, bien de acoplamiento explicito o implicito. Tienen la ventaja
de utilizar un solver para el fluido y otro solver diferente para el sélido
(FELIPPA ET AL. [2001], MOK Y WALL [2001]) por lo que pueden usar-
se codigos ya existentes. La forma de converger en cada paso de tiempo
es utilizar un algoritmo aplicando el teorema del punto fijo. En hemodi-
namica se ha demostrado que no funcionan bien los métodos explicitos,
también llamados staggered o de acoplamiento débil (TALLEC Y MOU-
RO [2001]). Esto es debido a que las densidades de la sangre y la pared
arterial son muy similares (el mayor componente en ambas es el agua)
y el efecto de la masa anadida cobra mucha importancia (GERBEAU Y
VIDRASCU [2003a]). Por ello se aplican métodos implicitos o de acopla-
miento fuerte. Se aplican varias estrategias para esto, como las iteraciones
de Block-Jacobi, las iteraciones de Block-Gauss-Seidel, ambas con un pa-
rametro de relajacion fijo (CODINA Y CERVERA [1996], NOBILE [2001]).
También se ha mejorado el algoritmo del punto fijo acelerando la conver-
gencia mediante la variacion del parametro de relajacién en cada paso de
tiempo o incluso variandolo en cada iteracion dentro del mismo paso de
tiempo. Estas mejoras consisten en la aplicacion del método del gradiente
y del método de Aitken (MOK Y WALL [2001], MOK ET AL. [2001]). El
gran inconveniente de los métodos particionados con acoplamiento fuerte
es que son computacionalmente muy caros, debido al gran ntimero de
iteraciones que hay que hacer dentro de cada paso de tiempo ya que el
orden de convergencia, aunque con el método de Aitken sea supralineal,
no llega a ser cuadratico.

Observacion. Respecto al codigo del fluido, en el contexto de esta tesis,
debido a que los desplazamientos de la pared arterial son relativamente
elevados no es posible utilizar un codigo estandar que resuelva las ecua-
ciones de Navier-Stokes, sino que se hace preciso implementar un nuevo
cddigo con la formulacion ALE (Arbitrary Lagrangian-Eulerian) para re-
solver el fluido con contornos moviles.

Actualmente algunos autores estan trabajando en métodos monoliticos
(como alternativa a los métodos particionados) para resolver el problema
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acoplado mediante la obtencion de la matriz tangente exacta o aproxima-
da 2 del sistema de ecuaciones acoplado, esto es, un método tipo Newton
o cuasi-Newton respectivamente. Este camino ofrece la ventaja de la rapi-
dez de convergencia (que es cuadratica en el caso de un método Newton)
porque reduce el nimero de iteraciones entre fluido y estructura en cada
paso de tiempo, aparte de poder usar pasos de tiempo mas elevados. Para
ello hay que calcular la matriz tangente del problema acoplado, matriz
que no es trivial de calcular porque no se dispone de la expresion explicita
de las ecuaciones acopladas.

En MATTHIES Y STEINDORF [2003] y MATTHIES Y STEINDORF [2002]
se propone una forma de calcular una matriz tangente aproximada me-
diante diferencias finitas. En GERBEAU Y VIDRASCU [2003a] se calcula
una matriz tangente aproximada (método cuasi-Newton) mediante la li-
nealizacion de las ecuaciones del fluido. Y recientemente se ha propuesto
un método de Newton para calcular de forma exacta la matriz tangente
(FERNANDEZ Y MOUBACHIR [2003]) obteniendo buenos resultados.

Todos estos métodos suponen la elaboracién de nuevo cédigo donde im-
plementar dicha matriz tangente.

e) Otra linea en desarrollo es la aplicacién del método de Lattice-Boltzmann.
Este es adecuado para tratar geometrias complejas con contornos moviles
y su implementacién es paralelizable facilmente. En KRAFCZYK ET AL.
[1998] vy KRAFCZYK ET AL. [2001] se aplica el método en hemodina-
mica resolviendo el problema de interaccion en dos y tres dimensiones
respectivamente.

f) La mayoria de los modelos hasta ahora desarrollados son en geometrias
regulares y con modelos constitutivos elementales para el comportamien-
to de la pared. El desarrollo de técnicas IVUS y de angiografias, asi como
el tratamiento informatico de datos para obtener imagenes permite ob-
tener geometrias reales como las utilizadas en esta tesis (SERON ET AL.
[2001a]). Asimismo, para el comportamiento de la pared arterial se es-
tan utilizando modelos anisétropos, modelos viscoeldsticos y modelos de
dano con localizacién fuerte (HOLZAPFEL [2000]).

Los métodos de interaccion a los que nos referimos aqui son de aplicacién
general para grandes deformaciones, como es el caso de las arterias elasticas.
En el caso que los movimientos fueran pequenos existen métodos simplificados
como la técenica de transpiracion (FERNANDEZ [2001]) o la aproximacién
acustica (DONEA Y HUERTA [2003]).

3En este trabajo se hablard indistintamente de matriz tangente y operador tangente.
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1.3.3. Aplicaciones clinicas

Los avances en mejorar los modelos de comportamiento del flujo sanguineo
y las simulaciones computacionales con mayor capacidad tienen su aplicacion
mas inmediata en los entornos clinicos en tres terrenos principales:

a) Prevencion de enfermedades vasculares. En este caso, si una persona
es sometida a revision y se simula su flujo sanguineo, podran detectar-
se anomalias en éste y asi poder actuar para corregirlas a tiempo. Por
ejemplo, se puede calcular la tension tangencial mediante simulacién nu-
mérica, sobre todo en las zonas de gran curvatura o bifurcaciones de las
arterias. Las partes que como resultado de la simulacién tengan un bajo
valor de la tensién tangencial sobre la pared o que tengan variaciones
ciclicas importantes pueden ser propensas a la formacién y desarrollo de
la placa aterosclerética (SHAABAN Y DUERINCKX [2000]).

b) Diagndstico de enfermedades vasculares. Mediante la simulacién del flujo
sanguineo de un paciente se puede obtener informacion sobre éste y asi
poder descubrir las patologias relacionadas con sus variables mecanicas.

¢) Intervencion quirirgica en el sistema cardiovascular, como la introduc-
cién de catéteres para realizar angioplastias 4, la implantacién de stents,
de un by-pass o la extirpacién de un aneurisma aortico. Se han hecho
estudios de cudl es el angulo éptimo con el que un by-pass tiene que
injertarse en la arteria. También es relevante el estudio mediante simula-
cién numérica de la fistula B-T ® (SZUMBARSKI Y MIZERSKI [2005]). En
general, el hecho de conocer el comportamiento del flujo sanguineo es de
ayuda para la el disenio y la introduccion de dispositivos en los vasos, ya
que se conoceria a priori a qué acciones mecanicas van a estar sometidos
dichos dispositivos.

Aterosclerosis

Una patologia de gran interés es la aterosclerosis . La aterosclerosis es un
caso de arteriosclerosis ¢ que consiste en la obstruccién parcial de la seccién
de un vaso sanguineo debido a la acumulacién en la intima de sustancias
generalmente de origen lipidico. A este depdsito de lipidos se le llama placa
de ateroma y dificulta el flujo sanguineo a través de la seccion arterial que ha
desarrollado dicha placa. Es una enfermedad que tiende a localizarse geomé-
tricamente en los bordes exteriores de las bifurcaciones. La variable mecénica

4Desobstruccién quirtrgica de un vaso sanguineo mediante un catéter.

5Es la implantacién de un conducto que une la circulacién sistémica con la pulmonar.
Esta operacién es parte de la intervencién en recién nacidos cuando el ventriculo dere-
cho estd poco desarrollado y no puede encargarse de la circulaciéon pulmonar. B-T hace
referencia a los nombres Blalock-Taussig.

6 Arteriosclerosis significa literalmente endurecimiento de las arterias.
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correlacionada directamente con la propensién a acumularse sustancias es la
tension tangencial sobre la pared arterial. La tensién tangencial * es una
fuerza que actia sobre la superficie interior del vaso sanguineo. Para mayor
informacion sobre esta patologia ver COTRAN ET AL. [1995].
Originalmente, hacia los anos 70 aparecieron dos hipétesis contradictorias
sobre la relacién de la tensién tangencial y la aterosclerosis (MALEK ET AL.
[1999]): la primera hipétesis defendia que un alto valor de la tensién tan-
gencial provocaba dano al endotelio y la reaccion a este dano daba lugar al
crecimiento celular y formacién de la placa. La segunda hipétesis, al contra-
rio, proponia que era el bajo valor de la tensién tangencial el que hacia que
los vasos disminuyeran su didmetro (como un mecanismo de respuesta) para
subir el valor de la tension. Esto se puede explicar con la Ley de Poiseuille:

4
= W“—R% (1.1)

donde 7 es la tension tangencial, p la viscosidad, @ el caudal y R el radio del
vaso. En esta segunda hipétesis y de acuerdo con la ley (1.1), si se disminuye
el radio de la seccién (por crecimiento de la placa por ejemplo), el valor de
la tension tangencial 7 crece y deja de tener ese valor bajo.

En la figura 1.5, obtenida de COTRAN ET AL. [1995], se muestra el esque-
ma de formacién tipico de una placa de ateroma, un proceso que comienza a
edades muy tempranas y que se desarrolla durante el resto de la vida, aunque
no de forma lineal, sino con épocas de gran velocidad de crecimiento interca-
ladas con otras donde se estabiliza. En la figura 1.6 se puede ver la cronologia
de la evolucién de la placa.

Pared arterial

Desarrollo de
la placa

Lumen

Figura 1.5: Formacion y crecimiento de la aterosclerosis.

Con los experimentos hechos en las dos ultimas décadas se ha venido a
confirmar la segunda hipotesis, luego es el bajo valor de la tensién tangencial
la que induce el mecanismo que provoca el estrechamiento de la seccion. Este
mecanismo esta relacionado con la activacién de reacciones quimicas en las

"En ambientes clinicos esta tensién es llamada usualmente tensién de cizalladura.
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Figura 1.6: Cronologia de la formacion de la placa de ateroma.

células del endotelio, bien mediante el incremento de produccion de sustan-
cias que provocan la formacién y crecimiento de la placa o bien mediante la
disminucién en la produccién de sustancias que la evitan (MALEK ET AL.
[1999]). No obstante, es un tema atn en investigaciéon y se desconocen los
mecanismos exactos.

Lo que si pueden proporcionar las simulaciones computacionales es el valor
de la tension tangencial, y las zonas donde ésta es anormalmente baja. En
este trabajo se mostrard en el capitulo 6 que precisamente las bifurcaciones
son susceptibles de un valor neto bajo de la tensién tangencial, esto es, la
tension tangencial media en un ciclo cardiaco. De aqui la utilidad de estas
simulaciones para predecir qué zonas son potencialmente peligrosas para la
formacion de la placa aterosclerdtica y asi poder intervenir a tiempo.

Otro resultado de interés clinico es la presiéon. Normalmente la presién
clinica se asocia a los gradientes de presion en el sistema completo. Esto
es, presion sistélica, diastélica, presion con que llega la sangre de nuevo al
corazon, etc... El calculo y explicacion de esta presion global no es objeto de
este trabajo. A lo que aqui se refiere es a las variaciones locales de presion.
El interés de los valores locales de la presién tiene su interés en el siguiente
hecho: la tensién circunferencial en la placa aterosclerdtica esta relacionada
directamente con la presién. Si el valor de esta tension es superior a cierto
valor critico, la placa aterosclerdtica se vuelve inestable y se puede producir
su ruptura (OHAYON ET AL. [2001]). El valor critico es aproximadamente
de 300 kPa (CHENG ET AL. [1993]).



Capitulo 2

Modelos matematicos del flujo
sanguineo

En este capitulo se discuten las hipdtesis sobre el comportamiento del flujo
en las grandes arterias y se desarrolla la formulacién de fluido newtoniano
e incompresible en elementos finitos, la cual se implementa en el programa
FEAP. Se utiliza el método de penalizacién y el método SUPG para resolver los
problemas numéricos de la oscilacion del campo de presiones y la inestabilidad
de la velocidad respectivamente. Finalmente se muestran ejemplos numéricos
tomados de la literatura para validar el elemento.

2.1. Descripcién de las propiedades de la san-
gre

La sangre es un tejido liquido formado por células o elementos como
glébulos rojos, glébulos blancos y plaquetas (45 % del volumen total, y una
parte liquida llamada plasma de color &mbar constituida principalmente por
agua (55 % del volumen total). Su temperatura normal es de 36,5 °C y es 5
veces mas viscosa que el agua (BEST Y TAYLOR [1993]).

De esta composicién se deducen dos cosas (FuNG [1997]):

1. Las particulas sélidas suspendidas en la sangre, al rozar entre ellas,
van a ofrecer cierta resistencia al avance del flujo, disipandose energia.
Este fenomeno es el origen de que la sangre tenga un comportamiento
viscoso mayor que el agua.

2. La gran cantidad de agua, al ser ésta incompresible, da propiedades de
incompresibilidad a la sangre.

Por tanto cualquier modelo constitutivo que se proponga a nivel ma-
croscopico ha de reflejar como minimo estas dos caracteristicas: viscosidad e
incompresibilidad.

17
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Elementos celulares Proporciones relativas
Globulos rojos 600
Globulos blancos 1
Plaquetas 30

Plasma Proporcién en peso
Agua 0.91
Proteinas 0.07

Solutos inorganicos 0.01

Otras sustancias orgdnicas 0.01

Cuadro 2.1: Componentes de la sangre (5 - 10° particulas/mm?).

Los glébulos rojos son capaces de deformarse y almacenar energia elastica,
aunque cuando aquellos estan desagregados, las fuerzas elasticas desarrolla-
das son muy inferiores a las viscosas.

Cuando el gradiente de la velocidad de deformacién es bajo existe un
fenomeno que afecta a los glébulos rojos, que es la formacion de agregados
conocidos como rouleaux . Consiste en la unién de varios globulos rojos para
formar un tnico cuerpo, y este agregado hace que aumente la viscosidad.
Ademas, las fuerzas que se desarrollan para descomponer estos agregados
también producen una deformacion elastica importante en los glébulos rojos
asi como un cambio de orientacién, dando lugar a un almacenamiento de
energia elastica en la microestructura de la sangre (PIETAL [2005]). En este
caso si que seria mas apropiado proponer un modelo viscoelastico.

Observacion. También se ha observado que cuanto mayor es la cantidad de
globulos rojos mayor es la viscosidad (MILNOR  [1989]). La medida utilizada
para medir la cantidad de globulos rojos se llama hematocrito, que representa
la proporcion en volumen de dichos globulos en la sangre.

De momento, para mayor claridad y compresién intuitiva suponemos flujo
unidimensional en el que las variables son escalares, en vez de vectoriales y
tensoriales como son realmente. El gradiente de deformacion se denotara con
v v su derivada temporal, que es la velocidad del gradiente de deformacion
o el gradiente de velocidad con 7.

Cuando el valor de 4 es suficientemente alto (se acepta que para 3 >
100s71), los glébulos rojos se alinean con el flujo y no hay formacién de rou-
leauz, y en este caso la estructura formada da lugar a un fluido cuya viscosi-
dad ceteris paribus no depende de 7, siendo constante y por tanto se puede
asumir comportamiento de fluido newtoniano (ver figura 2.1). Esto ocurre en
las arterias principales, que son precisamente las arterias eldsticas donde se
produce el fenémeno de interaccion. Esta consideracion es importante cuando
en el apartado siguiente se justifique el modelo constitutivo adoptado.



Capitulo 2. Modelos matematicos del flujo sanguineo 19

Observacién. La viscosidad del plasma aislado si que es constante (sobre
los 0,012 Poise) y no depende de 4. Lo que principalmente hace variar la
wviscosidad de la sangre es el como se estructuren los globulos rojos, y eso
depende del valor de 7.

En la literatura se pueden encontrar varios modelos no-newtonianos que
reflejan esta propiedad de la sangre. Esto se puede hacer imponiendo al mo-
delo las siguientes condiciones asintoticas:

lim pu(¥) = o (2.1)
¥—0
i () = proc (2.2)

acotando asi el valor de la viscosidad p para valores extremos del gradiente
de velocidad 4 y tomando un valor no nulo en ellos. En esta linea, uno de
los més utilizados es el modelo de Carreau- Yasuda (SEQUEIRA [2003]) que
tiene la siguiente expresion:

n—1

p(Y) = poo + (ft0 — fioo) (1 + (AY)") <

(2.3)

siendo A, n y a constantes del material.

Utilizando datos experimentales sobre la viscosidad de la sangre * se puede
calibrar el modelo de Carreau-Yasuda, como se muestra en la figura 2.1.
Los coeficientes de ajuste, obtenidos mediante el método de los minimos
cuadrados, son: A = 8.2s, a = 0.64 y n = 0.213, observando que la curva se
adapta muy bien a los datos experimentales.

Existen otros modelos no-newtonianos como el modelo de Cross, el de
Carreau o €l de Oldroyd-B generalizado (ver SEQUEIRA [2003]) que también
se ajustan a los valores asintoticos o ¥ foo-

2.2. Ecuaciones del modelo

La siguiente etapa es pasar de los fenémenos al modelo, esto es, de lo
experimental a la propuesta tedrica. Dicho modelo se refiere a la ecuacion
constitutiva del fluido, concretamente en la expresion del tensor de tensiones
o que insertamos en la ecuacion de la dindmica.

Observaciéon. Los simbolos en negrita hacen referencia a magnitudes ten-
soriales de primer (vectores) y sequndo orden, como por ejemplo el vector
velocidad u 1y el tensor de tensiones de Cauchy o. Los escalares se escriben
sin ningun formato especial, como la viscosidad f.

!Experimentos realizados por el profesor Shu Chien. Los resultados estan tabulados en
la pagina web http://www.mems.rice.edu/~dhruv/bloodrheo/chien.html
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Figura 2.1: Datos experimentales y ajuste del modelo de Carreau-Yasuda.

2.2.1. Hipobtesis realizadas

La expresién de las tensiones de un fluido se escribe:
o=-pl+o, (2.4)

donde p es un campo escalar indeterminado, I es el tensor identidad y o, es
la parte de las tensiones debida a las propiedades viscosas.

Para determinar o, la primera discusién (en el contexto de la hemodina-
mica) al caracterizar el comportamiento del fluido sangre es si se consideran o
no propiedades de memoria, esto es, comportamiento viscoelastico. La memo-
ria de un fluido determina el niimero necesario de tensores para aproximar las
tensiones. Ademds, la memoria nace de las propiedades elasticas de las par-
ticulas o de las moléculas cuando son deformadas. Atendiendo a este criterio
se pueden distinguir entre (PERKTOLD [2002]):

a) Fluidos de primer orden. Son fluidos que tienen pequenas moléculas muy
rigidas y no tienen memoria (comportamiento viscoso pero no viscoeldsti-
co). Las tensiones locales son determinadas iinicamente por las deforma-
ciones locales, excluyendo deformaciones que incorporen efectos de histo-
ria y derivadas temporales de deformaciones que contradigan el principio
de localizacién de la velocidad de deformacién (GONZALEZ Y STUART
[1995]). En éstos el tensor o, se relaciona tinicamente con el tensor gra-
diente de velocidad:

1
o, =u(Vu+Viu) = 2M§(vu + VTu) = 2uD (2.5)

donde D = %(Vu—i—VTu) es el tensor gradiente simétrico de la velocidad.
Si se admite fluido de primer orden, la segunda discusion es ahora decidir
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si se puede hacer la hipdtesis de fluido newtoniano o no, dependiendo de
si la viscosidad pu es constante o depende del gradiente de velocidad. Mas
exactamente esta clasificacion es:

a.l) Fluidos newtonianos: Son aquellos donde existe una relacién lineal
entre o, y D, relacionados por un tensor de cuarto orden. Fisica-
mente significa que la viscosidad i no se ve afectada por el valor del
gradiente de velocidad, aunque puede depender de la temperatura
y la presion.

a.2) Fluidos no-newtonianos: Son todos los demds, esto es, en los que
la relacién entre o, y D no es lineal. En este caso, la viscosidad
depende de la velocidad de deformacién: p = u(%). El significado ¥
es intuitivo de ver en el caso de flujo unidimensional. Para un caso
general, éste se define: 4 = /2D : D, relacionandose con el segundo
invariante de D.

b) Fluidos de segundo orden. Son fluidos con memoria en los que se consi-
deran las fuerzas elasticas internas. Para conseguir fluidos con memoria
(fluidos viscoeldsticos) hay que incluir términos con mayor orden de de-
rivacion. Se pueden expresar como:

g, = OélD + Oé2A2 + Oé3D2 (26)

donde los parametros «; del fluido son constantes o funciones del tensor D
y Aj es el segundo tensor de deformacién de Rivlin-Ericksen (DASHNER
[2000]).

Observacién. La clasificacion hecha no abarca todo el universo de fluidos.
Basicamente consiste en distinguir entre fluidos viscosos y fluidos viscoelds-
ticos, que es lo pertinente en el comportamiento de la sangre.

Como se vio en el apartado 2.1, cuando la velocidad de deformacién  es
baja la posible formacion de rouleauzr hace que varie la viscosidad y ademas
hace que se almacene energia elastica.

Como primera hipdtesis se despreciaran los efectos elasticos, esto es, se
considerard la sangre como fluido de primer orden. La justificacion de esta
hipétesis esta en que los rouleaux sélo se forman en circunstancias especiales
(FARRERAS Y ROzZMAN [1995]). No obstante, hay personas en las que son
mas frecuentes y en estas personas no seria tan justificable despreciar los
efectos elasticos.

Por otra parte, la variacion de la viscosidad sugiere que no podamos asu-
mir a prior: comportamiento newtoniano. Para decidir qué modelo podemos
adoptar, en el cuadro 2.2 se calculan los valores medios de 7 en los diferen-
tes vasos. También se da el nimero de Reynolds medio como informacion
adicional.
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Vaso 4 Reynolds
Aorta 155 3400
Arterias 900 500
Arteriolas 8000 0.7
Capilares 1000 0.002
Vénulas 800 0.01
Venas 160 140
Vena cava 100 3300

Cuadro 2.2: Estimacion del gradiente de velocidad asumiendo flujo parabdlico.

En dicho cuadro se ha considerado la hipétesis de distribucién parabdlica
de velocidad, con lo que se tiene:

. Su

=
donde u es la velocidad media y ¢ es el didametro del vaso, cuyos valores estan
en el cuadro 1.1.

Entrando con los valores de 4 del cuadro 2.2 en la curva de la figura 2.1
se obtiene que la viscosidad es constante (e igual al valor asintético fi), por
lo que el fluido se puede considerar newtoniano.

Pero hay ciertos detalles que hacen que esta hipdtesis tenga salvedades:
el valor de 7 es un valor medio, pero durante un ciclo cardiaco hay momentos
donde este valor es muchisimo menor, llegando incluso a anularse en las
arterias coronarias. Ademds, hay zonas, como en bifurcaciones de arterias
donde este valor es sistematicamente menor que el medio.

(2.7)

Observacién. En los vasos pequenos, donde se produce la llamada micro-
circulacion, aunque el valor de 7 es elevado, existen otros fenomenos, como
el efecto Fahraeus-Lindquist, que provoca la emigracion de los eritrocitos al
centro del vaso. Esto hace que la tendencia a formar rouleauzr aumente, por
ser mayor la fuerza de atraccion entre las células que la de desmembracion
provocada por la tension tangencial en la pared, ya que las células estin
mas alejadas de ésta. Estos cambios estructurales son el origen de las no
linealidades que provocan el comportamiento no newtoniano. Ademds, en los
capilares, donde el didmetro de éstos es menor que el del eritrocito, incluso
hay que replantearse la hipdtesis de medio continuo.

Otra caracteristica de los fluidos (y de un medio continuo en general) es
su capacidad de alterar su volumen ante un estado tensional, esto es, su com-
presibilidad. La magnitud fisica que refleja esta propiedad es la variacion de
la densidad con la presion. Si ésta no varia, el material se considera incompre-
sible. El agua es el principal componente de la sangre, sea directamente en el
plasma o indirectamente como parte de los glébulos rojos, blancos, plaquetas,
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etc... El médulo de compresion o volumétrico del agua es:

AP
APf/ Py

donde P es la presion y p; es la densidad.

E, = =2.15-10° Pa

Observaciéon. Para evitar la confusion se denotard con p; la densidad del
fluido y con p, la densidad del solido en todo el trabajo.

Por tanto el agua se puede considerar practicamente incompresible, tras-
ladando directamente esta propiedad al comportamiento macroscépico de la
sangre. Esto se traduce en que la ecuacion de conservacion de la masa quede:

V-u=0 (2.8)

En la circulacién sanguinea se producen fenémenos termodinamicos donde
intervienen variables como la temperatura, entropia y energia. No obstante,
al asumir incompresibilidad dichas variables quedan desacopladas automati-
camente 2. Adicionalmente, en la sangre se producen intercambios de gases y
de sustancias con las células de los tejidos, anadiendo mas complejidad. No
obstante, en este trabajo no se van a considerar estos fenémenos.

Finalmente, la sangre estd sometida en todo momento a la fuerza de la
gravedad, siendo sus efectos sobre la circulacién dependientes de la posicion
del cuerpo. Por ejemplo, si se esta de pie la gravedad anade un gradiente de
presiéon al ya provocado por el impulso cardiaco, pero si se estda tumbado, los
efectos de la gravedad son muy pequenos. Por lo tanto y en aras de simplificar,
no se considerara dicha fuerza.

2.2.2. Ecuaciones de Navier-Stokes. Formulaciéon fuer-
te del problema

Partiendo de la ecuacién de balance de la cantidad de movimiento:
V.o=pmu (2.9)

indicando con % la derivada material de la velocidad, que en coordenadas
eulerianas queda:
ou
V.o=p;| = +u-Vu (2.10)
ot
Por otra parte, la hipétesis de fluido newtoniano da lugar a la siguiente

ley constitutiva:
o= —pl +2uD (2.11)

2En general esto sucede para fluidos barotrépicos. En un fluido barotrépico la ecuacién
de estado es independiente de la temperatura (MALVERN [1969]). Un fluido incompresible
es un caso particular de fluido barotrépico.
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Introduciendo la expresién de o dada por (2.11) en la ecuacién de la
dindmica (2.10) y operando queda:

0
pf(a—qz—ku-Vu)nLVp—Q,uV-D:O (2.12)

que junto a la ecuacién de incompresibilidad (2.8) dan lugar a las ecuaciones
de Navier-Stokes.

Observacién. En (2.12) se ha tenido en cuenta que como el tensor pI es
esférico, resulta: V - (pI) = Vp

x

Figura 2.2: Representacion esquemdtica de la formulacion fuerte del problema
de contorno en fluidos.

En cuanto las condiciones de contorno, pueden ser condiciones en veloci-
dades impuestas, en tensiones impuestas, o bien una combinacion de ambas.

U= Uy en I';  (Condicién de Dirichlet o esencial) (2.13a)

oc-n=t, enI', (Condicién de Neumann o natural) (2.13b)

donde I'yUT,, =T, T'yNT, =3 y n es el vector normal a la superficie I',.

La formulacién fuerte del problema se plantea en los siguientes términos:
Sea el dominio fluido Q € R3. Dados uy(t), t,(t) y uo(x), encontrar un
campo vectorial u(x,t) : Q x [0,T] — R3 y un campo escalar p(x,t) : Q x
[0,7T] — R tales que:

pr (B +u-Vu)+Vp—2uV-D=0 enQx(0,7)

V-u=0 en 2 x (0,7)
u = uy(t) en 'y x (0,7) (2.14)
o-n=t,() en I, x (0,7)

u(x,0) = up(x) en Q,t=0
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Existen formulaciones alternativas para las ecuaciones de Navier-Stokes,
dependiendo de cémo expresemos matematicamente el término convectivo y
el viscoso. Aqui se ha elegido la forma advectiva para el término convectivo,
ya que es la forma mas simple para hacer calculos. Y para el término viscoso
se ha elegido la forma divergencia de la tension, que es la més general y la mas
comun en el método de los elementos finitos. Para ver las demés alternativas
asi como sus ventajas e inconvenientes consultar por ejemplo GRESHO [2001].

Observacién. FEn el planteamiento del problema (2.14) se han puesto tanto
condiciones de Dirichlet como de Neumann. Si como caso particular I'y =T
y 'y = 9, entonces, al ser el fluido incompresible, habria que poner como
condicion adicional de contorno (HUGHES [2000]):

/u-ndF:O (2.15)
r

que refleja sencillamente que el flujo que entra ha de ser igual al que sale
para que la masa de liquido en el dominio sea constante. Ademds, en este
caso, no hay ninguna condicion de contorno para la presion, quedando dicho
campo determinado salvo una constante arbitraria.

2.2.3. Ecuaciones de Navier-Stokes. Formulacion débil
del problema

Los cdlculos para pasar de la formulacién fuerte expuesta en (2.14) a la

formulacién débil se desarrollan en el apéndice A. El problema queda asi

planteado: Sea el dominio Q € R3. Encontrar un campo vectorial u(x,t) —

R3 que cumpla w = ug en Ty y un campo escalar p(x,t) — R tales que
VveV yVqe Q se cumpla:

/(—pI—l—ZuD):VUdQ —i—/pf (a—u+u-Vu)~'de +/(V~u)qu
Q Q ot Q
/tn-vdf‘n

donde el significado de los espacios funcionales V y Q se han definido en el
apéndice A.

(2.16)

2.3. Solucion numérica de las ecuaciones me-
diante el MEF

Las ecuaciones de Navier-Stokes son no lineales, en derivadas parciales y
no se han resuelto analiticamente salvo en casos muy particulares. De hecho
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hay cuestiones abiertas, como la demostracién de la condicion de consistencia,
esto es, si una pequena variacion de las condiciones iniciales origina una
pequenia variacién en el resultado 3.

La solucién de estas ecuaciones mediante métodos numéricos se llama
Dinamica de Fluidos Computacional.

Tradicionalmente el método empleado era el de diferencias finitas, pero
uno de los principales inconvenientes es que para geometrias curvas se compli-
ca la expresion de las derivadas direccionales. Otros métodos que se aplican
actualmente son el método de volumenes finitos y el método de particulas,
siendo este ultimo un método donde no se requiere una malla. Para una va-
loracion de estos métodos en cuanto ventajas e inconvenientes respecto al
MEF ver CALVO [2003].

2.3.1. Ecuaciones de elementos finitos

La caracteristica principal y diferenciadora del MEF frente a otros mé-
todos numéricos son las funciones que se eligen para aproximar la solucion
exacta del modelo matemético (ODEN Y CAREY [1984]). Es decir, dentro de
los espacios funcionales U, P,V, y Q definidos en el apéndice A nos vamos
a restringir a subespacios de dimensién finita que se denominan espacios de
las funciones de forma.

a) Aproximacién del campo de velocidades:

u(zx) ~ u'(x) = zu: NA(x)uy (2.17a)
u'(z) eU" cU (2.17Db)

siendo u"(x) la funcién que aproxima el campo incégnita de velocida-
des u(x), U™ el espacio funcional restringido de dimensién finita, n,, el
niumero total de nodos de velocidad, N, las funciones de forma para las
velocidades y w4 el vector velocidad incégnita en cada nodo.

b) Aproximacién del campo de presién:

p(x) ~ p"(®) = > N, (z)ps (2.18a)
p'(x)e P cP (2.18b)

siendo p" () la funcién que aproxima el campo incégnita de presién p(x),
P" el espacio funcional restringido de dimensién finita, n, el niimero total

3Desde Mayo del afio 2000 el Instituto Clay de Matematicas ofrece un premio de
1,000,000 $ al que resuelva esta cuestion.
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de nodos de presién, N, las funciones de forma para la presion y p; el
escalar presion incégnita en cada nodo.

¢) Aproximacion de las funciones de peso de las velocidades:

v(z) =~ v'(x) = i: NB(x)dvp (2.19a)
v (x) e V' CV (2.19b)

donde dvp son las velocidades virtuales arbitrarias en cada nodo y V" el
espacio funcional restringido, igualmente de dimensién finita.

d) Aproximacion de las funciones de peso de la presion:

q(x) ~ ¢"(x) = iNZ;](m)(SqJ (2.20a)
¢"(x)e Q" cQ (2.20b)

donde dq; son las presiones virtuales arbitrarias en cada nodo y Q" el
espacio funcional restringido, también de dimension finita.

En este caso se han tomado las mismas funciones de forma para aproximar
la solucién y para las funciones de peso. Esta eleccion es la que da origen al
método de Bubnov-Galerkin (ZIENKIEWICZ Y TAYLOR [2000b]). Por otra
parte, este método da lugar a campos de velocidad inestables para ciertas
condiciones, por lo que es necesario aplicar técnicas de estabilizacion que se
discutiran mas adelante.

Las funciones de aproximacion (con el superindice h) han de sustituirse
en la ecuacion (2.16) y obtendriamos las ecuaciones algebraicas que permiten
obtener la solucién aproximada. Como la expresién (2.16) ha de cumplirse
para cualquier velocidad y presion virtual, obtenemos el siguiente sistema de
ecuaciones no lineal.

My + N(ug)uys + Kug +Q'pr =F (2.21a)
QuA =0 (221b)

donde las matrices se han ensamblado con la contribuciéon de cada elemento
(ZIENKIEWICZ Y TAYLOR [2000b)). El vector w4 contiene la velocidad in-
cognita en cada nodo de velocidad y el vector p; la presion en cada nodo de
presion.

Observacién. Hay que recordar que los nodos de velocidad no tienen por
qué coincidir con los nodos de presion. De hecho, en el elemento utilizado en
este trabajo no coinciden.
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Las integrales que vienen a continuacién se extienden sobre el dominio
del elemento 2., asi que los términos integrales representan la colaboracién
del elemento e a las matrices globales.

Dichas matrices globales se obtienen a partir de las matrices elementales
aplicando el operador de ensamblaje estdandar A::ll (ZIENKIEWICZ Y TAY-
LOR [2000Db]). En lo que sigue 14y, es el nimero de dimensiones del problema
(2 6 3) y I la matriz identidad.

La matriz de masas M es:

11 1
Nel m Indim m e Indim
M=Am® donde m°= : : (2.22)
e=1
Mg, 1 Ny N
m= Indim m uIndim

obteniéndose los coeficientes m®® de la siguiente forma:

m*? = pf/ NeNPAQ, (a,B=1,...,n,) (2.23)
Qe

La matriz de conveccién N es:

Tel n(uA>11Indim n(uA)lnuIndim
N(ua) = An(us) con n°= . .
n’(,u’A)nulIndim n(uA)nunuIndim
(2.24)
donde los coeficientes n(u4)*? son:
n(uy)™ = pf/ New" - VNPAQ, (a,8=1,...,n4) (2.25)
Qe
La matriz de viscosidad K es:
Nl KUr,, +w“ o0 k™I, 4 kgl
K=Ak® donde ko= : S :
B kvl 4wt ke, e
(2.26)
con los coeficientes k*? obtenidos como sigue:
kP = [ VNO-VNPdQ, (a,8=1,...,n,) (2.27)

Qe

Y las matrices k*? son:
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B
/i?f . /i’fndm
K = : . : (2.28)
af af
Ndim1 e NdimMNdim

siendo los elementos k%7:

k?‘f:,u/ Nﬁs-NﬁrdQe (o, 6=1,....ny) (r,s=1,... ngm) (2.29)

La matriz de la presién e incompresibilidad Q queda:

- QnT anuT
Q:lé\lqe donde q°= :
- anl annu
donde los vectores QWT son:
T
o” = [@Yﬂ o0l

siendo los elementos 0)”:

Qzﬂ:_/g N;Ng,rdge (7:17’”7711') (6:1,...,7%) (T:L

Finalmente, el vector de fuerzas F' se obtiene asi:

Tl ¢!
F = /9\1 f€¢ donde f€¢= :
e C’nu
Los vectores CO‘T son:
¢ =[G

siendo los elementos ¢

Cg_/ N;tTan (azla"'anp) (r:L""ndim)
Iy

(2.30)

(2.31)

e ,’I”Ldim)

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)

donde t, es la tension impuesta en la direccién r. El dominio I',, se refiere al
contorno del fluido con condiciones naturales, luego ni los elementos interiores

ni los exteriores con condiciones de Dirichlet cuentan.

Observacién. En la notacion utilizada en todas las expresiones anteriores
se ha sequido el siguiente criterio: N, son las funciones de forma para el

campo de velocidades (2.17), N, las funciones de forma para el

campo de
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presiones (2.18) y N,, la derivada de esa funcion segin la componente r
(7": 17---7ndim)-

Las ecuaciones obtenidas (2.21) son no lineales debido al término convec-
tivo N(u4)u y se han resuelto iterativamente linealizdndolas y utilizando
el método de Newton-Raphson.

2.3.2. Tecnologia de elementos

En las ecuaciones (2.21) a resolver hay tanto incégnitas de velocidad uy
como incognitas de tension py, teniendo por tanto una formulaciéon mixta del
problema.

A la hora de elegir el tipo de elemento, caben hacer dos consideraciones:

1. Ndimero de nodos totales del elemento. Cuanto mayor es el nimero
de nodos por elemento, mayor cantidad de grados de libertad tiene el
problema, y por consiguiente mayor es el coste computacional. Por otra
parte la solucion obtenida generalmente es méas precisa.

2. Relacién entre nodos de velocidad y nodos de presién. Si se elige un
elemento con demasiados nodos de presién con relacion a los nodos de
velocidad, se puede producir el fenémeno llamado de blogueo. La causa
del bloqueo es el excesivo niimero de ecuaciones de restriccién, que
viene dado por el nimero de filas de la matriz @ en (2.21b). Por otra
parte, un numero excesivamente bajo de nodos de presién en relacion
a los nodos de velocidad da lugar a que los movimientos de la malla no
verifiquen la restriccion de incompresibilidad.

Aqui se ha tomado el elemento Q1/P0, que significa que la velocidad se
aproxima con un polinomio de orden 1 completo, mientras que la presion
con un polinomio de orden 0, esto es, una constante. Esto quiere decir que
si la solucién real en velocidades fuera un polinomio de primer grado, la
aproximacién numérica serfa exacta (HUGHES [2000]). Con més detalle:

a) Para el campo de velocidades, en el caso 3D se utilizan 8 nodos (uno
en cada vértice del hexaedro), y las funciones de forma son polinomios
trilineales incompletos. En el caso 2D los cuatro nodos en los vértices da
lugar a funciones de forma bilineales incompletas.

b) Para el campo de presiones solamente se utiliza un nodo en el centro del
hexaedro y el cuadrilatero, siendo la funciéon de forma un polinomio de
grado 0 (constante) tanto en 2D como en 3D.

La mayor ventaja de este elemento es su reducido nimero de grados de
libertad asi como la posibilidad de realizar una condensacion estética con el
nodo interno de presién, aunque tiene el inconveniente de no cumplirse la
condicién inf-sup.
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Figura 2.3: Elemento de referencia Q1/PO.

El problema de la incompresibilidad

Al formular la ecuacion constitutiva de la sangre, una de las caracteristicas
que se propuso es la incompresibilidad (expresién (2.8)). Esto puede ocasionar

problemas de bloqueo, por lo que seguidamente se analiza lo que sucede en
el elemento 1/ PO.

Condicién de Ladyzhenskaya-Babuska-Brezzi (LBB)

Existe una condicion suficiente que nos permite averiguar a priori si los
campos de velocidad y presién suministrados por el elemento no producen
bloqueo, o mateméticamente hablando, si el problema (2.16) esté bien con-
dicionado en los espacios funcionales A" y P" de las funciones de forma. Es
la condicién LBB, también llamada inf-sup, que dice asi (XU Y ZIKATANOV
[2000]):

Sea Vi ={vh e V| [ (V- v")¢"dQ =0, Vge Q"}. Sise cumple:

inf sup M =qa, >0 (2.36a)
uhevgvhev(’;uu Ivllv™[y
b
inf sup (Vn, ) =0, >0 (2.36b)

regronevn [ [v]vtle

siendo a(uy, vy,) el operador de (2.27) y b(vp, qn) el de (2.32) y

: 2
ey = (/uudﬂ) "o = (/th-vhdsz)

entonces el problema estd bien planteado y no hay problema de bloqueo.
Comprobar la condicién LBB es complejo en un caso general y actual-
mente no es aplicable de manera general y sistemaética, teniendo que recurrir
la mayoria de las veces a técnicas numéricas para abordar la comprobacion
a posteriori (ODEN Y CAREY [1984]). De todas maneras, existe una forma
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heuristica de hacernos una idea a priori si puede haber problemas de bloqueo.
Se define el cociente r (constraint ratio) como: 7 = =“¢ siendo n., el nimero
total de ecuaciones de las velocidades después de i 1mponer las condiciones de
contorno (numero de filas de la matriz K en (2.21a) y n. el nimero de ecua-
ciones de restriccién (numero de filas de la matriz @ en (2.21b)). Segin esta
idea, si 7 < 1 se produce bloqueo, siendo el nimero 6ptimo r = 2 (HUGHES
[2000]). El elemento utilizado aqui, a pesar de no cumplir la condiciéon LBB,
tiene un ratio 6ptimo r = 2 y se ha comprobado que no se bloquea.

Observacién. La condicion LBB es una condicion suficiente, por lo que
puede haber elementos que no la cumplan y sin embargo no bloquearse, como
es nuestro caso.

Oscilacién del campo de presiones. Método de penalizacion

El utilizar un sélo nodo de presion en cada elemento puede originar osci-
laciones espurias del campo de presion. Para eliminar dichas oscilaciones las
tensiones son suavizadas en el post-proceso de los resultados. Asimismo se
ha utilizado el método de penalizacion, que consiste en hacer una pequena
modificacién en las ecuaciones de restriccién (2.21b) para hacer desaparecer
la submatriz nula en la matriz de rigidez global, esto es, que aparezcan tér-
minos de presion en las ecuaciones de restriccién. Con esto se consigue que
la presion se pueda despejar a nivel de elemento.

Asf la ecuacién original de la divergencia (2.8) se transforma en 4

Vou=0 — V-u+§:0 (2.37)
siendo A un numero arbitrario. Cuanto mayor sea A, mas exacta se pondra
la condicién de incompresibilidad.

En el sistema de ecuaciones (2.21) este nuevo término da lugar a la apa-

ricion de una nueva submatriz G:

Mty + N(ug)us + Kuy + Q'p; =F (2.38a)
Qus+Gp; =0 (2.38b)

La matriz G seria la siguiente:

Tl gt gl
G = é. g® donde g°®= L : (2.39)
= gnpl o gnpnp

donde los términos ¢*? se calculan como:

4El origen de esta formulacién para tratar la incompresibilidad se puede ver en HERR-
MANN [1965].
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o 1 (e}
gﬁ:X/Q NONPAQ, (a,f=1,...,n,) (2.40)

El problema de la inestabilidad de las velocidades

El problema de la oscilacion de las velocidades es un problema numéri-
co que se presenta en general en las ecuaciones de adveccion-difusion, que
a diferencia de la incompresibilidad, no refleja ninguna caracteristica fisica
del fluido. El problema consiste en que en la solucién aparece un campo de
velocidades no suave que oscila en torno a la solucion exacta.

No obstante, para nimeros de Reynolds bajos el problema de la oscilacion
no tiene importancia, sino que es para numeros de Reynolds elevados cuando
toma relevancia. Si se observa el cuadro 2.2, donde se dan los ntimeros de
Reynolds para condiciones fisiolégicas normales, en la arteria aorta el nimero
de Reynolds es bastante elevado y si habria que usar la estabilizacién (todo
esto suponiendo que no es viable disminuir el tamano de los elementos de
la malla). Y si tenemos condiciones fisiolégicas de esfuerzo, al aumentar el
caudal sanguineo aumenta proporcionalmente el niimero de Reynolds, por lo
que la estabilizacién se hace méas necesaria.

Observaciéon. Conviene aclarar que estas oscilaciones en el campo de velo-
cidades no estan relacionadas con la turbulencia. La turbulencia aparece con
nimeros altos de Reynolds (el valor critico depende de la geometria particu-
lar) y se debe a una fenomenologia fisica. Es decir, es un fendmeno fisico
real que hace que el flujo deje de ser laminar y se produzcan campos de velo-
cidades locales en forma de torbellinos. En cambio, el problema de oscilacion
en las velocidades al que aqui nos referimos es un problema numérico.

Para evitar esta oscilacién en las velocidades una posibilidad es hacer la
malla mas fina, pero procediendo asi se incrementaria demasiado el coste
computacional. De ahi la introducciéon de un método de estabilizacion.

En cuanto a métodos para estabilizar, hay varias alternativas, como el de
minimos cuadrados de Galerkin (GLS) (MULDER [1997], FRANCA ET AL.
[1993], DONEA Y HUERTA [2003]), el de funciones burbuja (Russo [1996]),
métodos de multiescala (HUGHES [1995]), etc... Aqui se adopta el método
SUPG que se describe a continuacion.

Método SUPG

El método SUPG (Streamline Upwind/Petrov-Galerkin) consiste en ana-
dir una difusién numérica artificial a la ecuacion de adveccién-difusion. Dicha
difusion se anade tnicamente en la direccion del flujo. El término de estabi-
lizacién es (BROOKS Y HUGHES [1982]):

ST =Y /Q Taupg (W - V) - RAQ, (2.41)
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donde la integral se hace en cada elemento y después se suma la contribucién
de cada elemento, R es el residuo de la ecuacién en forma fuerte:

0
R:pf(a—1:+u-Vu)+Vp—2uV-D (2.42)

Y Tsupg €5 un coeficiente que gradua la importancia del término ST. Este se
define como (BROOKS Y HUGHES [1982]):

h
"= ul
siendo h el tamano del elemento en la direccién del fluyjo (HEINRICH Y PEP-
PER [1999]), ||u|| el médulo de la velocidad en el centro del elemento (definido
como el punto al que se transforma el centro del elemento de referencia) y ¢
un coeficiente que se define como (MULDER [1997]):

Re

CZl—i—Re

(2.44)

que indica la mayor influencia del término de estabilizaciéon cuanto mayor es
el nimero de Reynolds (figura 2.4):

10!
10" o
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Numero de Reynolds (Re)

Figura 2.4: Coeficiente ( en funcion del nimero de Reynolds. Escala logarit-
mica.

Ecuaciones finales

Introduciendo la correccién de la incompresibilidad y el término de esta-
bilizacién en la forma débil (2.16), la ecuacion estabilizada quedaria:
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Ou

/(—pI+2,uD):V’UdQ +/pf( +u-V’u,)~de—|—

b — .
/Q<V~u—i—x>qu—|— Ee /QeTsupg(u~V'v)-RdQe—/Fntn vdl,
(2.45)

donde se ve que la diferencia con la ecuacién (2.16) son los términos § y ST.

Las ecuaciones discretizadas por el MEF quedarian finalmente:

My + N(UA)UA + Kuy + ST(UA)UA + QTp[ =F (2.46&)
Qua+Gp;=0 (2.46b)

siendo la expresién ST (u4)u, los sumandos anadidos por la estabilizacion.
Se ha escrito de tal forma para resaltar la no linealidad de estos sumandos.

2.3.3. Implementacion computacional

Las ecuaciones finales (2.46) se han implementado en un cédigo de ele-
mentos finitos llamado FEAP (TAYLOR [2000a]). Concretamente, lo que se ha
hecho es anadir una subrutina con un nuevo elemento (elemento de fluido),
al cual se llama desde el coédigo principal del programa.

En el apéndice B se comentan algunas particularidades de la implemen-
tacion y en el ejemplo numérico del apartado 2.4.1 se muestra un analisis de
cémo afecta la linealizacion del término ST" para construir la matriz tangente
en cuanto al nimero de iteraciones necesario.

Se ha implementado el elemento de tal forma que sea valido para 2D,
3D y flujo axilsimétrico, tanto para estado estacionario como para estado
transitorio. Asimismo, se ha hecho versién para el flujo de Stokes, esto es,
cuando el término convectivo p,u - Vu se puede despreciar.

En el cuadro 2.3 se muestran todos los elementos implementados, todos
ellos pudiendo funcionar en régimen estacionario o transitorio. También se
incluyen aqui los elementos en formulaciéon ALE, aunque estos elementos se
utilizaran en el capitulo 4.

2.4. Ejemplos de validacion

Para la verificacién de las prestaciones computacionales de los elementos
programados se han realizado varios ejemplos de validacion. A continuacién
se muestran cuatro de ellos en los que se ha incluido el flujo de Womersley, que
se ha elegido por ser un caso de régimen transitorio con solucién analitica y
por ser un caso donde hay que imponer presiones como condicién de contorno.
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Elemento | Nombre Caracteristicas
1 st2w | Stokes 2D
2 st3w | Stokes 3D
3 axwo | Stokes en flujo axilsimétrico
4 din2 | Navier-Stokes 2D
5 din3 | Navier-Stokes 3D
6 axni | Navier-Stokes en flujo axils.
7 sui2 Navier-Stokes 2D con estabilizacion SUPG
8 sui3 | Navier-Stokes 3D con estab. SUPG
9 axsu | Navier-Stokes en flujo axils. con estab. SUPG
10 nsa2 | Navier-Stokes 2D con formulaciéon ALE
11 nsa3 | Navier-Stokes 3D con form. ALE
12 axal | Navier-Stokes en flujo axils. con form. ALE
13 sua2 | Navier-Stokes 2D con form. ALE y estab. SUPG
14 sua3 | Navier-Stokes 3D con form. ALE y estab. SUPG
15 axau | Navier-Stokes axils. con form. ALE y estab. SUPG

Cuadro 2.3: Nombre y descripcion de los elementos implementados.

Asi este ejemplo nos permite conocer si se ha implementado correctamente
la presion en el elemento.

El vector velocidad se denota con u, y sus componentes se denotan con u
la velocidad horizontal y v la velocidad vertical. En estos cuatro ejemplos no
se explicitan las unidades, pudiendo tomarse cualquier sistema consistente.

Las trayectorias y lineas de corriente que se muestran se han calcula-
do mediante integracion implicita del campo de velocidades, detallandose el
procedimiento en el apéndice C.

Observaciéon. La trayectoria de una particula es la curva que realmente des-
cribe dicha particula teniendo en cuenta que el campo de velocidades cambia
en cada instante de tiempo. Por otra parte, las lineas de corriente son las
curvas tangentes al campo de velocidades en un instante determinado. En
estado estacionario las trayectorias y las lineas de corriente coinciden.

2.4.1. Flujo confinado en una cavidad

Este problema es ya un clésico de la mecédnica de fluidos (GHIA ET AL.
[1982], MULDER [1997], ARMERO [1993]). Consiste en un dominio cuadrado
donde no entra ni sale fluido, sino que tinicamente existe circulacién interior
mediante la imposicién de una velocidad tangencial en la parte superior (fi-
gura 2.5).

Descripcion del problema:

a) Imposicién de una velocidad uniforme de valor unidad (u = 1) en el borde
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Figura 2.5: Geometria del darea de confinamiento de la cavidad.

superior de la cavidad.

b) Condicién de no deslizamiento en las paredes laterales e inferior, lo cual
equivale a anular la velocidad (v = 0) en el resto del contorno.

c) Se toma L = 1. La densidad del fluido es p, = 1 y la viscosidad p se
modula para conseguir el nimero de Reynolds que queramos. Con los
parametros anteriores, resulta sencillamente Re = pu=1.

d) Los resultados que se muestran es cuando se alcanza la situacién estacio-
naria salvo en el dibujo con las trayectorias de algunas particulas (figura
2.9, izquierda).

Los resultados con los que se van a validar nuestros resultados se han
tomado de GHIA ET AL. [1982]. En dicho articulo se resuelven las ecua-
ciones de fluido en régimen estacionario para diversos niumeros de Reynolds
(incluidos Re = 400 y Re = 10000) mediante diferencias finitas y técnicas
multi-malla, mostrando los resultados numéricos tabulados a lo largo de las
secciones A y B, con lo que se facilita la comparacion. También muestra las
lineas de corriente, con lo que se pueden comparar al menos cualitativamente
con las obtenidas aqui.

Cabe comentar que en este problema la formacién de vértices secunda-
rios, terciarios, etc... va incrementandose conforme aumenta el nimero de
Reynolds, pero los vortices mas pequenos no se pueden captar si la malla no
es lo suficientemente fina. De ahi que cuanto mayor es Re, mas fina ha de ser
la malla (al menos en las dos esquinas inferiores y en la superior izquierda).
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Caso de Reynolds = 400

Para este ntimero de Reynolds se ha utilizado una malla uniforme de
100x100 elementos, observando que es suficientemente fina para captar los
vortices primarios y secundarios formados en ambos lados de la parte inferior.

En la figura 2.6 se muestran los contornos de velocidad horizontal asi
como el perfil de dicha velocidad en la seccion A, que pasa por el centro
geométrico. Este perfil concuerda muy bien con el obtenido en GHIA ET AL.
[1982]. Andlogamente, en la figura 2.7 se muestran los contornos de velocidad
vertical y el perfil de esta velocidad en la seccion B, que también pasa por
el centro geométrico. También se observa una buena correspondencia con los
resultados de la literatura.
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Figura 2.6: Velocidad horizontal y perfil en la seccion A. Re = 400.
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Figura 2.7: Velocidad vertical y perfil en la seccion B. Re = 400.

La figura 2.8 muestra las curvas isobaras. Como se estan utilizando ele-
mentos con un nodo de presion se ha realizado una proyeccion de la presion
del elemento a la presién en los nodos dentro del mismo programa de elemen-
tos finitos FEAP. Esta interpolacion consiste en hacer una media ponderada
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de la presion de cada elemento que contiene al nodo. La ponderacion es el
area del elemento.

Figura 2.8: Representacion cualitativa de las curvas isobaras. Re = 400.

Observaciéon. En la figura 2.8 inicamente se muestran las curvas isobaras
de forma cualitativa y no su valor, ya que la presion y las tensiones en las
esquinas superiores dependen de cudn fina ha sido la discretizacion. Esto es
unicamente un efecto local y para una distancia suficientemente lejana las
presiones no dependen de la discretizacion. La razon es que en el problema
se impone velocidad en los nodos de la linea superior, pero en los nodos
siguientes de los laterales se restringe dicha velocidad. Por tanto, cuanto mds
fina sea la malla, mayores serdn los gradientes de velocidad en los laterales de
la parte superior y por tanto las tensiones y la presion. No obstante, las lineas
rojas indican altas presiones y las azules bajas presiones. Esta consideracion
también se aplicard al caso de la siguiente seccion, y en general, a todos los
casos donde directa o indirectamente se imponga un gradiente de velocidad
que depende de la discretizacion hecha.

En la figura 2.9, a la izquierda se muestra la trayectoria real de unas
particulas materiales situadas en el instante inicial en los puntos del dominio
(0.05, 0.05), (0.2, 0.2), (0.5, 0.5), (0.9, 0.95) y (0.9, 0.05), los cuales se han
senalado con un pequeno circulo. En la parte derecha de dicha figura se
observan las lineas de corriente cuando se alcanza el estado estacionario. La
trayectoria de las particulas en la parte inferior derecha e izquierda son desde
el principio practicamente las mismas que en el estado estacionario, debido
a que la velocidad de esos vortices es muy pequena.

Obsérvese que los vértices primarios son grandes y se ven perfectamente,
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Figura 2.9: Trayectoria de las particulas en régimen transitorio (izquierda) y
lineas de corriente en estado estacionario (derecha). Re = 400.

pero los secundarios son demasiado pequeiios y apenas se aprecian. Compa-
remos también la localizacion del centro de los vértices con la obtenida en
GHIA ET AL. [1982] dando las coordenadas cartesianas de éstos.

Vortice Ghia Trabajo presente

Principal 0.5547, 0.6055 | 0.5565, 0.6062
Primario inferior izquierda | 0.0508, 0.0469 0.05, 0.046
Primario inferior derecha | 0.8906, 0.125 0.886, 0.122

Cuadro 2.4: Coordenadas del centro de los vortices en la cavidad. Re = 400.

Caso de Reynolds = 10000

Para comprobar el efecto de la estabilizacién se ha repetido el caso con
Re = 10000. La malla utilizada es de 300x300 elementos. Dicha malla no
es uniforme, sino que en las esquinas inferiores se han utilizado elementos
de menor tamano que en el centro y parte superior. En la figura 2.10 se
muestran los contornos de velocidad vertical del elemento no estabilizado,
donde se aprecia en la parte superior la oscilacién espuria de ésta.

A continuacion se muestran los resultados del elemento estabilizado. En
la figura 2.11 se observan los contornos de la velocidad horizontal, asi como el
perfil de dicha velocidad en la seccion A, donde se producen unos gradientes
mucho mas acusados que en el caso anterior con Re = 400. La figura 2.12
muestra la velocidad vertical, la cual se puede comparar con la figura 2.10.
La estabilizacién ha eliminado las oscilaciones espurias. Nuevamente en el
perfil de velocidad se observan mayores gradientes de velocidad. En cuanto a
la comparacién con GHIA ET AL. [1982] se observa que los perfiles son algo
mas amplios que en nuestro trabajo.
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Figura 2.10: Velocidad vertical con el elemento sin estabilizar. Re = 10000.
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Figura 2.11: Velocidad horizontal y perfil en la seccion A. Re = 10000.

En la figura 2.13 se muestran las trayectorias y lineas de corriente. A la
izquierda estan las trayectorias desde el instante inicial en los mismos puntos
que en el caso anterior, donde se pueden observar las diferencias respecto a
la figura 2.9. Se ha dibujado una de las lineas en rojo para mayor claridad.
A la derecha se observan las lineas de corriente al final cuando se alcanza
el estado estacionario. El vortice primario de la parte inferior derecha ahora
tiene un transitorio mayor que en el caso anterior. También ha aparecido un
vortice primario en la esquina superior izquierda que en el caso anterior no
existia. Ademads, el vértice secundario en la esquina inferior derecha se ha
desarrollado mucho mas y es claramente visible, no ocurriendo lo mismo con
el secundario de la esquina inferior izquierda, que sigue siendo muy pequeno.

Las lineas de corriente también se han comparado con MULDER [1997],
observando buena concordancia.

En el cuadro 2.5 se compara el centro de los vértices principales.

Se observa una desviacién mayor en los dos vortices de la parte inferior
derecha, posiblemente por tener localmente nuestra malla en esa zona un



42 2.4. Ejemplos de validacion

) ‘ " Ghia -

Trabajo presente

-6.45E-01
-5.63E-01
-4.81E-01
-3.99E-01
-3.17E-01
-2.35E-01
-1.53E-01
-7.11E-02 -0.3 =
1.08E-02 + l
9.28E-02 -0.4 |
1.75E-01

-0.5 |

2.57E-01

3.39E-01 jH:
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Coordenada horizontal

Figura 2.12: Velocidad vertical y perfil en la seccion B. Re = 10000.
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Figura 2.13: Trayectoria de las particulas en régimen transitorio (izquierda)
y lineas de corriente en estado estacionario (derecha). Re = 10000.

Vortice Ghia Trabajo presente
Principal 0.5117, 0.5333 0.515, 0.528
Primario superior izquierda | 0.0703, 0.9141 0.067, 0.913
Primario inferior izquierda | 0.0586, 0.1641 0.065, 0.155
Primario inferior derecha | 0.7656, 0.0586 0.814, 0.066
Secundario inferior derecha | 0.9336, 0.0625 0.96, 0.034

Cuadro 2.5: Coordenadas del centro de los vortices en la cavidad. Re = 10000.

tamano de elemento mayor que en GHIA ET AL. [1982], ya que para niimeros
de Reynolds elevados la captura de los vértices es muy sensible a la finura de
la discretizacion utilizada.

A continuacién y dentro de este mismo ejemplo se muestra un experi-
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mento numérico para estudiar cémo afecta la linealizacion del término ST
en la velocidad de convergencia. Como ya se comenté en el apartado 2.3.2 el
término de estabilizacion ST es no lineal , por lo que hay que linealizarlo en
cada iteracién para calcular la matriz tangente de las ecuaciones. Hay varias
posibilidades para hacer esto, desde calcular su expresion exacta hasta no
incorporar su aportacién a la matriz tangente total. El problema esta en que
calcular la expresién exacta origina un coste computacional relativamente
elevado, aunque reduce el nimero de iteraciones hasta la convergencia. Por
ello, lo ideal seria llegar a una soluciéon de compromiso.

Para ello se han hecho pruebas de cudntas iteraciones se necesitan en cada
paso de tiempo dependiendo de céomo se linealice el término ST'. Se muestra
aqui el caso de Re = 400 con tres experimentos computacionales (ver figura
2.14). En el primero de ellos se linealiza de forma exacta el término ST
(curva azul). En el segundo se linealiza parcialmente: concretamente, en la
expresion (2.41) el residuo R se deja como constante y se linealiza el término
u - Vo (curva roja). En el tercero se construye la matriz tangente sin incluir
la aportacién de dicho término (curva verde).

14 T T T T T T T T
13 F Término ST totalmente linealizado i
Término ST parcialmente linealizado
ﬁ Sin la aportacién del término ST
10
9

Numero de iteraciones

— N W R Uy
~
-

0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05
Tiempo (At =0.01)

Figura 2.14: Distintas linealizaciones del término ST en el caso de flujo con-
finado en una cavidad. Re = 400.

Se observa que construir la matriz tangente sin la aportacion del término
ST no es rentable respecto al tiempo de célculo, ya que aumenta demasiado
el niimero de iteraciones. En cambio, con una linealizacion parcial el niimero
de iteraciones adicionales es mucho més bajo, poco mas que la linealizacion
exacta, por lo que si que compensa linealizar parcialmente el término de es-
tabilizacién. Por tanto, en la implementacién se ha seguido esta estrategia,
esto es, linealizar parcialmente, ya que el hacerlo de forma exacta aumen-
ta el coste computacional (implementacién y tiempo de CPU) més que la
compensacion por el nimero de iteraciones que nos ahorramos.
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Observacién. Para poder comparar de forma correcta hay que tener en
cuenta no solo el numero de iteraciones sino también el tiempo en hacer
cada iteracion. Por ello, para problemas con decenas de miles de grados de
libertad si compensa linealizar totalmente el término ST, ya que el tiempo en
resolver el sistema de ecuaciones de cada iteracion es muy elevado.

2.4.2. Flujo sobre un escalon inverso

El segundo ejemplo es también un clésico en la mecanica de fluidos. Con-
siste en la imposicién de una velocidad uniforme a la entrada de un tubo,
dejando libre el extremo de salida. La particularidad es el escalén en el tubo
que hace que se produzca una separacién de flujo y se formen torbellinos,
rompiéndose asi el flujo laminar. Estos remolinos son més extensos cuanto
mayor sea el nimero de Reynolds.

6a Ifl 5 40a
. ru=0 1v=0
=5 =4 la I I
v=20 >——7 |_fa | | oc-n=20
v=0 Tu=0'0=0
_—
2.55a ! |
6.12a '

Figura 2.15: Geometria del problema del escalon inverso.

Descripcion del problema:

a) Imposicién de una velocidad uniforme de valor unidad (u = 1) en el
extremo inicial.

b) Condicién de no deslizamiento en la pared del tubo, lo cual equivale a
anular la velocidad (u = 0) en el resto del contorno.

c) Setoma a = 1. La densidad del fluido es p, = 1 y la viscosidad se adapta
para conseguir un numero de Reynolds Re = 389 y asi poder comparar
con los resultados experimentales de ARMALY ET AL. [1983]. De ahi
resulta g = 5.14 - 1073,

d) Se ha utilizado una malla densa (16 elementos en la direccién vertical
en la zona del escalén) con el fin de captar adecuadamente la zona de
recirculacion, sobre todo a efectos de poder calcular con precision las
lineas de corriente.
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e) Los resultados se muestran en estado estacionario salvo las lineas de
corriente y perfiles en distintos instantes del transitorio (figura 2.19).

Es importante senalar que el nimero de Reynolds para este problema se
ha definido como en ARMALY ET AL. [1983], esto es:

_ 2apsu
1

donde 2a es el didmetro hidraulico para este problema °. Se ha elegido el
ejemplo con Re = 389 porque en ARMALY ET AL. [1983] los resultados
experimentales coinciden bien con los tedricos (cuanto menor es Re mejor
coinciden).

En el citado articulo se muestran los resultados experimentales en estado
estacionario. Concretamente se registra el perfil de velocidad en varias sec-
ciones, incluidas las marcadas con A y B en la figura 2.15, que son las que
compararemos.

En las figuras 2.16 y 2.17 se muestran los contornos de velocidad horizon-
tal y vertical respectivamente.

Re (2.47)

-1.62E-01
-3.94E-02
8.34E-02
2.06E-01
3.29E-01
4.52E-01
_ = 5.75E-01
6.97E-01
8.20E-01
9.43E-01
1.07E+00
1.19E+00
1.31E+00

Figura 2.16: Contornos de velocidad horizontal. Re = 389.

-1.13E-01
-9.75E-02
-8.22E-02
-6.68E-02
-5.14E-02
-3.61E-02
- e -2.07E-02
-5.30E-03
101E-02
2.54E-02
4.08E-02
5.62E-02
7.16E-02

Figura 2.17: Contornos de velocidad vertical. Re = 389.

En la figura 2.18 se comparan los resultados experimentales de ARMALY
ET AL. [1983] con los obtenidos aqui en las dos secciones A y B (ver fi-
gura 2.15). La correspondencia es bastante buena. Cabe comentar que para
este nimero de Reynolds la estabilizacion no es necesaria, ya que se ha com-
probado que los resultados son practicamente indistinguibles utilizando la
estabilizacion o sin ella.

5El didmetro hidraulico es la relacién entre el cuddruple del drea de la seccién y el
perimetro mojado.
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Seccién A Seccion B
1 1
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Figura 2.18: Comparacion del perfil de velocidades en las secciones A y B.

Re = 389.

Para observar el régimen transitorio se han obtenido las lineas de corriente
en distintos instantes de tiempo (recordar que cuando se alcanza el régimen
estacionario éstas corresponden a las trayectorias reales). También se mues-
tran los perfiles de velocidad horizontal en distintas secciones.

i |
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e o 02000000 ) IIIIID)
= ‘ — =
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2000000000000 0)))))))))

t=100

= |

e, 22 0000000000000 0)))))))

Estado estacionario

‘@ |

o2 2020000000000 )0)))))))

Figura 2.19: Lineas de corriente y perfiles de velocidad horizontal. Re = 389.

Vortice Trabajo presente
Primario inferior | 9.0555, -0.4135

Cuadro 2.6: Coordenadas del centro del vortice en el escalon inverso respecto
los ejes de la figura 2.15. Re = 389.

2.4.3. Flujo de Womersley

El flujo de Womersley es un caso con solucién analitica para fluido de
Stokes. En hemodinamica no se puede hablar de un flujo de Womersley puro,
porque en primer lugar, el caudal no retrocede. Pero si es cierto que el flujo
sanguineo es pulsatil y en esto es similar al de Womersley.

En todo momento el régimen es transitorio, aunque podemos hablar que
se alcanza una solucion periddica. Es un problema axilsimétrico, pero la si-
mulacién se ha hecho en el cilindro completo para validar el elemento en tres
dimensiones.

Un interés adicional de este ejemplo es comprobar el funcionamiento de
la presién, ya que en el elemento utilizado la presion es un grado de liber-
tad interno que se condensa y sin embargo la comparacion de los resultados
obtenidos con los analiticos es correcta. De todas maneras, lo que realmente
se hace es imponer una tension normal, pero en un fluido en movimiento las
tensiones normales son practicamente iguales a la presion, y en un fluido en
reposo coinciden.

Descripcion del problema:

a) A la entrada se impone una presién uniforme de variacién sinusoidal
P = Pycos(wt), con los valores Py = 10. La frecuencia w se deja como
variable para modular los distintos casos. A la salida se impone presién
nula.
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Pared rigida

Presion

0 10 20 30 40 50
tiempo

Figura 2.20: Geometria del flujo de Womersley.

b) Las caracteristicas geométricas son L = 10y R = 1.

¢) La densidad es p, = 1.05 y la viscosidad p = 0.04.

Con los datos anteriores, el gradiente de presiones impuesto en la direccion
axial es:
dp 0— FPycos(wt) 0—10cos(wt)
0z L B 10
La forma del perfil de velocidades depende del parametro de Womersley,
que es adimensional, y denotandolo con « se define como:

a=R,[2 (2.49)
1

La solucion del flujo de Womersley nos proporciona la ley de velocidades
y el caudal en el tiempo. Para la velocidad dicha ley es (MAZUMDAR [1992]):

u(r,t) = Re {—@ (1 - M) eiwt} (2.50)

s Jo(1*2a)

donde J, es la funcién de Bessel ¢ de argumento complejo de orden 0, i = /—1
es la unidad imaginaria, r es la coordenada radial y Re significa que se toma
la parte real del nimero complejo resultante. Esta solucién analitica se ha
programado para obtener los valores de la velocidad y asi compararlos con
la solucién computacional de nuestro elemento. Para calcular la funcién de
Bessel Jj en este trabajo se ha utilizado la siguiente expresion:

= — cos(wt) (2.48)

Jo(z) = S (1) (f,j!)l (2.51)

6Para una descripcién exhaustiva de las funciones de Bessel ver DE CASTRO Y PASTOR
[1958].
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donde z es un niimero complejo. Respecto al sumatorio, utilizando unas cuan-
tas decenas de términos se obtiene practicamente el valor exacto.

Se han desarrollado 4 casos, cuyas frecuencias y correspondientes para-
metros de Womersley estan en el cuadro 2.7.

Frecuencia w | Pardmetro de Womersley «
0.4 3.24
0.7 4.29
1.2 5.61
1.8 6.87

Cuadro 2.7: Frecuencias y pardmetros de Womersley.

La malla utilizada para la simulacién numérica se muestra en la figura
2.21, la cual tiene 1936 nodos y 1620 elementos.

Figura 2.21: Malla del cilindro para el flujo de Womersley.

Los resultados se muestran en la figura 2.22, mostrandose la solucién a lo
largo de un didmetro genérico. Las curvas azules representan el valor de la
expresion analitica de la velocidad y en cruces rojas se muestran los resultados
del calculo numérico, concretamente el valor de la velocidad en cada nodo a
lo largo de un diametro. Cada curva representa el perfil en un instante del
tiempo.

Los resultados numéricos representan la situacién de régimen permanente,
una vez finalizado el transitorio. Se observa una concordancia perfecta entre
la solucién analitica y la numérica.

En el cuadro 2.8 se da una estimacién del parametro de Womersley «
para los distintos vasos sanguineos, lo cual puede darnos una idea de cémo
evoluciona el perfil de velocidades en el flujo sanguineo comparando con la
figura 2.22. Los valores se han calculado suponiendo la densidad p, = 1.05
g/cm?, la viscosidad pu = 0.04 Poise, y una frecuencia cardiaca de 72 latidos
por minuto con la que se obtiene w = 7.54 rad/s.

Se observa que la arteria aorta y la vena cava tienen un valor de a que
observando la figura 2.22 hacen pensar en un flujo bastante plano. En cambio,
en los vasos mas pequenos el perfil seria mas parabdlico. No obstante, en los
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capilares la hipdtesis de medio continuo para la sangre empieza a alejarse
demasiado de la realidad, asi que este andlisis hay que tomarlo con cautela.
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o1

Figura 2.22: Perfiles de velocidad en el flujo de Womersley. La linea azul

continua es la solucion analitica y los puntos rojos el resultado numérico.

Vaso Didmetro (cm) Pardmetro de Womersley «
Aorta 2.5 18

Arterias 0.4 3

Arteriolas 5-1073 0.035

Capilares 8-107* 0.006

Vénulas 2-1073 0.015

Venas 0.5 4

Vena cava 3 21

Cuadro 2.8: Pardmetros de Womersley para el sistema vascular.

2.4.4. Flujo rodeando un cilindro. Torbellinos de Von

Karman

Este problema es de naturaleza transitoria, aunque al contrario del caso
anterior, no se desprecia el término convectivo. Ademas no se dispone de
solucion analitica y nuestros resultados se comparan con los resultados de

ARMERO [1993].

v=20

7T=0

ha

Figura 2.23: Geometria del flujo rodeando un cilindro.

Descripcion del problema:

a) A la entrada se impone un flujo uniforme de velocidad u = 1.

b) En los bordes inferior y superior se restringe la velocidad vertical para
confinar el flujo en el dominio. En la direccién horizontal de estos bordes
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se impone condicion de contorno natural nula, esto es, tensién tangencial
nula. En el borde de salida también se imponen condiciones naturales,
esto es, tension nula.

c) Las caracteristicas geométricas son L = 20, h = 9.09 y ¢ = 1. Para situar
el cilindro dentro del rectangulo se ha tomado a = 4.5, hy = 4.5y hy =
4.59. La pequena diferencia entre hy y hs tiene como objetivo romper la
simetria del problema y forzar la formacién de los torbellinos.

d) La densidad es p, = 1 y la viscosidad p = 0.01.

e) El paso de tiempo para el célculo es At = 0.1 y la simulacién se ha hecho
hasta t ¢inq = 150.

El niimero de Reynolds para este problema se define como:

L

donde uy es la velocidad en el infinito por el lado de la entrada (que en
nuestro problema es us, = 1), resultando para este ejemplo Re = 100. Esta
comprobado que para Re < 40 se forman dos vortices simétricos y para
Re > 40 esos dos vortices se vuelven inestables formandose los torbellinos de
Von Karman.

Para hacer la malla de cuadrilateros se ha utilizado el programa de malla-
do que se ha desarrollado en el marco de esta tesis. La metodologia utilizada
con dicho mallador se describe en el apéndice D. También se ha utilizado el
mallado para anadir otra pequena asimetria, siendo el niimero de elementos
en la mitad superior ligeramente superior al niimero de elementos de la parte
inferior (ver figura 2.24).

wE

Figura 2.24: Malla de cuadrilateros obtenida con el mallador del presente
trabajo.

La inestabilidad del flujo laminar comienza aproximadamente en ¢ = 20.
El parametro caracteristico de este problema es el nimero de Strouhal S, que
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es adimensional y se define como:

¢

5= T0

(2.52)

donde ¢ es el diametro del obstaculo, T" es el periodo entre dos vortices
consecutivos y U la velocidad que hemos senalado antes como u.,. En este
caso se tiene ¢ = 1 y U = 1. Para calcular el periodo se ha medido el tiempo
en el que se forman 8 vortices consecutivos una vez alcanzada la solucion
periédica, habiendo resultado de aproximadamente 47 unidades de tiempo.
Entonces se tiene: T' = 47/8 = 5.875. Por lo tanto, el nimero de Strouhal
resultante del calculo numérico Sy, €s:

o 1
TU  5.875-1

Spum = =0.17021 (2.53)

Por otra parte, en la literatura existen varios resultados experimentales
para calcular el nimero de Strouhal. Por ejemplo, Strouhal (1878), Lord
Rayleigh (1915) 6 Roshko (1954) hicieron experimentos y dieron una férmula
para dicho numero. Utilicemos la de Roshko por ser la méas reciente, que
denotandolo con S, €s:

21.2
ros — 212 (1 — — 2.54
o122 -

Teniendo en cuenta que en nuestro caso Re = 100, obtenemos S,,s =
0.16706, con una desviacién que no llega al 2% del valor obtenido con el
experimento numérico Syum.

A continuacion se muestran los resultados de las lineas de corriente para
distintos instantes de tiempo. En la figura 2.25 se observa la evolucion desde
el principio hasta que se alcanza la solucién periddica.
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t=85 t=90

t=95 t=100

Figura 2.25: Fvolucion de las lineas de corriente. Re = 100.

En la figura 2.26 se observan los resultados cuando se han desarrollado
completamente los torbellinos y la solucion es periddica. A la izquierda estan
las lineas de corriente y a la derecha los contornos de velocidad horizontal. Se
elige un periodo de 6 (que es aproximadamente el periodo real) que va desde
t = 132 hasta t = 138. La periodicidad significa que en t = 138 se repite
la situacion de ¢ = 132, lo cual se ha indicado en la figura. Se observa una
buena concordancia con las lineas de corriente en ARMERO [1993].

t=132, t=138

aN e
- -

t=133
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t=134

t=135

B

t=136

t=137

=

-4.92E-01
-3.19E-01
-1.47E-01
2.56E-02
1.98E-01
3.70E-01
5.43E-01
7.15E-01
8.88E-01
1.06E+00
1.23E+00
1.41E+00
1.58E+00

Figura 2.26: Lineas de corriente y contornos de velocidad horizontal a lo largo

de un periodo. Re = 100.



Capitulo 3

Modelos matematicos de la
pared arterial

En este capitulo se plantea la formulacion de la pared arterial bajo las hi-
potesis de solido hiperelastico e isotropo. Se estudia el material de Ogden y el
material neohookeano, utilizando datos experimentales de ensayos de traccion
de la arteria aorta para ajustar los parametros de dichos materiales. Final-
mente se muestran dos ejemplos con solucién analitica para comparar con
el elemento utilizado (ya implementado en FEAP) y verificar que el material
trabaja correctamente con los parametros ajustados de los ensayos.

3.1. Descripcion de la pared arterial

La pared arterial es un tejido bioldgico blando que esta estructurado en
tres capas sensiblemente diferenciadas: intima, media y adventicia, estando
éstas separadas por membranas eldsticas (FAuCI ET AL. [1998]) (ver figura
3.1).

[ntima \ 4 -.:1:_“:_' 5 '

’ . . k™
Membrana elastica interna -—

Media—=
Membrana elédstica externa——~ %._

e
Al

Adventicia

Figura 3.1: Estructura de la pared arterial.

Los tejidos bioldgicos son agrupaciones de células que realizan una funcion
similar y de material extracelular como colageno y elastina. Se pueden dividir
en blandos y duros. Los tejidos blandos, también llamados conectivos, son
los que unen, soportan y protegen otras estructuras y oérganos de los seres
vivos. Se caracterizan por su gran flexibilidad y bajas propiedades mecanicas.

o7
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Ejemplos de tejidos blandos son los vasos sanguineos, cartilagos, musculos,
nervios y ligamentos. En oposicion a éstos estan los tejidos bioldgicos duros
o mineralizados, como los huesos y los dientes.

Las caracteristicas de las 3 capas de la pared arterial son las siguientes:

a) Intima. Es la superficie interior y estd formada por una capa de células
endoteliales, que son las que estan en contacto directo con el flujo sangui-
neo y por tanto las que reciben la tensién tangencial de éste. Asimismo
estas células se orientan en la direccion predominante del flujo. Una de
las misiones de esta capa es mantener la sangre en estado liquido, fun-
damentalmente por medio de cofactores como la antitrombina III, que
actia como inhibidor de la actuacion de la trombina.

b) Media. Es la capa intermedia, la méas gruesa de las tres y la que presenta
mayor capacidad de soporte de la estructura. Esta constituida por células
musculares, fibras de colageno, elastina y matriz de relleno. Dependiendo
del tipo de arteria esta capa tendra mayor o menor importancia. Por
ejemplo, en las arterias préximas al corazén el grosor de esta capa es
mayor debido a la mayor presion interna que ha de soportar la arteria.

¢) Adventicia. Es la capa externa y consiste principalmente en fibras de
colageno, sustancia intercelular, fibroblastos y elastina.

Para el tipo de arterias objeto de este trabajo la capa intermedia es la
mas relevante a la hora de obtener las caracteristicas mecdnicas. Las arte-
rias de mayor didmetro se llaman también arterias eldsticas porque la capa
media, aparte de ser mas gruesa, estd compuesta en su mayoria por fibras
elasticas. Esto hace que sean susceptibles de deformarse y puedan aumentar
su didmetro para almacenar parte de la sangre, entrando en la linea de la
teoria de Windkessel (consultar apartado 1.3.2).

En las arterias de menor diametro y arteriolas la capa intima es de menor
espesor y ademas esta formada mayormente por células musculares, lo cual
no les confiere propiedades elasticas.

Las fibras elasticas tienen un comportamiento elastico no lineal, ya que
plastifican a partir de un determinado nivel de deformacién (BEST Y TAYLOR
[1993]). En cambio, las fibras de coldgeno empiezan a coger tensién a partir
de un nivel mas elevado de deformacién, pero su rigidez es muchisimo mayor.
La combinacién de ambos grupos de fibras da lugar al comportamiento de la
pared como se muestra en la figura 3.2.

Otra de las caracteristicas de la pared arterial es la anisotropia. Exis-
ten direcciones preferentes influenciadas por la disposicion de las fibras de
colageno. En las paredes arteriales se distinguen dos familias de fibras en
direcciones distintas (Fung [1993]).

Otros fendmenos presentes en el comportamiento de los tejidos bioldgicos
son el dano, la viscosidad, la remodelacion, y la influencia de la temperatura
en las propiedades mecanicas.
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Fuerza

Fibras elasticas

Fibras de coldgeno

Deformacion ()

Figura 3.2: Comportamiento de las fibras eldsticas y de colageno por separado
y en combinacion.

En esta tesis inicamente interesan las arterias elasticas, luego nos centra-

remos en un modelo constitutivo para estas arterias particulares.

Segun las caracteristicas anteriormente citadas, los modelos constitutivos

més apropiados para los tejidos blandos en general (y paredes arteriales en
particular) serian:

a)

Modelos no lineales, dadas las grandes deformaciones que presentan. Por
ejemplo, en una arteria como la aorta humana el alargamiento principal
en condiciones normales puede ser \; ~ 1.2. Una de las formulaciones
de mayor difusién para este tipo de modelos es la del solido hipereldstico
(HuMPHREY [1995]).

Modelos transversalmente isétropos, debido a la presencia de direcciones
preferentes influenciadas por la disposicién de las fibras de colageno.

Una de las hipdtesis usualmente aceptada es la del comportamiento iso-
corico de los tejidos biolégicos, debido a la presencia de agua en mas de
un 70 % (FAuct ET AL. [1998]).

Modelos que contemplen comportamientos adaptativos frente a acciones
externas (RACHEV [2001]). Asi, se denomina remodelacion a la variacién
de las propiedades del material (remodelado estructural) y a la variacién
de la geometria por aumento de masa (remodelado madsico), también
llamado crecimiento (RODRIGUEZ ET AL. [In press|, RODRIGUEZ ET AL.
[2003]).

Presencia de tensiones residuales. Las tensiones residuales provienen del
hecho de que las paredes arteriales estan pretensadas longitudinal y cir-
cunferencialmente. Este hecho se manifiesta por el angulo de apertura
cuando se corta longitudinalmente una arteria, reflejandose asi la presen-
cia de tensiones residuales en la direccién circunferencial (FunG [1993]).
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f) Acoplamiento con las variables termodindmicas, principalmente con la
temperatura. Se han hecho experimentos donde se ha comprobado que
las propiedades mecénicas varfan en funcién de la temperatura (ATIENZA
ET AL. [2005]).

3.2. Formulacion de la mecanica de medios
continuos

Se muestran a continuacion las principales expresiones de la mecanica de
medios continuos que se usaran mas adelante a efectos de reflejar la nota-
cién seguida. Bajo esta formulacion queda implicita la asuncion de todas las
hipotesis de la mecanica de medios continuos. Una descripcion detallada y
mas formal de estos conceptos se puede ver en TRUESDELL [1977], GURTIN
[1981] 0 GONZALEZ Y STUART [1995].

3.2.1. Cinematica

Si denotamos con ¢ la funcién que lleva los puntos materiales X en la
posicion de referencia a la posicién actual x se tiene que & = (X, t) (ver
figura 3.3).

Configuracién sin deformar

- ~

e N Configuracién deformada

F.dX

Figura 3.3: Cinemdtica del solido continuo.

El tensor de deformaciones F' es:
dp(X,t)
0X
denotando con Grad el gradiente en la configuracién de referencia.

Un resultado importante que se usara en las ecuaciones de los modelos
isotropos es el teorema de descomposicion polar del tensor de deformacién.
Dicho teorema demuestra que F' se puede expresar de forma tnica como:

F=RU F=VR (3.2)

F = = Grad ¢(X,t) (3.1)



Capitulo 3. Modelos matematicos de la pared arterial 61

siendo R un tensor ortogonal (una rotacién) y U y V son tensores simétri-
cos definidos positivos, llamados tensor de alargamiento derecho y tensor de
alargamiento izquierdo respectivamente (GURTIN [1981]).

Los autovalores de U y V son tres valores reales y se denotaran con Ay,
A2 v A3. Una consecuencia de la ortogonalidad de R es:

J=detF =detU = Al)\g)\g (33)

El tensor de Cauchy-Green por la derecha C'y el tensor de Cauchy-Green
por la izquierda b se definen tal que:

C=F'F=U? b=FF' =V? (3.4)

Otras medidas de la deformacion son las dadas por el tensor de deforma-
cion de Green E y por el tensor de Almansi e.

1 1 —1
E=3(C-1I) e=(I-b" (3.5)

Y el tensor de deformacion infinitesimal € es:
1 .
€= 5(Vd +vld) = veind (3.6)

donde d es el vector de desplazamientos del sélido y el simbolo V5™ es el
operador gradiente simétrico, el cual ya se utilizé en el capitulo anterior.

3.2.2. Tensiones

Denotamos con o al tensor de tensiones de Cauchy. El primer tensor de
Piola-Kirchhoff P es (ver figura 3.4):

P=JoF " (3.7)

El tensor de Kirchhoff T se define como 7 = Jo y el segundo tensor de
Piola-Kirchhoff S es:
S=F'7F" (3.8)

Observacién. Fl tensor S se obtiene aplicando el operador pull-back al
tensor de Kirchhoff (MARSDEN Y HUGHES [1983)).

3.2.3. El tensor de elasticidad

La linealizacién del tensor S es necesaria para resolver problemas con
materiales no lineales. De esta linealizacién surge el tensor de elasticidad en
la. descripcién material C, que es por definicién

!Para las demostraciones de las expresiones de este apartado ver por ejemplo HOLZAP-
FEL [2000].



62 3.2. Formulacién de la mecanica de medios continuos

Conﬁguraciénj\?in deformar Configuracién deformada

t=on

X3

X1

Figura 3.4: Tensiones y tensores de tension en las configuraciones de refe-
rencia y deformada.

98(C) 0Sap

0 en componentes Capcp =2
dCcp

(3.9)

Utilizando el tensor de elasticidad se puede calcular el incremento de
tensiones en funcién del incremento de deformaciones con una aproximacion
de primer orden:

1
AS =C:AE siendo AE = 5(FTV(Ad) + (F'v(Aad)")  (3.10)

donde se ha utilizado la definicién de E dada en (3.5). A representa un
incremento infinitesimal y V, como es usual, el operador gradiente.

El tensor de elasticidad tiene unas propiedades llamadas simetrias meno-
res, a saber:

Capcp = Cpacp = Cappe (3.11)

que se deducen de la simetria de los tensores C' y S.

Analogamente se puede definir el tensor de elasticidad en la configuracion
deformada ¢ como el push-forward de C dividido por J (MARSDEN Y HUGHES
[1983]):

Cabed = I FuaFopFoc FapCapen (3.12)

donde se ha utilizado el convenido de sumacién de Einstein mediante el uso
de indices repetidos mudos (las letras mayusculas en este caso). El tensor ¢
también cumple las simetrias menores, esto €s: Coped = Chacd = Cabde-

La férmula equivalente a (3.10) pero en la descripcién espacial es:

Ao =c:Ae siendo Ae= %(Vd +Vid) = Ae (3.13)
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3.3. Modelos hiperelasticos para tejidos bio-
l6gicos blandos

Las arterias en las que se produce la interaccion con el flujo sanguineo son
elasticas. Como se comentd en el apartado 1.3.2, solamente en las arterias
de mayor diametro es donde se produce el fenémeno de interaccién, que
precisamente es debido a que estas arterias tienen mayor contenido de fibras
elasticas en la capa media.

También es deseable considerar la incompresibilidad, que a efectos del
modelo matematico se reduce a una ecuacion de restriccion cinemaética, como
se mostrara posteriormente.

Los materiales eldsticos se definen como aquéllos en los que hay una
correspondencia biunivoca entre su estado de deformaciéon y su estado ten-
sional. El resto de los materiales se definen por exclusiéon como ineldsticos.

Los materiales hiperelasticos son un subconjunto de los materiales elas-
ticos. Un material es hipereldstico si su densidad de energfa libre 2 ¥ en la
configuracion de referencia €2y es funcion exclusivamente del estado de defor-
macién (HOLZAPFEL [2000]). Siendo asi, se puede escribir ¥ = W(F') 6 bien
de acuerdo con (3.4) ¥ = U(C). En estas condiciones, dada la independencia
de la energia a los procesos térmicos (hipdtesis hecha anteriormente) y la im-
posibilidad del aumento de la entropia, el aumento de la energia libre dW es
equivalente al aumento de la energia interna dFE, y esta tltima es provocada
por el trabajo realizado por las fuerzas internas dW. De aqui se tiene que el
aumento de energia libre es igual al trabajo realizado de las fuerzas internas:

AU = dW (3.14)

Por lo tanto es equivalente utilizar la funcion de energia ¥ a utilizar la
funcién que represente el trabajo acumulado de las fuerzas internas W, por lo
que se utiliza esta ultima, que depende unicamente del estado de deformacién
del solido W = W(F) 6 W = W(C). Esta funcion W debe respetar ciertas
condiciones, como la de objetividad y convexidad. La ecuacion constitutiva de
cada material se reduce entonces a buscar su funcion de densidad de energia
w.

Los materiales hiperelasticos también se llaman conservativos, ya que tie-
nen la propiedad de que en una trayectoria cerrada la disipacién interna es
nula, en oposicién a los materiales disipativos (con comportamiento viscoso
por ejemplo).

A continuacion se exponen las expresiones de los tensores de tensiones y
del tensor de elasticidad vistas en los apartados anteriores particularizadas
para un material hiperelastico. Todas las expresiones se pondran en términos
de la funcién de densidad de energia W.

2La energia libre es ¥ = E — T'S, donde E es la densidad de energia interna, T la
temperatura y S la densidad de entropia, todas ellas variables de estado.
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El primer tensor de Piola-Kirchhoff P queda (HoLzAPFEL [2000)):

_ OW(F)

P=—0r (3.15)

y a partir de (3.15) y aplicando expresiones del apartado 3.2.2 se obtiene:

= 23W—(C) o= 2J’1F3W—(C)FT (3.16)

o ocC ocC

Observaciéon. La derivada de la funcion de densidad de energia W respec-

to a un tensor se ha expresado en (3.15) wutilizando una forma compacta de

escribir, pero ha de entenderse que hay que derivar componente a compo-

OW (F) OW (F)
oOF

OF, 2
ver todas las expresiones desarrolladas en subindices consultar HOLZAPFEL

[2000).

nente. Por ejemplo P = significa en realidad P,y = . Para

La expresion del tensor de elasticidad C en el caso de material hiperelds-
tico queda:
0*W(C)
oCoC

donde se ha aplicado (3.9) teniendo en cuenta la expresién para S en (3.16).

Ahora el tensor de elasticidad tiene propiedades suplementarias a las sime-
trias menores (que son generales y ya expresadas en (3.11)). Concretamente
se cumple que:

C=4 (3.17)

c=cT 6 en componentes Cascp = Ccopag (3.18)

y son llamadas simetrias mayores. Las simetrias menores junto con las mayo-
res hacen que las 81 componentes iniciales de C se reduzcan a 21 componentes
independientes en cada estado de deformacion.

Observacién. La condicion de simetria C = CT es una condicién necesaria
y suficiente para que un material sea hipereldstico. De hecho, se puede definir
un material hipereldstico como aquel en el que se cumple C = CT. Esto
quiere decir que esta condicion es equivalente a la existencia de la funcion
de densidad de energia W. Ademds, las simetrias mayores hacen que cuando
mas tarde se discreticen las ecuaciones aplicando elementos finitos, la matriz
de rigidez sea simétrica, con las consiguientes ventajas computacionales.

Una ventaja fundamental de utilizar la hipoétesis de hiperelasticidad es
que, como se esta viendo, existe una formulacién matematica muy desarro-
llada, asi como varios modelos constitutivos propuestos y asentados ya en
la literatura. Los inconvenientes de esta hipdtesis es, en primer lugar, que
por si sola no permite reflejar fenémenos viscosos, asi como el acoplamiento
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con fenémenos termodinamicos debido a la disipacién de energia en forma de
calor.

No obstante, en este trabajo el objetivo fundamental es desarrollar méto-
dos numéricos para la interaccion. Y la utilizacién de modelos hiperelasticos
aportan resultados mas realistas que los modelos lineales.

3.3.1. Hiperelasticidad is6tropa

Una divisién alternativa de los materiales es clasificarlos en isdtropos y
anisotropos. La isotropia se caracteriza por una igualdad en el comporta-
miento en cualquier direccién del espacio. En cambio, los sélidos anisétropos
tienen al menos una direccién de comportamiento diferente. En lenguaje mas
formal, un material es isétropo cuando su respuesta material no cambia ante
cualquier rotacion en la configuracion inicial.

En particular, su funcion de densidad de energia W es invariante frente
a rotaciones, luego se puede escribir W(F) = W(F - Q) para todo tensor
ortogonal @ € SO(3), siendo SO(3) el grupo de los tensores ortogonales
propios en 3 dimensiones. Se dice que el grupo de simetrias del material
coincide con el de rotaciones (para una descripcién detallada de las simetrias
materiales, véase por ejemplo TRUESDELL [1977]).

La introducciéon de la hipétesis adicional de isotropia simplifica notable-
mente los modelos en el aspecto matematico aunque hace que no se puedan
considerar las direcciones preferentes de orientacién de las fibras en la pared
arterial.

Una vez asumida la isotropia, la funcién de densidad de energia W se
puede expresar en funcién de los invariantes del tensor C, que los denotamos
con (I, I3, I3), o bien en funcién de los alargamientos principales (A1, A, A3)
de U.

A continuacion se explicitan las expresiones para el caso de los alarga-
mientos principales, esto es, W = W (A1, A2, A3), que es lo que se ha utilizado
en esta tesis.

Observaciéon. Las expresiones suelen salir mds cortas y compactas si se
escriben en funcion de los invariantes. La ventaja de utilizar como variables
los alargamientos principales es que en los ensayos experimentales es lo que
podemos medir directamente. En nuestro caso los pardmetros de los modelos
se van a ajustar con datos experimentales, luego utilizamos la formulacion
en alargamientos principales.

Funcién de los alargamientos principales

Obtengamos la expresién de las tensiones. Se puede demostrar que para
un material isétropo el tensor de tensiones de Cauchy o tiene las mismas
direcciones principales que el de alargamiento izquierdo V', siendo expresable
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de la forma (HoLzAPFEL [2000]):

ow
“ O,

o= g OgMy @My, siendo o, =J~

a=1

(3.19)

donde J es funcién de los alargamientos segin la expresién (3.3). Andloga-
mente, el segundo tensor de Piola-Kirchhoff S tiene las mismas direcciones
principales que el de alargamiento derecho U, quedando:

10w
A OX,

3
S = ZSaNaQQNa, siendo S, =

a=1

(3.20)

Observaciéon. Los tensores de alargamiento U y V' son magnitudes cine-
mdaticas. Por tanto, lo que estamos haciendo es deducir propiedades de los
tensores de tensiones a partir de magnitudes exclusivamente cinemdticas, sin
introducir ninguna hipotesis adicional sobre la ecuacion constitutiva particu-
lar del material. De ahi la importancia y utilidad de las expresiones (3.19) y

(3.20).

La expresién del tensor de elasticidad C se puede obtener a partir del
segundo tensor de Piola-Kirchhoff S con la siguiente expresién (ver HOL-
ZAPFEL [2000] para una demostracién):

3
10
ZA— “N.®@N,® N, @ N +
L 3.21
S (3.21)

g (NN, @ N, @ Ny + N, @ Ny @ N, @ N,)

a;ﬁb
donde es conveniente recordar que los autovalores de C' son los mismos que de
U 6 V, pero elevados al cuadrado. Esto es, si A\, es autovalor de U, entonces
A2 es autovalor de C.

A continuacion se van a desarrollar los dos materiales que utilizamos para
modelizar las arterias reales: el de Ogden y el neohookeano. Originalmente
los modelos de Ogden y el neohookeano se utilizaron para materiales como
las gomas, el caucho y polimeros en general, pero se ha comprobado que tam-
bién recogen de una forma bastante razonable el comportamiento de tejidos
biolégicos blandos, y en particular las paredes de los vasos sanguineos.

Material de Ogden

Un material de Ogden es un material hiperelastico isétropo cuya funcion
de densidad de energia tiene la siguiente expresién (OGDEN [1972]):

W =W (A1, Ao, \g) = Z Poxar 4\ 4 2% — 3) (3.22)

p=1
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siendo N un numero arbitrario, aunque se ha comprobado que con N = 3 es
suficiente para un buen ajuste con datos experimentales, al menos en gomas.
Los pardmetros indeterminados f, representan el médulo cortante y a, son
constantes adimensionales, siendo p = 1,2, ..., N. Hay una relacién adicional
que deben cumplir los pardmetros, llamada condicion de consistencia, que
viene de la comparaciéon con la teoria lineal:

N
2G = Zupap siendo  ppa, >0 p=12..,N (3.23)

p=1

donde el pardmetro G es el mddulo cortante en la configuracién de referencia
obtenido a partir de la teorfa lineal (HOLZAPFEL [2000]).

El modelo de Ogden ha resultado ajustarse de forma excelente a muchos
datos experimentales, pero tiene el inconveniente de que el ajuste de la expre-
sién (3.22) a los datos empiricos no es nada trivial debido a la no linealidad en
los pardmetros «,. Normalmente los ajustes se hacen por minimos cuadrados.
En el apartado 3.4 se explica el método de ajuste desarrollado en esta tesis,
el cual es una variante simplificada del algoritmo propuesto en TWIZELL Y
OGDEN [1983]. Recientemente se ha comprobado que no se puede asegurar
la unicidad de un conjunto 6ptimo de pardmetros (OGDEN ET AL. [2004]).

Observacién. FEl modelo de Ogden es una expresion muy general, y otros
modelos, como el neohookeano, el de Mooney-Rivlin o el de Varga se obtienen
como casos particulares de éste, esto es, haciendo a priori alguna hipotesis
adicional sobre los pardametros. De todas maneras la realidad ocurrio en senti-
do inverso: el primer modelo propuesto fue el neohookeano (RIVLIN [1948)]).
Después, en 1952 el modelo de Mooney-Rivlin generalizo el meohookeano.
Luego aparecié el modelo de Varga (VARGA [1966]) y finalmente el modelo
de Ogden generalizo los anteriores (OGDEN  [1972)).

Material neohookeano incompresible

Un material neohookeano es un material hipereldstico isétropo cuya fun-
cion de densidad de energia es:

donde c¢; es el tinico parametro a ajustar.

El modelo neohookeano se puede obtener del de Ogden (3.22) haciendo
N =1, a; = 2. Este modelo es muy facil de ajustar por minimos cuadrados,
ya que (3.24) es lineal en el pardmetro a ajustar. El inconveniente es que
proporciona curvas que no se ajustan tan bien como el modelo de Ogden al
comportamiento de la pared arterial, como se vera en el apartado 3.4.
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3.3.2. Comentarios sobre hiperelasticidad anisétropa

Se puede asumir que los tejidos biolégicos blandos se comportan de ma-
nera isotropa para pequenas deformaciones y tensiones.

Pero cuando las tensiones son elevadas se producen cambios estructura-
les en la pared arterial, sobre todo debido al alineamiento de las fibras de
colageno en direcciones preferentes, que hacen que el material se comporte
de manera diferente en la direcciéon de las fibras.

Materiales con una direccién preferente: Isotropia transversal

En ligamentos y tendones, por ejemplo, el material tiene una direccién
preferente y se pueden utilizar modelos con isotropia transversal. En estos
modelos, a la direccién preferente se le asocia un comportamiento diferente,
y en el plano perpendicular a ésta el material se considera isétropo.

La isotropia transversal es la forma mas simplificada de representar la
anisotropia de un material. Fisicamente consiste en una matriz de material
isotropo en la que una direccion ha sido reforzada con fibras.

Ejemplos de modelos con esta caracteristica son el de Weiss (WEISS
[1996]) o el de Almeida o Cohen (ALMEIDA Y SPILKER [1998]).

Materiales con dos direcciones preferentes

En el caso de la pared arterial la situacién es mas compleja, ya que se
observan dos direcciones preferentes de orientacién, luego el modelo consti-
tutivo debiera reflejar este fenémeno. Siguiendo con las arterias, éstas estan
formadas por:

a) Una matriz de elastina, la cual si se puede suponer con comportamiento
isotropo.

b) Dos familias de fibras de coldgeno, las cuales estan dispuestas en espirales
simétricas.

Observacion. Las direcciones preferenciales no tienen porqué ser perpendi-
culares entre si. En el caso particular de que lo sean se dice que el material
es ortotropo.

Un ejemplo de modelos de este tipo y aplicado a paredes arteriales puede
verse en HOLZAPFEL Y GASSER [2000].
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Consideraciones finales

Dependiendo del grado de anisotropia del material el tensor de elasticidad
C de un material hipereldstico (3.17) tendrd més o menos constantes inde-
pendientes para cada estado de deformacién, desde solamente 2 constantes
para un material isétropo hasta 21 para un material completamente anisé-
tropo. En el cuadro 3.1 se muestran las constantes necesarias para cada uno
de los tipos de anisotropia vistos.

Grado de anisotropia  Constantes independientes en C
Totalmente anisétropo 21
Dos familias de fibras 9
I[sotropia transversal )
Isétropo 2

Cuadro 3.1: Grado de anisotropia y constantes del tensor de elasticidad.

3.3.3. Formulacion de elementos finitos

En el caso del sélido se han utilizado elementos ya implementados en el
programa de elementos finitos FEAP, tanto para el material de Ogden como
para el neohookeano. En dicho programa se realiza la formulacion en grandes
deformaciones. El tratamiento de la incompresibilidad se hace a través del
principio variacional de Simd-Taylor-Pister (SIMO ET AL. [1985], SIMO Y
TAYLOR [1991]), en el que existen tres campos incégnita: desplazamientos,
presion y dilatacion, dando lugar a una formulacién mixta. No obstante, la
presion y la dilatacion son grados de libertad internos que se condensan a nivel
de elemento. La funcién de energia se divide en una parte volumétrica y otra
isocorica. La parte volumétrica utilizada en este trabajo tiene la expresién:

Woo(J) = £G(J) (3.25)

donde % > 0 es el médulo volumétrico y se supone muy elevado (k = 107 —10°
aqui) y a la funcién G(J) se le llama funcion de penalizacion. La funcién G(J)
en nuestro caso incompresible es arbitraria, y un ejemplo puede ser G(J) =
0.5(J —1)%

Una vez discretizadas espacialmente las ecuaciones del continuo utilizando
el MEF se obtiene un sistema de ecuaciones algebraicas cuya incognita son los
desplazamientos nodales d". Para la integracién temporal se utiliza la regla
trapezoidal (NEWMARK [1959]) dando lugar a las siguientes expresiones:

n+

Md"" + K(d"H)dr ! = B (3.26a)

ext

" = d 4 Atd" + = (d +d “) (3.26D)
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ent1 on PYYes eon 41
i = d +7<d +d+> (3.26¢)
donde despejando la aceleracién de (3.26b) y sustituyéndola en (3.26a) queda
el sistema de ecuaciones con las incégnitas en desplazamientos. Para dicho
sistema se calcula la matriz tangente y se hacen iteraciones segin el método

de Newton-Raphson.

3.4. Datos experimentales y calibracién de los
modelos

Con el fin de calibrar los parametros de los modelos de Ogden y neohoo-
keano se han utilizado resultados experimentales.

Estos experimentos han sido llevados a cabo en el laboratorio del departa-
mento de Ciencia de los Materiales de la Universidad Politécnica de Madrid
en colaboracién con el Hospital Puerta de Hierro. Dicho hospital suministro
arterias humanas reales obtenidas de pacientes a los que se les ha realizado
la autopsia. Los experimentos se han realizado sobre una arteria aorta sana
y otra danada con esclerosis con un grado severo de estenosis. Consisten en
un ensayo de traccién pura llevado hasta rotura.

Observaciéon. Fsclerosis y estenosis son palabras de origen griego. Esclero-
sis significa endurecimiento y estenosis significa estrechamiento. La arteria
danada en el ensayo tenia el diagnostico de esclerosis debido a un estrecha-
miento en el conducto, esto es, estenosis. Para las arterias con estenosis
también se suele utilizar la palabra aterosclerosis, donde implicitamente se
supone que la arteria ha endurecido debido a un estrechamiento de su seccion
por crecimiento de la pared, concretamente de la capa intima. En lo que sigue
utilizaremos la palabra estenosis para referirnos a esta arteria.

El objetivo de estos ensayos es doble:

a) Obtener datos sobre el alargamiento en direccién circunferencial y la
tensién de Cauchy (tensién real) en esta direccién y observar la diferencia
entre la arteria sana y la arteria patoldgica con estenosis.

b) Comprobar si existe una diferencia sensible en el comportamiento depen-
diendo de la direccion en que se tome la probeta, esto es, si la anisotro-
pia estructural de la pared arterial origina comportamientos direccionales
muy diferentes.

Teniendo en cuenta estos dos objetivos se han tomado muestras en tres
direcciones: una en direccion circunferencial, otra en direccion axial y otra a

45° (figura 3.5).
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Direccién Direccién Direccién
circunferencial a 45° axial

Figura 3.5: Probetas tomadas de la arteria aorta en tres orientaciones dife-
rentes.

3.4.1. Descripciéon técnica de los ensayos

Las probetas de arteria se sujetan por las partes inferior y superior con
placas metalicas tal como se ve en la figura 3.6. La parte inferior queda fija
v la parte superior tiene desplazamientos controlados durante el ensayo.

Figura 3.6: Sujecion de la probeta de arteria en la maquina de ensayos.

Durante el ensayo la probeta estd sumergida en un liquido, que es suero
fisiolégico a temperatura de 37°. La temperatura se controla mediante la
recirculacion de ese liquido pasando por una cuba externa en la que se calienta
para mantener dicha temperatura. En la figura 3.7, a la derecha se puede



72 3.4. Datos experimentales y calibracién de los modelos

observar el recipiente en el que se calienta el suero asi como el conducto por
el que circula el suero fisiolégico.

Figura 3.7: Circuito para calentar el suero fisiologico.

En el ensayo la informacién obtenida directamente es el desplazamiento
impuesto y la fuerza medida. Pero la informacién requerida para la ecuacion
constitutiva son el alargamiento principal y la tension verdadera o de Cauchy.
El alargamiento se obtiene de forma inmediata a partir del desplazamiento
mediante:

I lo+ Al
A= — =
lo lo
siendo [y la longitud inicial y Al el desplazamiento impuesto por la méquina.

Ahora bien, obtener la tensiéon de Cauchy no es tan inmediato, ya que se
necesita conocer el area actual de la seccion de la probeta. Para ello se con-
sidera la hipdtesis de incompresibilidad y el area se deduce con la condicion
de conservacién del volumen, esto es:

(3.27)

loAg = 1A — A =070 _ 20 (3.28)

siendo Ay = botp el area inicial de la seccion y A = bt el area actual. En la
figura 3.8 se muestran estas magnitudes y las dimensiones de una probeta
tipo.

La tensién de Cauchy o queda ahora, teniendo en cuenta (3.28):

F F
o=—= A())\ (3.29)
La hipédtesis de incompresibilidad se puede comprobar haciendo medidas
de by t a lo largo del ensayo. Para ello se monta un dispositivo adicional
que mediante haces de luz laser y la sombra proyectada puede medir estas
dimensiones. En la figura 3.9 se muestra el aparato donde se aprecia la luz
laser de color verde. En el ensayo este dispositivo se dispuso para medir el
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41;

Probeta tipo:

lp=1cm L A
bo = 0.2 cm tO lO b

to = 0.2 cm bo

VF

Figura 3.8: Dimensiones iniciales y dimensiones actuales de la probeta.

Figura 3.9: Dispositivo con luz laser para medir el ancho actual de la probeta.

espesor t de la probeta, ya que hacer medidas de ambas dimensiones b y ¢ es
técnicamente méas complicado.

Las medidas realizadas no resultaron satisfactorias del todo, ya que las
imperfecciones en los laterales y el desprendimiento de algunas pequenas
fibras al ir aumentando la tension hacen que la sombra proyectada no refleje
bien las medidas reales. A pesar de esto, en las medidas obtenidas al menos de
un modo cualitativo si que se observé una disminucién continua del espesor
t conforme aumentaba la longitud [, con lo que el volumen se mantendria
constante.

Todos los ensayos se realizaron hasta la rotura de las fibras de la arteria.
En la figura 3.10 se muestra ese instante y el tipo de rotura en la arteria.

Asimismo, antes de realizar el ensayo completo hasta rotura las probetas
se sometieron a varios ciclos de carga y descarga para tratar de reproducir
mejor las condiciones fisioldgicas.
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Figura 3.10: Instante de rotura de la arteria.

3.4.2. Curvas teoricas de los modelos

El objetivo de esta seccién es obtener la expresién de los modelos de
Ogden y neohookeano para el caso particular del ensayo de traccién simple.

En la figura 3.11 se muestra el esquema del ensayo, donde se supone
tension en una sola direccion.

o
:

!
A=
p— 1 l
T lo
Ay = A -
VTS

Z TR o ]
L ikt T

T

Figura 3.11: Esquema del ensayo de traccion con la hipotesis de incompresi-
bilidad.

En la expresién de la tension en funcion de los alargamientos principales
(3.19) hay que considerar la incompresibilidad, por lo que hay que anadir el
término 7 correspondiente a la presion interna:

ow

o (3.30)

0, = —+ J 1\,

que se ha denotado con 7 para diferenciarla de p, que hace referencia a la
presion externa aplicada en los ejemplos de la seccién posterior 3.5.
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Para determinar 7 se utiliza la hipdtesis de que en este ensayo la ten-
sién es uniaxial en direccién z. Con esta hip6tesis, particularizando (3.30) en
direccion x se tiene:

oW 0 — W:J_leaw

_ ~1 _
Op=—T+J )\xa/\x o

(3.31)

Sustituyendo (3.31) en la expresion de la tensién en z queda:

ow oW
) VA .

o, = —m+J I\, oW = J! (/\ oW aW)

(3.32)
Asimismo, considerando la hipétesis de incompresibilidad J = A, A A, =1
la expresién (3.32) queda:

ow ow

También se hace la hipo tesis suplementaria A, = A,, con lo que de la

condicién de incompresibilidad se tiene:

Yo

(3.34)

Estos resultados se introducen a continuacién en las ecuaciones constitu-
tivas correspondientes a los modelos de Ogden y neohookeano.

Material de Ogden
Derivando en (3.22) se tiene:

oW & B
o = D e (3.35)
a p=1

Sustituyendo (3.35) en (3.33) resulta:
3 3 3
0, = )\z Z :U’p)‘?pil - /\x Z /kagpil = Z :U’p()\?p - )\gp) (336)
p=1 p=1 p=1
y teniendo en cuenta (3.34), queda finalmente:

3 .
0. = (X;P - )\;7) (3.37)
p=1

que es la curva que hay que ajustar a los datos experimentales para obtener
las constantes p, y .
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Material neohookeano
Derivando en (3.24) se obtiene:

ow
O

= 21\ (3.38)

y sustituyendo este resultado junto con (3.34) en (3.33) queda:

1

o, =20, (Aﬁ - A—) (3.39)

Esta expresion ha de ajustarse a los resultados experimentales para ob-
tener la constante ¢;.

3.4.3. Resultados experimentales y ajuste de los mo-
delos

Se muestran ahora los resultados empiricos y el ajuste de los modelos de
Ogden (3.37) y neohookeano (3.39) a dichos resultados.

En las figuras 3.12 y 3.13 se observan los resultados experimentales de las
tres probetas tomadas en las tres direcciones diferentes que se indicaron en la
figura 3.5 para la aorta sana y la aorta danada con estenosis respectivamente.

1600

n

T T T T T
Direccidn circunferencial +
. Y o
1400 | Direccion a 45 ;
Direccién axial + &

+
o

e
+

s

*

1200

1000

800 e
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600 ;

400

Tension de Cauchy o [kPa]

200

1 1112 13 14 15 16 1.7 18 19 2 21 22

Alargamiento A

Figura 3.12: Curvas tension-alargamiento obtenidas en los ensayos para la
aorta sana.

Las medidas se registraron en el ensayo en intervalos de A\ = 0.0003 pero
en las figuras anteriores se dibujan los puntos cada 25 medidas para mayor
claridad. El final de las curvas es el punto de rotura de la arteria (ver figura
3.10).
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Figura 3.13: Curvas tension-alargamiento obtenidas en los ensayos para la
aorta danada con estenosis.

Se han dibujado ambos graficos con el mismo intervalo de variacién del
alargamiento y la tensién para poder comparar la arteria sana con la da-
nada. En ambas es claro el comportamiento no lineal, salvo para pequenos
alargamientos donde se observa una relacion practicamente lineal entre alar-
gamiento y tension. Esto puede explicarse por el comportamiento de las fibras
eldsticas y de coldgeno (ver figura 3.2). Para pequenas deformaciones tinica-
mente trabajan las fibras elasticas pero a partir de un nivel determinado de
deformacion comienzan a trabajar las fibras de coldgeno, las cuales son mucho
mas rigidas que las elasticas. Las curvas de las figuras 3.12 y 3.13 representan
el comportamiento combinado real de ambos conjuntos de fibras.

Cabe destacar que la influencia de la direcciéon es muy pequena y posi-
blemente no se pudiera distinguir esta influencia de la dispersion estadistica
que se daria al ensayar varias probetas.

Si bien es cierto que la estructura de la pared arterial es anisétropa y, como
se comento en el apartado 3.3.2, estd constituida por direcciones preferencia-
les de las fibras, esto no parece influir de forma apreciable en la elasticidad
y resistencia de la arteria. Por tanto hacen falta ensayos con mas exactitud
para poder distinguir el efecto de las direcciones preferenciales.

Lo que si tiene relevancia es la diferencia entre la arteria sana y la danada
mediante estenosis. Se observa que la arteria danada es mucho més rigida
que la sana y que la arteria danada tiene una resistencia mucho menor que la
sana. De hecho, independientemente de la direccion, la arteria danada rompe
para A < 1.4, mientras que la arteria sana rompe para A > 2.

Observacién. No obstante, cabe matizar que la arteria sana pertenece a un
paciente distinto que el de la arteria danada, pudiendo esto ser una varia-
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ble explicativa mas para el diferente comportamiento. Pero parece razonable
pensar que la variable explicativa fundamental es la diferencia entre arteria
sana y arteria danada.

Ajuste de los modelos

Se trata ahora de ajustar las expresiones (3.37) y (3.39) a las curvas de
la arteria sana y la arteria danada con estenosis por medio de los pardmetros
libres en dichas expresiones.

El método de ajuste utilizado es el de minimos cuadrados ordinarios,
aunque la forma de resolver las ecuaciones resultantes es distinta para cada
material. Esto es asi porque en el caso de material de Ogden se obtiene un
sistema de seis ecuaciones algebraicas no lineales, mientras que en el material
neohookeano una ecuacion lineal.

Para el caso no lineal se utiliza el programa gnuplot 2, el cual dispone de
librerias matematicas para el ajuste de funciones.

Es importante senalar las siguientes consideraciones sobre el ajuste que
se ha hecho:

a) Como en el fendmeno de interaccién las tensiones predominantes son las
circunferenciales, se ajustaran unicamente las curvas de las probetas en
direccion circunferencial.

b) El rango de deformaciones en el fenémeno de interaccién para la presién
y caudal fisiolégicos es normalmente 1 < A < 1.2. Por lo tanto, lo que se
ajustara es la rama de las curvas experimentales que cubre este rango.

De acuerdo con esto 1ltimo no seria correcto utilizar los modelos con los
parametros que se obtendran para modelizar situaciones con un rango de
deformacién A > 1.2, ya que habria que realizar otro ajuste especifico para
este rango.

Observacién. En principio seria deseable que el modelo se ajustara a la
curva experimental en todo su rango, pero esto es dificil de consequir porque
viendo la forma de las curvas 3.12 y 3.13 no es facil imaginar una funcion
analitica que se ajuste a éstas, ya que tienen una parte lineal al principio
(donde actian las fibras eldsticas) y después una evolucion exponencial (don-
de actian las fibras de coldgeno). Aun asi, aqui se ha comprobado que el
modelo de Ogden se ajusta mejor que el modelo neohookeano a la curva com-
pleta.

El orden que seguiremos es primero plantear el problema con el modelo de
Ogden, luego con el neohookeano, y finalmente mostrar los resultados para
ambas arterias comparando ambos modelos.

3http://www.gnuplot.info
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Material de Ogden
Si llamamos F'(f1,, o) la funcién a minimizar y A; y o; los datos experi-
mentales, se tiene:

Flup, ap) = Z [Ui - ZUp (A?p - )\Z—af’)] (3.40)

i=1 p=1

donde N es el nimero de puntos experimentales, que es del orden de 700
para la arteria sana y 250 para la arteria danada en la zona \ < 1.2.

Haciendo las derivadas parciales respecto los parametros obtenemos las 6
ecuaciones a resolver:

N 3 . o
gli:()%;[Qi—;ﬂp()\?p—%?)) (z\?“—/\i 2)] =0

(3.41a)

oF _ XN: 3 (=A%) Jao (27 + o) = o
_— = —_— . — . — . . — A =
80&(, O - ,LLp 7 7 Qp 7 2 7

i=1 p=
(3.41b)

donde a =1,2,3yb=1,2,3.

El sistema de ecuaciones anterior es lineal en los pardmetros p, y no
lineal en los pardmetros «,. Para solucionarlo se ha empleado el programa
gnuplot, el cual tiene implementado el algoritmo de Marquardt-Levenberg
para resolver los problemas de ajustes no lineales. Se han hecho iteraciones
con una tolerancia de 1078, esto es, teniendo en cuenta (3.40), hasta que:

i+1 i+1 [ 7
‘F(M;_ ,Oép+ ) - F(/Lp,Oép)l

— <107® (3.42)
F(p, )

representando con el superindice ¢ el nimero de iteracion.

No obstante, esta demostrado que para el modelo de Ogden no existe un
tnico conjunto de pardmetros éptimos (OGDEN ET AL. [2004]). Por tanto,
el resultado depende de con qué parametros se comienza a iterar.

Para evitar esta incertidumbre se ha utilizado una variante del método
con el fin de determinar sistematicamente los pardametros. Consiste en ir
obteniendo escalonadamente los tres pares de pardmetros (p,,q,) en tres
pasos. En el cuadro 3.2 se muestra la mecanica del método. En cada paso
solamente hay dos parametros incognita, con lo que el ajuste mediante el
algoritmo de Marquardt-Levenberg es mas facil.

Material neohookeano
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Parametros | Primer paso | Segundo paso | Tercer paso
1 Incégnita Conocido Conocido
q Incégnita Conocido Conocido
Lo 0 Incégnita Conocido
Q9 0 Incégnita Conocido
13 0 0 Incégnita
Qs 0 0 Incégnita

Cuadro 3.2: Método Marquardt-Levenberg multipaso para ajustar el modelo
de Ogden.

De forma similar a lo hecho anteriormente, definiendo ahora F(c;) la
funcién a minimizar, ésta es:

F(c)) = i {ai —2¢ (A? - %)} 2 (3.43)

=1

Y derivando (3.43) respecto al pardmetro ¢; queda:

%:Oﬁi[(%—% (ﬁ—%)) <A?—%)} =0 (3.44)

y de aqui se puede despejar facilmente c;, resultando:

al 1
2

Cl fr— N 1 2 (345)
2y <A$ - A—)
i=1 i

que no es otra cosa que la covarianza dividida por la varianza de dos variables:
una de ellas funcién del alargamiento y la otra la tension.

Mostremos ahora los resultados del ajuste. Como se comenté, el rango del
alargamiento que se ha usado es 1 < A < 1.2. En la figura 3.14 se muestran
los resultados para la arteria sana y en la figura 3.15 los de la arteria con
estenosis.

Se observa que el modelo de Ogden se ajusta muy bien en ambos casos,
tanto para la arteria sana como para la arteria estendtica. En cambio, el
modelo neohookeano parece adecuado para la arteria sana al ser la curva
o — A bastante lineal. En cambio este modelo no es adecuado para simular el
comportamiento constitutivo de la arteria estendtica.

En el cuadro 3.3 se muestran los parametros obtenidos para el modelo de
Ogden. Es importante decir que no se cumple la condicién de consistencia
(3.23). Como se ve en el cuadro, o < 0 para la arteria sana. No obstante,
al ser |p1| > |u2| la violacién de la condicién de consistencia no tiene mucha
relevancia.
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Figura 3.14: Ajuste de los modelos de Ogden y neohookeano en la aorta sana.
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Figura 3.15: Ajuste de los modelos de Ogden y neohookeano en la aorta da-
nada con estenosis.

3.5. Ejemplos de validacion

Para verificar la formulacién utilizada se han elegido dos casos con solu-
cion analitica.

Se utiliza el material de Ogden y el neohookeano para cada uno de los
ejemplos y los parametros del material obtenidos experimentalmente en el
apartado anterior para la arteria aorta sana.

Los desarrollos matematicos se haran menos detallados porque la mecéa-
nica de éstos es similar a la del apartado 3.4.2.
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Pardmetros® | Aorta sana | Aorta danada
0 11.63 6.60
o 5.03 16.82
Lo -0.05 44.76
Q9 0.01 0.02
143 0.0001 2.21
o3 4.96 0.001

* Los mddulos pu estin en kPa

Cuadro 3.3: Parametros del modelo de Ogden para ambas arterias.

Pardametro* | Aorta sana | Aorta danada
c1 16.93 83.71

c1 estd en kPa

*

Cuadro 3.4: Pardmetro del modelo neohookeano para ambas arterias.

3.5.1. Cilindro sometido a presion interna

Este ensayo consiste en imponer una historia de desplazamientos radiales
en la pared interior de un cilindro (ver figura 3.16) y obtener como resul-
tado la tensiéon de Cauchy en direccién circunferencial oy. Dicha tension se
relacionard con el alargamiento en esa misma direccion.

Desplazamiento horizontal
impedido

\9/ Desplazamiento prescrito o

Desplazamiento vertical
impedido

Figura 3.16: Esquema del modelo del cilindro con simetria axial.

Debido a la simetria las direcciones principales coinciden con los vecto-
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res radial, circunferencial y axial, luego escribiremos todas las relaciones en
esa base vectorial. Denotamos con un subindice r las variables en la direc-
cién radial y con un subindice 6 las variables en la direccion circunferencial
(tangencial).

El calculo se ha hecho con desplazamiento impuesto, luego para cada
incremento del desplazamiento el alargamiento en la direccién tangencial es:

A= =
"R
Como se supone material incompresible hay que utilizar la expresién
(3.30) para expresar las tensiones. Andlogamente a como se hizo en el apar-
tado 3.4.2 para deducir la presion interna 7, se utiliza la hipdtesis de que la
tension radial es nula. Con esta hipdtesis adicional se tiene:

ow ow
o, T+ J N o 0 — w=J"\ o (3.46)
y la tensién circunferencial resulta:
ow ow ow ow ow
=+ J N = —J N, J N = Mg — Ao (347
%o =TT Ay an T Man, = Man, Mo, BAD

donde en la expresién final ya se ha incluido la incompresibilidad con J = 1.

Observaciéon. En realidad la tension radial es una curva decreciente. En la
pared interior o, = p y en la pared exterior o, = 0. Pero como se verd en
los resultados, p < oy, por lo que considerar la tension radial nula es una
aproximacion razonable.

Respecto a la cinematica suponemos que es un problema de deformacion
plana, luego en la direccién z no se produce deformacion, esto es, A, = 1. Por
tanto, al suponer incompresibilidad se tiene la siguiente restriccion:

J=XAA =1 (3.48)

Se puede también obtener la presion impuesta p a partir de la ecuacion
de equilibrio de los tubos de pared delgada, esto es:

h

Teniendo en cuenta que h = A\, H y que r = \gR asi como (3.48) se llega
a que la presién externa es:

H
p= EA;%Q (3.50)

Material de Ogden
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Utilizando (3.35) y sustituyendo dicha expresién en (3.47) se obtiene:

3 3 3
- Z [pAy” + Z Hpg” = Zﬂp()‘gp — A7) (3.51)
p=1 p=1 p=1

Teniendo en cuenta la restriccién cinemdtica (3.48) se tiene que A, = A, .
Utilizando esto iltimo en la expresién (3.51) queda:

Zup Xg = A,™) (3.52)

La expresion de la presion es, sustituyendo (3.52) en (3.50):

H 3
2 : ozp -2 Ocp 2

Los pardmetros p, y o, que se han tomado, como se comenté anterior-
mente, son los ajustados a los ensayos experimentales de la arteria aorta sana
(ver cuadro 3.3).

En las figuras 3.17 y 3.18 se muestran respectivamente las curvas de la
tension oy v presion p frente al alargamiento Ay para este material, donde se
ha tomado R = 10 mm. y H = 0.1 mm. Se comparan en cada grafico los
resultados analiticos con los computacionales, observandose una muy buena
concordancia.

1400
Ogden curva analitica ———

| Ogden resultado numérico K=10 -+ 4
— 1200 - 7
< Ogden resultado numérico K=10 .
E Ogden resultado numérico K—IO -+
£ 1000 [ Ogden resultado numérico k=10
g s
%‘ 800
5 y/n .
! 600 / o
FO I -
£ 00 |
z A
5 ﬁ
= 200 s

0 ] I I I I
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Alargamiento Ag

Figura 3.17: Cilindro sometido a presion interna con material de Ogden.
Tension circunferencial y andlisis de sensibilidad de dicha tension respecto
el modulo volumétrico k.

En la figura 3.17 se han dibujado cuatro resultados numéricos para obser-
var la importancia del médulo volumétrico x de la expresion (3.25). Cuanto
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mayor es dicho moédulo mejor se impone la restriccién de incompresibilidad.
Pero k no puede hacerse arbitrariamente grande porque cuanto mayor es x
la matriz tangente calculada para hacer las iteraciones de Newton-Raphson
queda peor condicionada, llegando un punto en el que no es posible invertirla.
Por lo tanto hay que tantear un valor de compromiso. En este caso tomando
k = 10? se obtiene un buen resultado, y es el valor que se tomara también en
el ejemplo siguiente del inflado del globo.

140 \ \ \

Ogden curva analitica
120 | Ogden resultado numérico -

100 /

<
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=
< %
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g e
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=]
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£ Y P
20 ]
=
0 | ‘ 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Alargamiento Ag

Figura 3.18: Cilindro sometido a presion interna con material de Ogden.
Presion.

Material neohookeano
De forma similar al material anterior, sustituyendo ahora (3.38) en (3.47)
queda:
09 = Mg2c1 hg — M 21\ = 2¢1 (N5 — A\?) (3.54)

que junto a la condicién (3.48) obtenemos para la tension circunferencial:
o9 = 2c1(\5 — N5 %) (3.55)

Y sustituyendo (3.55) en (3.50) la presion es:

p= 2c1£(1 -h (3.56)
R
El parametro c; es el ajustado con el ensayo experimental para la arteria
sana (ver cuadro 3.4).
Las figuras 3.19 y 3.20 representan las curvas de la tension oy y presion p
frente al alargamiento Ay respectivamente, con buena concordancia analitica
y numeérica.
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Figura 3.19: Cilindro sometido a presion interna con material neohookeano.
Tension circunferencial.
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Figura 3.20: Cilindro sometido a presion interna con material neohookeano.
Presion.

A diferencia del modelo de Ogden, en el modelo neohookeano la presion

no crece indefinidamente sino que se estabiliza en el valor 2¢; H/R = 0, 3386
kPa.

Cabe resaltar la gran diferencia en el valor de las tensiones entre ambos
modelos, sobre todo en el rango de las grandes deformaciones, ofreciendo el
material de Ogden una rigidez mucho mayor que el neohookeano.
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3.5.2. Globo sometido a presion interna

Este caso es similar al anterior, pero el resultado de la curva presion-
alargamiento en grandes deformaciones es interesante por existir un tramo
decreciente en el material neohookeano, lo cual no es intuitivo a priori.

Consiste en imponer una historia de desplazamientos radiales en la pared
interior de un globo (ver figura 3.21) obteniendo como resultado la tensién
de Cauchy en las direcciones del paralelo y del meridiano.

o Nodos con desplazamiento
gz restringido
Q
1
1
1
1
1
I
I
I
1
I
1
1
1
1
I
T
I
)

*x~___ Desplazamiento impuesto
<T<_en la superficie interior o
Q

VAN
NN

Figura 3.21: A la izquierda, esquema del globo seccionado por un plano me-
ridiano. A la derecha, malla de hexaedros de un octante de globo.

Utilicemos la base natural de las coordenadas esféricas para representar
las magnitudes, denotando con un subindice r las variables en la direccion
radial, con un subindice 6 las asociadas a la direccién del paralelo y con ¢ a
las del meridiano.

Debido a la simetria polar del problema, tanto los alargamientos como las
tensiones asociadas a las direcciones del paralelo y meridiano coinciden, esto
es:

)\9 = )\¢ (357&)
09 = 0y (3.57Db)

Se ha hecho una malla tridimensional de un octante para validar los ele-
mentos en tres dimensiones, ya que son los que se utilizaran en las arterias
con geometria real. La parte derecha de la figura 3.21 muestra la malla utili-
zada. Dicha malla consiste en un octante de esfera con elementos hexaedros
y se ha hecho con el mallador que se ha desarrollado también en esta tesis.

También por simetria, en el plano tangente todas las direcciones son prin-
cipales y por tanto la direccién radial también es direccién principal (por ser
perpendicular a dicho plano).
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Imponiendo el movimiento en direccion radial, el alargamiento en las di-

recciones tangenciales es:

r
)\9:)\¢:E

De nuevo se supone incompresibilidad y se utiliza la expresién (3.30)
para expresar la tension. Asimismo se hace la hipotesis adicional de que en
la direccion radial la tension es nula, con lo que se puede utilizar la ecuacién
del apartado anterior (3.47). Cabe realizar la misma observacién que en el
ejemplo anterior.

La restriccion cinematica de incompresibilidad es, teniendo en cuenta
(3.57a):

J=MAAg =1 — A\ =1 (3.58)

Para obtener la presiéon impuesta p, teniendo también en cuenta la hipé-
tesis de pared delgada se llega a la ecuacion de equilibrio:

p= 2209 (3.59)

Considerando que h = A\ H, r = MR y la relacién (3.58) se llega a la
siguiente expresion para la presion:

H _
D= QE)\G 309 (3.60)
Material de Ogden
La expresién para la tensién es la misma que en (3.51), y teniendo en
cuenta por (3.58) que A, = \,;? se llega a:

3
00 =Y ip(Ng" = A7) (3.61)
p=1

La expresién para la presion es, sustituyendo (3.61) en (3.60):

3
H o %,
p= 2§ E TRV DV (3.62)

p=1

Los parametros p, y «, son los mismos que para el caso anterior del
cilindro, esto es, los obtenidos de los datos experimentales para la arteria
aorta sana. Los parametros de la geometria son R = 10 mm. y H = 0.1 mm.

Las figuras 3.22 y 3.23 muestran las curvas de la tension oy y presién p
respectivamente, con buena correspondencia entre las curvas analiticas y los
resultados numéricos.

Material neohookeano
La expresion de la tensién coincide con (3.54), y teniendo en cuenta (3.58)
tenemos:

o = 2c1( N5 — N\, ?) (3.63)
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Figura 3.22: Globo sometido a presion interna con material de Ogden. Ten-
sion circunferencial.
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Figura 3.23: Globo sometido a presion interna con material de Ogden. Pre-
s10n.

Y sustituyendo (3.63) en (3.60) resulta la expresién de la presién:

p= 4501@;1 -2 (3.64)
R
El parametro ¢; es el mismo que en el caso del cilindro.
En la figura 3.24 se muestran los resultados de la tensién y en la figura
3.25 los de la presion, también con buenos resultados.
Es de destacar la forma de la curva de presién. La asintota de esta curva
es p = 0, esto es, si el alargamiento crece indefinidamente la presion tenderia
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a hacerse nula.
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Figura 3.24: Globo sometido a presion interna con material neohookeano.
Tension circunferencial.
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Figura 3.25: Globo sometido a presion interna con material neohookeano.

Presion.



Capitulo 4

Modelos de interaccion
Auido-estructura

En los dos capitulos anteriores se ha estudiado por separado un modelo
para el fluido sangre y un modelo para el sélido pared arterial. Los objetivos
principales eran:

a) La justificacion de una ecuacion constitutiva adecuada teniendo en cuenta
las bases fisiolégicas del sistema cardiovascular.

b) La discretizacién de las ecuaciones mediante el método de los elementos
finitos, con un tratamiento especial de la condiciéon de incompresibilidad.
Y

El objetivo de este capitulo es acoplar estos dos sistemas mediante la
igualdad de las condiciones de contorno en la frontera comin a ambos.

A efectos de formulacién matematica, la principal consecuencia del fené-
meno de interaccion es que el dominio del fluido no es fijo, sino que tiene que
ir adaptandose al movimiento del sélido. Para ello, la formulacién lagrangia-
na del sélido ya desarrollada es adecuada, pero la formulacién euleriana del
fluido no es correcta para un dominio variable. Por tanto, lo primero que
se hara es plantear una formulaciéon mas general del fluido que se adapte a
contornos méviles (apartado 4.1).

En el apartado 4.2 se plantea el problema de interacciéon matematicamen-
te y se definen unos operadores matematicos que simplifiquen la notacion. La
composicion de estos operadores permite formular el problema y las ecuacio-
nes de forma concisa, para asi permitir una clasificaciéon de los métodos de
solucion en el apartado 4.3.

Posteriormente se comenta el método utilizado e implementado en este
trabajo justificando por qué se ha elegido un método particionado y final-
mente se muestran dos ejemplos de validacion. Uno de ellos es la transmision
de un pulso rectangular de presién en un tubo tridimensional y el otro corres-
ponde al caso de flujo confinado en una cavidad (ver apartado 2.4.1), pero
con la pared inferior flexible y una velocidad impuesta pulsatil. Este caso se

91
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analiza con detalle por no haberlo encontrado suficientemente documentado
en la literatura.

4.1. Formulacion ALE del fluido

La formulacién ALE (Arbitrary Lagrangian-FEulerian) es el marco adecua~
do para plantear las ecuaciones del fluido con contornos méviles. Basicamente
consiste en flexibilizar la malla utilizada permitiendo que ocupe un dominio
arbitrario. Esto es, no es necesario que la malla acompane el movimiento de
la materia (como la formulacién lagrangiana de los sélidos) ni que la malla
sea fija en el espacio (como la formulacién euleriana de los fluidos), sino que
a dicha malla se le permite ocupar cualquier dominio del espacio (de ahi la
palabra Arbitrary). En particular este dominio se elige para que su contorno
acompane el movimiento del sélido.

Unos de los primeros articulos donde aparece este método en el contexto
de los elementos finitos son DONEA ET AL. [1977] y HUGHES ET AL. [1981].
Desde entonces se ha utilizado esta técnica tanto para fluidos con contornos
moviles como para sélidos con grandes deformaciones.

4.1.1. Fundamentos de la formulacién

En la figura 4.1 se muestra la idea basica de este método. La gota de agua
entra en el dominio de estudio, pero ningiin nodo de la malla esta asociado
a una particula material de ésta, esto es, los nodos de la malla se mueven de
forma independiente a la gota.

La formulaciéon ALE se basa en tres funciones (DONEA Y HUERTA [2003])
para hacer correspondencias entre los dominios de referencia, material y es-
pacial, segiin se muestra en la figura 4.2. La aplicacion caracteristica de la
formulacién ALE es la funcién ®, que relaciona los puntos del dominio de
referencia x con los puntos espaciales «:

D . QX X [to,tfmal] — Qx X [t07tfinal] (41)
(x,t) = ®(x, 1) = (,1) (4.2)

Observaciéon. FEn el contexto del método de los elementos finitos la funcion
O es la que define el movimiento de la malla (ver figura 4.1).

La velocidad de la malla @ es la derivada de ® respecto el tiempo:

0P (x,t) _ Oz
ot ot .

o =

(4.3)

Observacién. En el desarrollo de la formulacion ALE, siempre que se ha-
gan derivadas respecto del tiempo se indicard explicitamente qué dominio se
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Dominio de referencia £,
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B\
)
to + At
—1
~ Dyt at
Dominios espaciales € (t)
— (TN
to+2At
L—
L — — ~
. A
s
— _//_ .~
~l

X1

Figura 4.1: Idea de la formulacion ALFE para un fluido con contornos moviles.

mantiene fijo. Por ejemplo, en 4.3 la derivada se realiza considerando fijo el
dominio §2,,.

En este sistema de coordenadas una magnitud vendria expresada simboé-
licamente como:

F=rfx.t) xeQ (4.4)

donde la diferencia ahora respecto la formulacién euleriana es que el dominio
de referencia €2y no representa las coordenadas espaciales (ni tampoco las
materiales).
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Qx

Dominio material .. .
Dominio espacial

Figura 4.2: Correspondencias entre los dominios lagrangiano, euleriano y
ALE.

La derivada temporal material se calcula aplicando la regla de la cadena:

of| _of| | ofox

f Ot|y Ot|, ' Ox ot

(4.5)

X

Observaciéon. FEl hecho de calcular la derivada temporal material es porque
es la que tiene significado fisico y la que interviene en las ecuaciones de la
dindamica.

Si se define w como la velocidad de una particula material respecto el
dominio de referencia (2, :
_ X
S ot

w (4.6)

X

entonces, sustituyendo (4.6) en (4.5) queda la expresién de la derivada ma-

terial como:
of| _of|  of

_ 4.
o | ot ox (4.7)

De todas maneras es conveniente expresar la derivada material en funcién
del gradiente espacial (derivadas respecto las coordenadas espaciales), ya que
es el que tiene significado fisico para el término viscoso en las ecuaciones de
Navier-Stokes. Utilizando la regla de la cadena, la expresion (4.7) se puede
escribir asi:

of|  of of ox
ot " owox

= — oW 4.8
x Ot], ~ 0zox (4.8)
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donde queda por calcular el término g—w'w. Para ello se calcula la velocidad

material de las particulas de fluido:

ox ox ox Ox
el I .S 4.9
YTl T o), Tax o, (4.9)
y sustituyendo ahora (4.3) y (4.6) en (4.9) queda:
uw="1+ 8_33w (4.10)

ox

Ahora se define la velocidad convectiva ¢ como la diferencia entre la ve-
locidad material u y la velocidad de la malla @. Esto es, la velocidad de las
particulas vistas por un observador solidario a la malla:

c=u—1u (4.11)

que se puede reescribir, utilizando (4.10):

L (4.12)
ox
Con estas definiciones la derivada material (4.8) se expresa como:
of of
2 ==L v 4.13
7 P B ! (4.13)

donde se usa el simbolo V para expresar el gradiente espacial.

Observaciéon. Las formulaciones lagrangiana y euleriana son casos particu-
lares de la formulacion ALE. En efecto, al ser el movimiento de la malla ar-
bitrario (funcion ®), y por tanto su velocidad ¢, si hacemos ¢ = 0 obtenemos
la formulacion lagrangiana, y su hacemos ¢ = w nos queda la formulacion
euleriana.

4.1.2. Ecuaciones del fluido en contornos moviles

Para reescribir la formulacién euleriana del fluido (capitulo 2) en el marco
de la formulacion ALE, cabe destacar los siguientes aspectos:

a) La aceleracién material del fluido es, aplicando (4.13):

. Ou
U= —

ot

ou
=—| +c¢-Vu (4.14)
x O],

siendo ésta la expresién a emplear en (2.9).
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b) Los contornos del dominio fluido no son fijos en general. Este hecho es vi-
tal para poder entender el porqué se utiliza la formulacion ALE o cuando
es posible utilizar cada formulacién (lagrangiana, euleriana 6 ALE).

El problema fuerte del movimiento del fluido expresado en (2.14) se re-
escribe en el marco de la formulacién ALE en los siguientes términos : Sea
un dominio fluido Q(t) € R3. Encontrar un campo vectorial de velocidades
u(x,t) — R y un campo escalar de presiones p(x,t) — R tales que:

p; (%L +c-Vu)+Vp—2uV-D=0 enQt)
t)

u = uy(t) en I'4(%)
o-n=t,(t) en I',(t)
donde ¢ ha de cumplir:
c(t) = ug(t) — Ty(t) en [y(t) (4.16)

siendo I'4(t) la velocidad del contorno con condiciones de Dirichlet. La condi-
cién (4.16) es necesaria para determinar el movimiento de los nodos interiores
de la malla, tal y como se describe en el apartado siguiente.

4.1.3. Implementaciéon computacional

La implementacién de un elemento finito con la formulacion ALE se ha
hecho sobre la base del capitulo 2. Lo tinico que hay que hacer es modificar
el término convectivo en el residuo y en la matriz tangente. Esto es, el nuevo
término convectivo es:

psc-Vu=p;(u—u) Vu (4.17)

donde @ es la velocidad del dominio espacial, que a efectos del método de los
elementos finitos es la velocidad de los nodos de la malla.

Por tanto en las ecuaciones (B.3) hay que reescribir la matriz N(uy).
Entonces, con la misma estructura de la matriz general ensamblada (2.24),
los coeficientes n(u4)* que se escribieron en (2.25) hay que reescribirlos de
la siguiente forma:

n(ua)™ = pf/Q Ni(u" —a") - VNJdQ, (a,f=1,...,n,) (418)

donde se ha utilizado @" en vez de @ para indicar que la velocidad de la
malla también ha sido discretizada. En particular @" se ha discretizado con
las mismas funciones de forma que la velocidad u”.

La siguiente cuestion es cémo calcular la velocidad de los nodos de la
malla @ 4.
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Observacién. Al ser el movimiento de la malla arbitrario (salvo en el con-
torno, que se tiene que adaptar al movimiento del sdlido), existen infinitos
campos de velocidades posibles de la malla, todos ellos validos. No obstante,
existen criterios que permite discriminar entre ellos, como la “Ley de Con-
servacion Geométrica”que se describe mds adelante en este apartado.

La estrategia que se ha seguido en este trabajo para calcular la velocidad
de la malla es la siguiente: Partiendo de unos desplazamientos dados del
contorno, denotados por dr:

1. Se toma como movimiento de los nodos interiores el que resultaria de
imponer a un solido ficticio los mismos desplazamientos en su contorno.
El objetivo es conseguir un campo de desplazamientos lo més suave po-
sible, pero que su calculo no consuma apenas tiempo. Por ello se toma
la ecuacién constitutiva del sélido elastico lineal e isétropo, que al ser
analogo a un flujo de Stokes se puede utilizar el elemento de fluido to-
mando la densidad nula. Vamos a denotar con d el desplazamiento de
la malla. Se puede definir simbdlicamente esta operacién: consistiria en
partir del movimiento del contorno dr y extender dicho movimiento a los
nodos interiores ci, esto es:

d = M(dy) (4.19)

donde se ha utilizado M para denotar el operador extension de la malla
(FERNANDEZ Y MOUBACHIR [2004]).

En SouLt ET AL. [2000] se pueden ver otras definiciones del operador M,
siendo también habitual resolver un problema de Poisson (del laplaciano)
como analogia a un problema de transmisién de calor o de difusién en me-
dios porosos. Todas estas técnicas dan lugar a campos de desplazamientos
suaves.

2. Se calcula la velocidad de la malla de forma implicita:

5 ~n+1 “n
od d —d
@ = — , o en forma discreta 4" &~ —Qx

Y (4.20)
La ley de conservacién geométrica

La idea clave de la ley de conservacién geométrica (Geometric Conserva-
tion Law) es que el resultado de un problema con una malla mévil debiera
ser independiente del operador M, esto es, de cémo se mueva la malla (ver
THOMAS Y LOMBARD [1979] para ver el origen de esta ley en el contexto
de diferencias finitas y volimenes finitos, y CHEN Y SHEU [2003] para una
extension al método de los elementos finitos).

Concretamente esta ley se puede formular (GUILLARD Y FARHAT [2000]):
Un flujo uniforme debe conservarse con independencia de como se mueva la
malla.
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Esto quiere decir que por ejemplo en un flujo de Poiseuille se podria mover
la malla interiormente, pero el flujo deberia siendo de Poiseuille. Pero sobre
flujos no uniformes no impone ninguna condicion.

No obstante, existe un debate sobre si utilizar un operador M que cumpla
esta ley ofrece ventajas significativas o no para el caso de flujos no uniformes.
Un argumento a favor es que si cumple esta ley, debemos obtener en nuestro
problema mejores resultados, aunque no estemos en un problema con flujo
uniforme. Y un argumento en contra es que parece inttil tener un operador
M que preserve el flujo uniforme para problemas en los que al fin y al cabo
el flujo no es uniforme per se, por lo que no se obtendria ventaja alguna.

En este trabajo el operador M no cumple dicha ley. En hemodinamica los
flujos son siempre transitorios y generalmente lejanos de un flujo uniforme,
por lo que no parece razonable que varien mucho los resultados por no cumplir
la ley de conservacion geométrica.

Observacion. Matemadticamente la solucion exacta es independiente del mo-
vimiento de la malla. Esta independencia no estd garantizada en el caso en
el que el problema se resuelve de forma numérica.

4.1.4. Validacion de la formulacion ALE

El caso ha sido tomado de SHEU Y CHEN [1999], donde un flujo pasa
a través de un tubo bidimensional cuyo contorno esta sometido a un movi-
miento sinusoidal impuesto (figura 4.3).

vr
- t=10.0
1:_ 1 1 t—02 ——
i t=05 ——
ol %—\ﬁ .
:0_5$% Flujo
L —
N 9—\/” —
: 5
-0.5
N B R N A A SR B T R I

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5

ot

Figura 4.3: Esquema del tubo con movimiento impuesto.

Descripcion del problema:

a) Se impone un flujo parabdlico de velocidades a la entrada cuya velocidad
media es uUneqia = 2. En el instante inicial se supone velocidad nula en
todo el dominio.

b) Se asume que no hay deslizamiento en la pared del tubo, esto es, la
velocidad del fluido en el contorno es la misma que la de la pared.
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c¢) El fluido tiene comportamiento newtoniano, cuya densidad es p, = 1 y la
viscosidad dinamica p = 0.0025. Con estos datos el niimero de Reynolds
es Re = 400.

d) Para la discretizacién del dominio se ha utilizado una malla de 30x300
elementos. El objetivo es captar bien todos los vértices y de ahi que
se halla utilizado una discretizacién tan fina. No obstante, en SHEU Y
CHEN [1999] se observa que con una malla mas fina cerca de los bordes
y mas gruesa en la parte central también se obtienen buenos resultados
con menos elementos. El paso de tiempo empleado es At = 0.02.

e) El movimiento impuesto en la parte mévil de la pared tiene la siguiente
ley:

r = Xy

| yo—0.2sin(27(x¢ — 1)) sin(wnt) 1<z <2 (4.21)
y= Yo i S 16 2 S i)

donde (xg,y0) representa la posicién inicial de la malla y (z,y) la posicién
actual.

Observacién. Para validar la formulacion ALE lo esencial es elegir un
problema en el que el contorno del dominio no sea fijo. Para ello no es nece-
sario que éste sea una incdgnita (como en el caso de interaccion pura), sino
que puede estar definido a priori. Es decir, elegimos un problema donde un
movimiento predefinido se ha impuesto al contorno. Esto hace que no haya
interaccion con ningun solido, evitando asi el problema de las iteraciones que
aparece en la interaccion, como se verd en el apartado siguiente.

Segun el movimiento impuesto la malla solamente es modificada en un
tramo y en su coordenada vertical, adoptando la forma de la figura 4.4.

Figura 4.4: Malla deformada verticalmente con movimiento impuesto. Se re-
presenta con menos elementos por claridad.

El movimiento del contorno crea obstaculos en la geometria que propicia
la formacion de vértices, los cuales evolucionan en la zona del movimiento
impuesto. Posteriormente se trasladan en la direccion del flujo disipandose
antes de llegar al final del tubo.
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En la figura 4.5 se muestran las lineas de corriente y los perfiles de velo-
cidad horizontal en distintos instantes de tiempo.

Obsérvese que las lineas de corriente tienen un extremo en el contorno
movil salvo cuando la velocidad de éste es nula (en los instantes t = 0.5 y ¢
= 1.5). Esto debe ser asi, ya que un contorno mévil ha de ser forzosamente
el sitio donde comience o termine una linea de corriente.

Los perfiles de velocidad horizontal comienzan siendo planos, ya que para
t = 0 las condiciones iniciales son velocidad nula en todo el dominio. El perfil
parabodlico va desarrollandose con el tiempo.

t=0.02
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un perfil de velocidades impuesto y en un movimiento impuesto en la pared
cabe hacer la misma consideracién que en la observacién sobre la figura 2.8
del apartado 2.4.1. En la figura 4.6, a modo representativo se muestran las
curvas isobaras en el instante ¢t = 2.5, cuando el flujo ya se ha desarrollado
lo suficiente para que los perfiles dejen de ser planos.

-6.50E+00
-5.43E+00

. -4.36E+00

i=25 ' -3.28E+00
] -2.21E+00
-1.14E+00
-6.39E-02
=0 1.01E+00
oL 11 1 1 | 2.08E+00

3.16E+00
4.23E+00
5.30E+00
6.37E+00

Figura 4.6: Tubo con movimiento impuesto. Representacion de las curvas
1sobaras.

En el articulo SHEU Y CHEN [1999] no se muestran resultados cuantita-
tivos, por lo que la comparacion es inicamente a titulo cualitativo. Para ello,
las lineas de corriente aqui presentadas incluyen los instantes de tiempo que
en dicho articulo se muestran, observandose una buena concordancia tanto en
los vortices formados como en las otras lineas. Asimismo, las curvas isobaras
(figura 4.6) también se comparan con los contornos de presiéon mostrados en
el articulo, resultando similares.

4.2. Formulacién del problema de interaccion

Al resolver el problema de interaccién se pretende determinar el movi-
miento de la interfaz que desconocemos a priori.

Partiendo de una estimacién del movimiento de dicha interfaz en un ins-
tante de tiempo ¢, el proceso para verificar si la estimacion es correcta consta
de los siguientes pasos:

a) Usar el operador M definido en el apartado 4.1.3 para obtener la nueva
malla, asi como la férmula (4.20) para calcular la velocidad de ésta.

b) Resolver las ecuaciones del fluido con la formulacién ALE y asi obtener
las nuevas velocidades.

c) A partir de las velocidades obtenidas en b) calcular las tensiones y pos-
teriormente las fuerzas en los nodos de la interfaz.

d) Resolver las ecuaciones del sélido imponiendo las fuerzas calculadas en
la interfaz.

e) Obtener los desplazamientos del sélido y asi comparar con los que hemos
supuesto al principio.
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Haciendo esto no solamente verificamos si la estimacion es correcta, sino
que a partir del iltimos paso podemos obtener una nueva y mejor estimacion.

Observacion. De aqui en adelante, llamaremos interfaz al contorno comin
del fluido y del solido, esto es, a la zona donde interaccionan y hay que
imponer las condiciones de compatibilidad. Como ya se hizo en el aparta-
do anterior, la denotaremos con I'. Asi, las variables con un subindice I’
representan dichas variables en la interfaz. (Aunque la interfaz es variable
en el tiempo, esto es I'(t), para evitar una notacidn demasiado densa no se
escribird explicitamente esta dependencia). Asimismo, se denotard con €,
el dominio del fluido y con §, el del solido, siendo también variables en el
tiempo.

Para formalizar el problema de interaccion se van a definir un conjun-
to de operadores que permitiran formular el problema de forma precisa y
compacta. Asimismo esta formulacién, similar a la utilizada en GERBEAU Y
VIDRASCU [2003a] y FERNANDEZ Y MOUBACHIR [2004], pondré en pers-
pectiva y facilitara el analisis de los distintos pasos en el proceso y su solucion
numeérica.

Vamos a suponer el problema ya discretizado en el tiempo, por lo que asu-
mimos que hemos obtenido la solucion en el instante t" y queremos obtenerla
en "1

Por consistencia, volvamos a definir més formalmente el operador malla

M:

Definicién 4.2.1 Sea di:™' el desplazamiento actual de la interfaz T €
R3. Se define el operador M como aquel que a partir de d?“ obtiene el

desplazamiento actual de toda la malla de fluido d en Q?H € R3:

an+1

(dp) — M(dpt) = d (4.22)
De forma similar definamos el operador fluido F:

Definiciéon 4.2.2 Sea cinﬂ el desplazamiento actual de la malla en Q?“ €
R?, @™ la velocidad actual de la malla en Qi e R* y u” la velocidad
del fluido en el instante anterior en Q0 € R3. Se define el operador F como

,ﬁ,n—i—l

an+1
aquel que a partir de d" , y u™ obtiene la velocidad actual del fluido
n+1

u"t en Q’J}H € R? asi como las fuerzas actuales sobre la interfaz fi™ en
F?’L+1 6 R3 :
~n+1

(d

Intrinsecamente, el operador F supone resolver las ecuaciones (4.15).

L un) - F(dT A ) = () (4.23)

Para abreviar la notacién, tengamos en cuenta que la velocidad de la malla

an+1
4" se puede obtener a partir del desplazamiento de ésta d" segin (4.20)
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y la solucion se supone conocida en t", por lo que prescindimos de escribir

u”. Asimismo, de momento lo que nos interesa es trabajar con las fuerzas
en el contorno fit! para asi resolver el sélido, empleando las velocidades
u"! dnicamente para calcular dichas fuerzas. De acuerdo con esto se puede
escribir mas condensadamente:

~n+1

= F(d ) (4.24)

Por tanto, el operador F en (4.24) se puede ver de forma abstracta como

. ., . . sn+1 .
una aplicacion que asocia a cada vector de desplazamientos d  definido en
el dominio del fluido un vector de fuerzas ™ definido en la interfaz.

~n+1
Observacién. La dimension del vector d' - es el nimero de nodos de la
interfaz multiplicado por el nimero de dimensiones del problema (2 6 3). La
dimension del vector fitt es la misma.

Finalmente definamos el operador sélido S:

Definicién 4.2.3 Sean i las fuerzas actuales sobre la interfaz ™! € R?
yd'y d' el desplazamiento y la velocidad del solido respectivamente en el

instante anterior en Q" € R3. Se define el operador S como aquel que a partir

dn+1

on n+1
de fitt, d" yd obtiene el desplazamiento y velocidad d " actuales

en Q" € R3.

m *n

41
(it d,d'y — S(Frt,dr,d') = (dr,dT) (4.25)

No obstante, lo que nos interesa ahora son los desplazamientos en la
interfaz, y haciendo consideraciones similares a las hechas con el operador
fluido, reescribimos este operador asi:

di = S(FEth (4.26)

El operador S en (4.26), visto de forma abstracta es una aplicacién que
asocia a cada vector de fuerzas fi*! un vector de desplazamientos dp™,
ambos definidos en la interfaz.

Observacion. Sobre la linealidad o no linealidad de los tres operadores de-
finidos, el operador M es lineal ya que consiste en resolver un problema de
elasticidad lineal. El operador F es no lineal debido al término convectivo de
las ecuaciones de fluido y el operador S es en este trabajo no lineal porque
el modelo de solido es hipereldstico no lineal, aunque en los ejemplos de in-
teraccion para validar el método el solido es lineal y por tanto el operador S
también.

Los tres operadores actian secuencial y ademas circularmente en un sen-
tido determinado, ya que la salida (output) de uno es la entrada (input) del
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an+1

d = M(dth — 1|

n an+1
- F+1 : ‘/T(d )

\J?‘;f¢¢%f¢¢¢¢¢
d?—H — S(f?_‘—l) fI‘

Figura 4.7: Operadores abstractos para formular el problema de interaccion.
Obsérvese que actuan secuencial y circularmente.

siguiente. En la figura 4.7 se muestra dicha secuencia circular con un esquema
del resultado de cada operador.
Ahora el problema de interaccion se formula en los siguientes términos:

Ecuacién fundamental del problema de interaccion: Conociendo la
solucion en t™ de los problemas (4.15) y (3.26), hallar los desplazamientos
d™ de la interfaz en T™' € R3 en el instante t"+' de tal forma que se
cumpla:

SoFoM(di) =dit (4.27)

donde el simbolo o es el usado habitualmente para la composicién de fun-
ciones. Es decir, en (4.27) primero actiia M sobre dj™', sobre su resultado
actia F y sobre el resultado de este ultimo actia S. A la ecuacién (4.27) se
le puede llamar ecuaciéon fundamental del problema de interaccién.

Esta forma abstracta de enfocar el problema de interaccion permite es-
cribir la ecuacion a resolver (4.27) de tal forma que sea mas facil enfocar el
método de solucién, sobre todo porque (4.27) tiene la forma adecuada para
aplicar el teorema del punto fijo, como se verd en el apartado siguiente.

Observaciéon. Al actuar los operadores circularmente, se podria haber plan-
teado la ecuacion (4.27) de otra forma diferente por simple permutacion cir-
cular de los operadores, a saber: F o Mo S(fit!) = fi*!, donde ahora las

incognitas serian las fuerzas en la interfaz. Estas formas de planteamien-
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to recuerdan conceptualmente al método de los desplazamientos y al método
de las fuerzas en los problemas de elasticidad, dependiendo qué incognitas
tomemos, aunque aqui el contexto sea diferente.

De esta manera el problema queda planteado con la ecuacién implicita
(4.27). Dado que no es posible obtener de forma cerrada d?“, debido prin-
cipalmente a la no linealidad del operador F, se hace necesario un método
numeérico para resolver esta ecuacion.

4.3. Clasificacion de los métodos de interac-
cion

Para mayor claridad, se puede escribir la ecuacion fundamental del pro-
blema de interaccién (4.27) de forma més estdndar:

SoFoM(di) —dit' =0 (4.28)

A partir de la definicién de Z como el operador identidad, que asocia un
vector a si mismo, se define el operador R:

R(d}T) =0 donde R=SoFoM-T (4.29)

haciendo la letra R referencia a la inicial de Residuo.

Para resolver (4.29) se pueden utilizar los métodos habituales en la reso-
lucion de ecuaciones no lineales: el método del punto medio, la requla falsi
(método de la secante), el método de Newton-Raphson (método de la tan-
gente), y utilizando la expresiéon previa (4.27) también es posible utilizar
métodos de punto fijo.

Una posible clasificacion de los métodos para resolver el problema de
interaccién se muestra en el cuadro 4.1.

Cabe destacar que resolver las ecuaciones de interaccion por métodos de
Newton-Raphson, o en general por cualquier método que suponga calcular la
matriz tangente de las ecuaciones supone un cambio cualitativo muy impor-
tante. Tal es asi, que puede constituir un matiz diferenciador de las distintas
metodologias de solucion.

A la hora de plantear un método de solucién se debe considerar la posibi-
lidad de usar un programa especifico para el fluido y otro programa especifico
para el sélido. Si eso es asi, podemos hacer uso de programas especializados
y ya validados para el fluido y para el solido, que pueden ser comerciales,
empleando métodos particionados. Si se usan métodos donde se precise la
matriz tangente global, no se podran usar programas separados, sino que
habra que disenar un programa especifico para calcular dicha matriz.
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Métodos de interaccion
Métodos monoliticos Métodos particionados
- Programas especificos | - Programas diferentes para el fluido y el sélido
- Proporcionan un aco- | Acoplamiento débil | Acoplamiento fuerte
plamiento fuerte - También llamados - También llamados im-
- Métodos Newton o explicitos y secuen- plicitos e iterativos
cuasi-Newton ciales (staggered) - Métodos de Block-
- Condicionalmente Jacobiy Block-Gauss-
estables Seidel

Cuadro 4.1: Clasificacion de los métodos de interaccion.

4.3.1. Métodos monoliticos

La idea de los métodos monoliticos se basa en resolver la ecuacién (4.29)
por un método tangente, con lo que se obtiene un orden de convergencia
supralineal .

En principio seria deseable utilizar estos métodos, pero calcular la matriz
tangente de (4.29) no es trivial.

Para expresar la matriz tangente de (4.29), se deriva dicha expresién
respecto d?“, y denotando la derivada de un operador con una coma como
superindice se obtiene:

R(diH) =[S o Fo M(dP™)] - [F o M(dEM)] - M (dEH) =T (4.30)

siendo:

an+1

- od
M (dit) = odrT (4.31a)
T
oft!
" ad™
' em ody !
S =3 f’F‘“ (4.31c)
T

s, an+1

Fd )

(4.31D)

El célculo de M’ es trivial, por ser M lineal. El célculo de S se obtiene
de la forma estandar en mecanica no lineal de sélidos.

El célculo de F' es més complejo, ya que hay que calcular la solucién de
las ecuaciones del fluido ante variaciones del propio dominio del fluido €2,. A
las derivadas de (4.31b) también se le llaman jacobianos cruzados.

Como alternativa, se pueden establecer distintas alternativas de F. En
MATTHIES Y STEINDORF [2002] y MATTHIES Y STEINDORF [2003] se

1Gi se calcula de forma exacta la matriz tangente, se consigue habitualmente una tasa
de convergencia de orden 2.
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utiliza diferencias finitas para calcular las derivadas de (4.31b), obteniendo
buenos resultados en problemas uni y bidimensionales. No obstante, usando
diferencias finitas hay que elegir el tamano del paso para calcular el cociente
de forma algo heuristica. Procediendo de esta forma incluso se puede resolver
el problema aprovechando los codigos estandar para la solucion de los modelos
fluido y sélido (MATTHIES Y STEINDORF [2003]).

Otra alternativa que se ha utilizado de forma exitosa es aproximar el
operador F por otro operador lineal 7 (GERBEAU Y VIDRASCU [2003b]).
La idea es resolver un fluido cuya ecuacién sea lineal (también llamado modelo
reducido) eliminando el término convectivo y suponiendo que la viscosidad
es nula. Procediendo asi se plantean unas ecuaciones que capturan el efecto
de la masa adicional en el fluido y constituyen una aproximaciéon razonable
al comportamiento real.

Observaciéon. Fl efecto de la masa adicional sobre el solido se puede ver
en GERBEAU Y VIDRASCU [2003b]. En las ecuaciones de la dindmica del
solido el efecto de la interaccion se introduce mediante fuerzas de inercia
adicionales asociadas al movimiento de la masa del fluido. En el apartado
4.3.2 se describe en detalle la relevancia de este efecto.

Los dos métodos anteriores para aproximar F no siempre proporcionan
convergencia. Recientemente en FERNANDEZ Y MOUBACHIR [2004] se ha
desarrollado un método en el que se calculan de forma exacta las derivadas
cruzadas (4.31b). Para ello se utilizan herramientas de “calculo de sensibilidad
a la geometria”. De esta manera se obtiene un método de Newton-Raphson
que acelera extraordinariamente la convergencia.

En el apartado 5.1, dentro de los modelos especificos para hemodinamica,
se expone un modelo unidimensional simplificado en el que se utiliza un mé-
todo monolitico de solucién. Este modelo se utiliza para imponer condiciones
de contorno absorbentes.

4.3.2. Meétodos particionados

El objetivo de los métodos particionados es utilizar codigos de fluido y de
solido, que resuelven de manera independiente los correspondientes modelos,
para resolver el problema de la interaccion.

De acuerdo con la clasificacion hecha en el cuadro 4.1 se analizan separa-
damente los modelos de acoplamiento débil y acoplamiento fuerte.

Para la representacién esquematica de los distintos métodos de solucién se
ha hecho un esquema tridimensional (ver figura 4.8), donde los ejes Oz y Oy
se usan para representar el tiempo y la iteracién dentro del paso de tiempo
(si la hubiere) y el eje Oz para representar el sistema (fluido o sélido).

El sistema fluido se representa con un circulo azul y el sélido con un
cuadrado marron. En este esquema la resolucion de la malla con el operador
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Sistema,

Sélido @
Fluidoo k=1) (=1 t=2 y
P e Tiempo
k=92/___,/______ o __
// //
k=3 i Ammm—— -
Iteracion e ’ I .
x

Figura 4.8: Esquema para representar los métodos particionados.

M se engloba en el sistema fluido para mayor claridad en el grafico. Es decir,
el sistema fluido supone hacer F o M.

Acoplamiento débil

Este método avanza en cada paso de tiempo sin hacer iteraciones internas
(de ahi el nombre de métodos secuenciales), por lo que es un método que no
acopla totalmente el fluido con el sélido.

Con esta técnica se consigue avanzar rapido en el tiempo pero con el
inconveniente de no hacer un acoplamiento completo, por lo que se puede
volver inestable facilmente. De ahi que también se le llamen métodos de aco-
plamiento explicito, siendo condicionalmente estables, lo que hace que el paso
de tiempo esté acotado superiormente.

En el grafico 4.9 se observan dos posibles estrategias de este método. Una
de ellas permite resolver ambos sistemas en paralelo, y la otra en serie.

Sistema Sistema

Sélido m Sélido m

Fluidoo Fluidoo | '3 1 Bg2 HAp3S b4

7 7 7 Tlempo
7 7 7/ 7/
k=2/L_ »_ _ _ _ +_ ___2____v=¢ k=2/_ ~_ - _ _ 4_ _ _ _+2_____~+
7 7 7 7 7 7 7 7

Tteracién Iteracién

Figura 4.9: Acoplamiento débil. Esquemas de resolucion. A la izquierda solu-
cion en paralelo y a la derecha solucion en serie.

Ambos sistemas (fluido y sélido) intercambian informacién al final de
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cada paso de tiempo y esa informacion se utiliza para seguir avanzando en el
tiempo. En el caso de solucion en paralelo se tiene:

ntl — Fo M(d}) (4.32a)
di™' = S(fr) (4.32b)

Y en el caso de solucidén en serie:

ntl = Fo M(d}) (4.33a)
At = S(fith (4.33b)

Se han llevado a cabo experimentos numéricos donde se observa que en

hemodinamica estos esquemas no funcionan bien, debido al efecto de la masa
adicional (ver MORAND Y OHAYON [1992] para una descripcion detallada).
Al desarrollar las ecuaciones del sélido, la fuerza normal (presién) en la in-
terfaz fluido-sélido I' depende de la aceleracién de ésta y de la densidad del
fluido. En consecuencia, en las ecuaciones del solido aparece el término de
inercia:
0*d
ot?
donde la matriz M es la matriz de masas del sélido y M ¢ proviene de las
ecuaciones del fluido. La masa adicional es precisamente el término p,M ;.
En (4.34) se observa que si la densidad del sélido es muy superior a la del
fluido (p.M s > p;M ¢) el efecto de la masa adicional tiene poca importancia,
como por ejemplo en la aerodinamica de estructuras sometidas a las acciones
del viento, donde la densidad del aire es varios 6érdenes de magnitud menor
que la del sélido. En este caso un esquema particionado con acoplamiento
débil puede funcionar bien.

En cambio, si la densidad del fluido es similar a la del sélido, como ocurre
en hemodinamica que son practicamente iguales, el efecto de la masa adicio-
nal si cobra importancia, ya que p,M, ~ p;M;. Esto origina problemas de
estabilidad en el método explicito (MORAND Y OHAYON [1992]).

(0.M, + p; M) (4.34)

Acoplamiento fuerte

Los métodos de acoplamiento fuerte estan basados en resolver la ecuaciéon
(4.27), la cual tiene la estructura adecuada para ser resuelta por métodos
basados en el teorema del punto fijo. Reescribamos dicha ecuacion aqui:

SoFoM(dr) =dit (4.35)

donde se supone conocida la solucion en el instante t" y se quiere obtener la
solucién en "1,

Para resolver (4.35) se pueden utilizar esquemas similares a los métodos
iterativos de Jacobiy Gauss-Seidel en los sistemas de ecuaciones lineales. En
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el contexto de la interaccion fluido-estructura estos métodos son llamados
Block-Jacobi y Block-Gauss-Seidel.

El grado de acoplamiento logrado con estos métodos es el mismo que el
alcanzado con métodos monoliticos, pero normalmente realizando mas ite-
raciones en cada paso de tiempo. Estas iteraciones suponen un incremento
extraordinario del coste computacional, ya que para un grado razonable de
tolerancia en el acoplamiento son necesarias normalmente varias decenas de
iteraciones.

Observaciéon. Algunos autores llaman subiteraciones a lo que aqui se ha
llamado iteraciones dentro de cada paso de tiempo, ya que para ellos avanzar
en el tiempo es hacer iteraciones.

Método de Block-Jacobi

Este método se basa en la solucion en paralelo el sistema fluido y sdlido,
intercambiando la informacién de ambos sistemas después de cada iteracion.
Esquematicamente se representa en la figura 4.10.

Sistema,

Sélido m

k=4, __z______
Iteracion

Figura 4.10: Acoplamiento fuerte con el método de Block-Jacobi. Se puede
utilizar cdalculo en paralelo.

En este ejemplo, para ¢ = 1 son necesarias 3 iteraciones para lograr la
convergencia del sistema acoplado (de acuerdo a una tolerancia preestable-
cida). En ¢ = 2 se hacen 4 iteraciones, etc... En cada iteracion se obtienen
unas nuevas fuerzas y unos nuevos desplazamientos en la interfaz de acuerdo
con:

fiil =Fo M(d?j;l) (4.36a)
d;fklﬂ =S( gf,;) (4.36b)

donde se ha utilizado el subindice k para denotar las iteraciones. En (4.36) se
observa més claramente que ambos sistemas se pueden resolver en paralelo,
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ya que para hallar los resultados en k£ + 1 son tnicamente necesarios los
resultados en k. Pero si no se dispone de la infraestructura necesaria para un
calculo en paralelo es mas eficiente utilizar el método de Block-Gauss-Seidel
ya que converge mas rapidamente.

Método de Block-Gauss-Seidel

Con este método se resuelve un sistema y se transfiere el resultado inme-
diatamente al otro sistema antes de solucionarlo. En consecuencia los sistemas
se resuelven secuencialmente y no es aplicable la solucién de ambos sistemas
mediante calculo en paralelo.

En la figura 4.11 se muestra esquematicamente este método.

Sistema
Sélido m

Fluidoo k=

k=2 _</_

W

]{}:3 - - — 4 =

k=4 ___/1/______ M

Iteraciéon ’ ’

Figura 4.11: Acoplamiento fuerte con el método de Block-Gauss-Seidel. Se ha
de resolver en serie.

En este caso se transfiere informacién del sistema fluido para resolver
el sélido en la misma iteracion, representando dicha transferencia mediante
flechas verticales.

Las fuerzas y desplazamientos en cada iteracién son en este caso:

fiily = FoM(drth (4.37a)
d?,—;}kl = S(fﬁ—clﬂ) (4-37b)

En este trabajo se propone un método basado en el de Block-Gauss-Seidel.
Para simplificar la notacion definamos el operador A como:

A=SoFoM (4.38)
por lo que podemos escribir la ecuacion a resolver:

A(dE) = diitt (4.39)
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donde se explicita que la incognita buscada d?“ es un punto fijo del operador
A.

Para buscar el punto fijo de (4.39) mediante métodos basados en el teore-
ma de Picard (ver cuadro 4.2) es necesario que la funcién A sea contractiva,
propiedad que en general no se verifica (en ningin experimento numérico
realizado ha resultado ser contractiva).

Tanteo inicial ditt
-, n+1 __ n+1
Iteracién 1 diy = Adry)

Iteracion 2 | dph' = A(dii)

Iteracién k| dit! = A( ?21—1)

Cuadro 4.2: Esquema iterativo del método del punto fijo.

Para conseguir una sucesion convergente hay que hacer cambios mas sua-
ves de un punto de la sucesién al siguiente, esto es, que la norma de la dife-
rencia entre los resultados de dos iteraciones consecutivas ||d713*,;11 - dﬁ;lH no
sea tan grande como la que resultaria del método del cuadro 4.2. Una forma

de conseguir esto es introduciendo un pardametro de relajacion w tal que:
a5 = WA + (1 — w)d! (4.40)
0 lo que es equivalente:
dihyr = dp +wR(dpy) (4.41)

donde w es un escalar tal que w € (0, 1]. Asi resulta la sucesiéon mostrada en el
cuadro 4.3, donde se observa que ahora la sucesién avanza en la direccién del
residuo actual (esto también lo hace la sucesién del cuadro 4.2), pero ahora
dicho avance estd modulado por el parametro de relajacién, que actuaria a
modo de freno para dar pasos mas pequenos de un punto a otro de la sucesion.

Tanteo inicial d?})l
Iteracién 1 ditt = drh o+ wR(dp)
[teracién 2 dit! = dptt + wR(dE

Iteracién k d?}‘gl = OR(dE )

Cuadro 4.3: Sucesion para resolver el problema de interaccion con la técnica
del pardametro de relajacion.

Observacién. La sucesion del cuadro 4.2 es un caso particular de la del
cuadro 4.3 haciendo en este ultimo w = 1.
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La eleccién del parametro de relajacion w no es tinica. Ademads, se puede
elegir constante para todo el calculo o variable para cada iteracion.

Para w constante, si se elige w muy pequeno se mejora la convergencia
pero a costa de un numero elevado de iteraciones. Lo contrario sucede para
valores de w mayores.

En los ejemplos de los apartados 4.5.1 y 4.5.2 se comparara el nimero de
iteraciones necesarias para varios valores de w junto con el método adoptado.
En FORMAGGIA ET AL. [2001] se hace un estudio méas extenso del parametro
de relajaciéon en el problema del apartado 4.5.1.

Existen alternativas mas eficientes que elegir w constante en la férmula
(4.41). En este trabajo se utilizan valores de w no constantes, que se deter-
minan mediante el método de Aitken.

4.4. Método de interaccién propuesto

En este trabajo se ha adoptado un método particionado con acoplamiento
fuerte. La justificacion del acoplamiento fuerte se dio en el apartado 4.3.2,
y era debido a la similitud de las densidades del fluido y sélido. Utilizar un
método particionado no tiene una justificacion tan clara ya que los métodos
monoliticos son mas eficientes a pesar de que se tengan que calcular los jaco-
bianos cruzados de (4.31b) (ver FERNANDEZ Y MOUBACHIR [2004]). Este
trabajo, aparte de la gran componente de modelos numéricos, también esta
orientado a aplicar un método de interaccion a geometrias reales con modelos
no lineales para la pared arterial. De ahi que no se haya entrado mas a fon-
do en implementar un método monolitico para geometrias tridimensionales,
dejando ello como una linea abierta para futuros trabajos.

Dentro de los métodos particionados se ha optado por el método de Block-
Gauss-Seidel, ya que converge mas rapido que el método de Block-Jacobi.
Solamente si se utilizara calculo en paralelo para el método de Block-Jacobi
pudiera este 1ltimo tener ventaja compensando el mayor niimero de iteracio-
nes con el menor tiempo de calculo de cada iteracion.

El criterio de convergencia se basa en la norma euclidea || - || de la dife-
rencia entre los desplazamientos de la interfaz al comienzo y al final de cada
iteracion:

IA(dr) — dril] |R(dr|

1zl ldr il

< tolerancia (4.42)

donde la tolerancia es un nimero muy pequeno. En este trabajo, salvo que
se diga lo contrario en algin caso, se ha tomado tipicamente: tolerancia =
1074,
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4.4.1. Método de aceleracion de Aitken

En (4.41) adoptar w constante para todo el calculo es muy ineficiente. Una
estrategia que mejora la eficiencia es modificar los valores de w mediante el
método de Aitken. El orden de convergencia de este método estd demostrado
cuando la incognita es un escalar, pero para el caso de variables vectoriales
no hay resultados reportados.

Método de Aitken con variable escalar
Supongamos que tenemos que resolver la siguiente ecuacion:

flz) == (4.43)
que puesta en forma de residuo es:
R(x) =0 siendo R(z)= f(x) —x (4.44)

En este caso el método de Aitken es equivalente al método de la secante,
que es a su vez una generalizacién a ecuaciones no lineales del antiquisimo
método de la regula falsi 2. En este método se halla la recta que une dos
puntos de la curva R(x) y se calcula el punto en que se anula la ordenada de
dicha recta (3 en la figura 4.12).

T3 =x1 + WR(JH)

R(ry)F---
() Nuevo punto<
By f(22)

r3 = T9 + R(z1)—R(za) ¥

R(TQ) 77777777777777

Figura 4.12: Ilustracion del método de Aitken para una variable escalar.

Como se ve en dicha figura, es posible hallar x3 de dos formas distintas.
Por tanto, el método comienza haciendo dos tanteos (z1, R(x1)) v (x2, R(x2)),
hallando a partir de estos x3. Ahora seguiriamos a partir de (z9, R(z3)) y
(x3, R(x3)) para hallar un x4, etc... Generalizando a cualquier iteracién, la
formula general queda: Sabiendo los valores en xy y xpi1, hallar un nuevo
valor xj1o segun:

Tr+1 — Tk

R(ﬂsz) - R(ﬂikﬂ)

2Este método consiste en resolver una ecuacién lineal a partir del tanteo en dos puntos.
Dicho método aparece ya en el texto chino Nine Chapters on the Mathematical Art, siglo
IT a.C.

Tgto = Tht1 + R(l‘k_H) (445)




116 4.4. Método de interaccién propuesto

La férmula (4.45) se puede escribir con la misma estructura que (4.41)
definiendo w de tal forma que:

T2 = T + wR(zy) (4.46a)

Lhtl — Tk (4.46b)

R(xg) — R(%k41)

donde se han escrito las dos formas de hallar el nuevo punto.

Tpio = Tpr1 + WR(T 1) siendo w =

Método de Aitken con variable vectorial

Para resolver la ecuacién (4.29) se extrapola el método de una variable
escalar a una variable vectorial a modo de una requla falsi genemlizada.
Partiendo de dos tanteos d? y dit! k1 se calcula el valor dyt! ko mediante
(4.46):

~n+1

dp o = did! + WR(dE) (4.47a)
il n—+1 n+1
dr o = diyy T WR(AF ) (4.47b)

donde se han indicado con los stmbolos ~y ~ los dos posibles valores de dF ft2-
41 >n+1
En general para el caso vectorial ocurre que dr ki 7 dr jio, campliéndose
siempre la igualdad estricta para el caso escalar (swmpre y cuando se tome
w como en (4.46)).

La idea del método de Aitken es tomar el parametro w de tal forma que

~n+1 Can
dr ;..o sea lo més parecido posible a dp ;5. O dicho en términos matematicos,

minimizar la distancia entre ambos respecto una norma. El problema queda

asi planteado:
~n+1 w1 |]?

mm drk+2 dr,k+2

(4.48)

Desarrollando (4.48) con la norma euclidea y teniendo en cuenta (4.47):
2
n+1 A nt1 ntl
= mm <dr k+2 dF,k+2> (dr k42 dF,k+2) =
min(dp' - dpy’ + 2wdp ! R(dEL) + W' R(dRL) - R(dRL) +dpfl ikl +
QWd?Z}&-l ‘ R(dﬁil) + WQR(d?,EA) : R(dﬁiﬁ 2dn+1 d??lrc}‘rl -

2wd"“~7z( g;;l)—zwdgjcilw(d"“) 2w272(d"+1) R(d?;fﬂ))
(4.49)

~n+1 n+1

mm drjyo = dr o

denotando con - el producto escalar de dos vectores.
Derivando la ultima expresién de (4.49) respecto w e igualando el resul-
tado a cero:

di! - R + WR(d) - R(EE) + ity - R(dpL) +
GR(EEL) - RIS — di! - R(dp ) — dish, - R(AEE) —  (4.50)
2R - R(dES ) = 0
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Despejando w de (4.50) y reordenando términos se llega a:

L (R R - (A dil) -
(R 1) = R ) - (RUF) = R(dED)

Entrando con el pardmetro de relajacién (4.51) en por ejemplo (4.47b)
obtenemos el valor d?j,;iQ de la siguiente iteracién, avanzando en el eje k de
la figura 4.11.

Observaciéon. La férmula (4.51), para el caso particular de una variable
escalar se reduce a la ya obtenida en (4.46).

El pardmetro de relajaciéon w también puede interpretarse como una apro-
ximacion escalar a la inversa de la matriz tangente utilizada en el método de
Newton-Raphson: —(R'(dpth)) !

Variantes del método de Aitken

Existen variantes de este método basadas en tomar distintos w; para las
componentes del vector R(dﬁ;ﬂrl) En general los resultados no suponen una
mejora apreciable respecto al método original. Algunas de estas variantes son

(ver DEPARIS [2004] para mayor detalle):

a) Relajacién diagonal. Consiste en dividir los nodos de la interfaz en varios
grupos y aplicar a cada uno de ellos un parametro de relajacion distinto.
Esta estrategia también se ha analizado en este trabajo, pero al ser w
distinta en cada grupo no hay continuidad entre los desplazamientos de
grupos de nodos adyacentes.

b) Relajacién en bloque. Este método es parecido al anterior, pero dividien-
do la interfaz en grupos de igual niimero de nodos. Los distintos grupos
pueden compartir nodos por lo que se logra mayor continuidad en el
movimiento de la interfaz.

¢) Evaluaciones independientes. Pensado para poder utilizar calculo en pa-
ralelo, consiste en hacer dos evaluaciones independientes en cada ite-
racién, esto es, utilizar (4.47a) y (4.47b) para lograr dos estimaciones
distintas y calcular un nuevo w con esas dos estimaciones. En el presente
trabajo también se ha analizado este método (aunque calculando en se-
rie), pero el nimero de iteraciones hasta la convergencia no ha mejorado,
e incluso ha empeorado en general.

4.4.2. Programa inter3D

En este apartado se describe el programa desarrollado e implementado
en la tesis para resolver los modelos de interacciéon. A este programa se le ha
llamado inter3D, y esta formado por un conjunto de programas ejecutados
secuencialmente. Los codigos programados para fluido y sélido se ejecutan



118 4.5. Validacién del método de interaccion

llamandolos desde este programa, y ademéds se procesa y se transmite entre
ellos los resultados obtenidos con los modelos de fluido y sélido.

Ademas de los programas de elementos finitos que resuelven los modelos
de fluido y sélido, desarrollados en FEAP (TAYLOR [2000c]), se ha utili-
zado codigo fortran 77 para las tareas que requieren numerosas operaciones
matematicas y lenguaje awk para las tareas de trasiego de datos.

Al igual que en la figura 4.11, se utiliza el entero n para el paso de tiempo
y el entero k para el numero de iteracién dentro del paso de tiempo. Se
supone que se parte de la situacién en t = 0 (n = 0) la cual es tomada como
condicién inicial y conocida. Para las iteraciones, el primer tanteo a partir de
los valores del paso de tiempo anterior es k = 0 (ver figura 4.11).

En el cuadro 4.4 se presenta el algoritmo de solucion.

El procedimiento descrito da las lineas generales del calculo, aunque en
ciertos pasos haya que ejecutar mas de un programa. En el paso 2.2 la férmula
para extrapolar el movimiento de la interfaz al paso de tiempo siguiente
(4.53) mejora ligeramente la extrapolacién de (4.52) (MoK v WALL [2001],
GERBEAU Y VIDRASCU [2003b]). En los cdlculos hechos aqui no se ha
apreciado que el nimero de iteraciones se reduzca significativamente.

En los pasos 3.4 y 3.5 se ha denotado con gl/ﬁfl los desplazamientos de la
pared tras resolver el sélido, que son los que se comparan con los supuestos
inicialmente.

El paso que més tiempo consume con una enorme diferencia sobre todos

los demas es el 3.3, donde se resuelven las ecuaciones del fluido.

4.5. Validacion del método de interaccion

En los ejemplos de validacién que se muestran no se han encontrado
apenas resultados cuantitativos por lo que la comparacién es en su mayor
parte cualitativa, observando los dibujos y las graficas del movimiento de la
parte flexible en ambos casos.

4.5.1. Transmision de un pulso de presién en un cilin-
dro

Este ejemplo se describe en FORMAGGIA ET AL. [2001] y FERNANDEZ
Y MOUBACHIR [2004].

Es un caso con simetria axial pero aqui se ha resuelto en tres dimensiones
para usar los mismos elementos y algoritmos que se usaran para el caso de
arterias con geometria real. Se usa el sistema cegesimal de unidades.

Descripcién del problema (ver figura 4.13):

a) El cilindro tiene una longitud L = 5 cm. y un didmetro inicial ¢g = 1
cm. El espesor inicial de la pared es hg = 0.1 cm.
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ﬁ Partimos de las condiciones iniciales en ¢ = 0, inicializando n = 0. \

2. Se quiere hallar la solucién en t"*!. Inicializamos k = 0 y se realiza el primer tanteo.

2.1. Sin =0 (esto es, si es el primer paso de tiempo):
diht = dpAt (4.52)

2.2. Sin >1 (segundo y sucesivos pasos de tiempo):

N ]_ n—
iyt = ngAt — 5dr 'At (4.53)

3. Calculamos el residuo R(dﬁ;l) de acuerdo con las siguientes etapas:

3.1. Se obtiene la nueva malla: JZH = M(di )
3.2. Se calcula la velocidad de la malla como en (4.20)
an+1 an

d, —d
aptt A ~ (4.54)

3.3. Se resuelven las ecuaciones del fluido: fﬁ;l = ]—'(J:H)

3.4. Se resuelven las ecuaciones del sélido: di+! = S(fi1h)

3.5. Elresiduo es: R(dp}!) = A(dph!) — dph! = dpft —dp!
4. Se realiza el test de convergencia segtin (4.42):

IR(dr i)l

W < tolerancia (455)
Tk

4.1. Si ha convergido, copiamos los valores actuales de todas las variables de estado
a las variables de valores convergidos (ya sin el subindice k). Incrementamos el
tiempo ™12 = "t 4 At, y si t"T2 < tgn. hacemos n = n + 1 y vamos al paso
2. Si por el contrario t"72 > tg,.1 terminamos en el paso 5.

4.2.  Si no ha convergido se vuelve a iterar, calculando el pardmetro de relajacién w:

4.2.1. Sik =0 (esto es, si es la primera iteracién):
wo = 1
4.2.2. Sik > 1 tomamos (4.51) con una traslacién del indice k:

(R(dP3) — R(dPEL ) - (didly —diih)

W = p (4.56)
(R(dr i) = R(dpily) - (R(dr})) = R(dpily))
Se obtienen los nuevos desplazamientos de la interfaz:
APl = A o R (4.57)

Hacemos k = k + 1 y volvemos al paso 3.

& Fin del célculo. J

Cuadro 4.4: Algoritmo de interaccion entre los modelos 3D fluido-pared ar-
terial.
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Movimiento de la pared impedido en ambos extremos

i) tiempo (ms)

Figura 4.13: Esquema del cilindro y del pulso de presion.

En un extremo se impone un pulso rectangular de presién de 13333
dyn/cm? durante 5 milisegundos 3:

Pu(t) = 13333 t <5 ms (4.58)
" 0 t > 5 ms '

En el otro extremo se impone presién nula P, (t) = 0.

El fluido es newtoniano e incompresible, con una viscosidad dinamica
p = 0.03 Poise y una densidad de p, =1 g/cm?.

La pared tiene una densidad p, = 1.2 g/cm?® y se supone isétropa con
comportamiento eldstico lineal. El mddulo de elasticidad es E = 3 - 10°
dyn/cm? y el coeficiente de Poisson v = 0.3.

Los dos extremos de la pared estan sujetos, es decir, tienen movimiento
nulo durante todo el calculo. Ademads, en el instante inicial la velocidad
del fluido es nula en todo el cilindro.

No se produce deslizamiento en la pared del tubo por lo que la velocidad
del fluido en la interfaz es la misma que la de la pared.

3Esta presién equivale a 10 mm Hg
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h) El paso de tiempo tomado es At = 107* s. El cdlculo se ha hecho hasta
tanal = 12 ms, dando un total de 120 pasos de tiempo. La malla del fluido
consta de 1620 elementos y la del sélido tiene 720 elementos (ver figura

4.14).

Figura 4.14: Transmision de un pulso de presion. Malla del fluido (en azul)
y del sélido (en marrdn).

Cabe senalar que el tiempo de calculo hasta los 12 ms. se debe a que es el
tiempo que tarda en llegar la onda de presién hasta el extremo final. Como
se ha restringido el movimiento de la pared en los extremos se produce una
reflexién de la onda de presion, pero ahora con valores negativos de ésta.
Este es un tema muy importante en los modelos de hemodinamica, ya que
lo deseable es imponer condiciones de contorno no reflectantes en el extremo
final, lo cual se desarrollara en el siguiente capitulo.

La tolerancia para el cdlculo, segiin la expresién (4.55), es 1074 En el
grafico de la figura 4.15 se observa el nimero de iteraciones necesarias (el
valor de k en la figura 4.11) segin el método de Aitken adoptado aqui, to-
mando el valor del pardmetro de relajacién segin (4.56). Resulta una media
de 19.4 iteraciones por paso de tiempo. También se ha calculado el valor
medio del parametro de relajacion del calculo completo, resultando wyedio =
0.2. Adicionalmente se muestra a efectos de comparacion el nimero de itera-
ciones que son necesarias si se adopta un valor del parametro de relajacion
constante.

Se observa la ventaja del método de Aitken en cuanto al nimero de ite-
raciones. Respecto al tiempo de calculo, como obtener el parametro de re-
lajacién w consume un tiempo despreciable frente al tiempo total de cada
iteracion, la misma figura 4.15 se puede emplear para comparar el tiempo
empleado en cada método.

En la figura 4.16 se han dispuesto las lineas de corriente en distintos
instantes del tiempo. Para ello, al existir simetria axial se muestra una seccion
representativa, que va desde el eje hasta la pared. En la misma figura también
se muestran los contornos de presion en el dominio tridimensional. En este
ultimo se ha aumentado por 10 el movimiento del contorno para que se aprecie
mejor.
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400 T T T T T
Método de Aitken
w=005 — _|
330 w=0.02 ——
2 300
£ —
9 250
g \\_/
o 200
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tiempo (ms)

Figura 4.15: Pulso de presion. Numero de iteraciones para converger. Com-
paracion entre el método de Aitken y otros métodos con w constante.

t=0.1 ms
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t=4 ms
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t=8 ms

=7

t=12 ms

—

-1.24E+04
-1.02E+04
-8.00E+03
-5.82E+03
-3.64E+03
-1.46E+03
7.16E+02
2.90E+03
5.08E+03
7.26E+03
9.44E+03
1.16E+04
1.38E+04

Figura 4.16: Lineas de corriente y contornos de presion de 0 a 12 ms. La
deformacion en los contornos de presion ha sido aumentada por 10.
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Los resultados de los contornos de presiéon coinciden con los dibujos mos-
trados en FORMAGGIA ET AL. [2001]. Las lineas de corriente no se han
encontrado en ninguna de las referencias consultadas, por lo que aqui se
muestran por primera vez.

Como el extremo final no tiene condiciones de contorno absorbentes la
onda de presion se refleja. Esto significa que para tiempos posteriores a los
mostrados en la figura 4.16 la presion es negativa y el tubo se colapsa, aunque
esto no se ha mostrado.

En el grafico 4.17 se muestra el desplazamiento de la pared a varias dis-
tancias axiales del tubo. No se muestran los puntos del final del tubo porque
la onda reflejada se superpone a la primera onda y los resultados dejan de
ser significativos.

El desplazamiento en la coordenada z = 0.33 cm. (curva roja) es menor
porque el movimiento de la pared se ha impedido en el extremo inicial. Si-
guiendo en esta coordenada, obsérvese que para t = 5 ms. se produce un
cambio brusco en el desplazamiento, ya que es cuando la presiéon impuesta
en el extremo inicial deja de actuar.

0.016
F | | | i | z=033cm ——
0014 i z=1cm
F : : : : : X : : : z=2cm ——
0.012 o bt b\ LN z=3cm ——
E : : : : / : : : z=4cm
0.01 it b z=4.66 cm

0006 f /SN
0004 Foofbensfobiannb N N e N
000 f /oS S

desplazamiento de la pared (cm)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
tiempo (ms)

Figura 4.17: Curvas con los desplazamientos de la pared a distintas distancias
axiales.

Aprovechando el mismo grafico 4.17 se puede calcular la velocidad de
transmision de la onda de presion y compararla con el valor tedrico. Para
ello se han senalado con las letras A, B y C en dicho grafico los puntos de
maximo desplazamiento, cuyo valor numérico se muestran en el cuadro 4.5.

Con los datos del cuadro 4.5, combinados dos a dos, se pueden calcular
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Punto | Coordenada axial (cm) | Tiempo (ms) | Desplazamiento (cm)
A z=1.0 4.2 0.014257
B z = 2.0 6.2 0.013902
C z=3.0 8.2 0.013696

Cuadro 4.5: Tiempo para el que el desplazamiento es mdzimo en distintos
puntos del cilindro.

tres velocidades de onda y obtener el valor medio:

Puntos Ay B — cap = EBTEA 500 cm/s (4.59a)
tp—ta

Puntos Ay €' — cac = A = 500 cm/s (4.59D)
tc—ta

Puntos By C' — cpe = ©— 8 = 500 cm/s (4.59¢)
tc —tp

coincidiendo la velocidad de la onda, ¢pumérico = 500 cm/s, en los tres casos.

La velocidad de transmision de las ondas para un sélido elastico lineal, su-
poniendo las simplificaciones habituales en tubos de pared delgada, se puede
obtener a partir de la clésica expresion de Moens-Korteweg *:

Ehg
P Po

= 547.72 cm/s (4.60)

Ctedrico —

Comparando el resultado numérico con el tedrico se tiene que Ciegrico €S
ligeramente mayor a Cpumérico-

Por 1ltimo se muestra en la figura 4.18 el caudal en distintas secciones,
habiéndose calculado mediante la integracién del campo de velocidades en
cada seccion. Se incluye la seccién inicial (curva roja), apareciendo de nuevo
el cambio brusco a los 5 ms.

4.5.2. Velocidad oscilante en una cavidad con una pa-
red flexible

Este ejemplo esta inspirado en el caso de una cavidad bidimensional mos-
trado en el apartado 2.4.1. Lo que cambia es que la pared de abajo ahora es
flexible y el flujo impuesto en la parte superior es oscilante en vez de cons-
tante, todo ello para obtener un problema de interaccién. Originalmente este
problema fue disenado en dos dimensiones (MOK Y WALL [2001]). En GER-
BEAU Y VIDRASCU [2003a] se modificé anadiendo una tercera dimensién
usando elementos lamina no lineales para la pared inferior que interacciona.

4La expresién (4.60) fue obtenida experimentalmente a finales del siglo XIX.
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Figura 4.18: Caudal en diferentes secciones del tubo.

Pero en esta tercera dimensién solamente anadieron un elemento con el fin
de seguir imitando el caso bidimensional, luego no es un caso tridimensional
puro, sino de dos dimensiones con deformacién plana.

Aqui se desarrolla el caso tridimensional completo (figura 4.19), aunque

para poder comparar resultados con las referencias anteriores se calcula tam-
bién el caso bidimensional, en el que se utilizan elementos viga en grandes
deformaciones para simular la estructura. Las unidades no se explicitan, luego
los valores numéricos pueden interpretarse en cualquier sistema de unidades.

a)

b)

Descripcién del problema (ver figura 4.19):

La cavidad es un cubo de lado L = 1. En la parte superior de éste existen
unas aberturas de 0.1 en las cuatro caras (pintadas en azul).

En la cara superior (en verde) se impone una ley de velocidades periddica
en la direccion x de la figura tal que:

2
uy =1 —cos(2t) siendo Q= % (4.61)
En dicha cara se deja libre la velocidad en direccién gy, mientras que en
direccion vertical z se impone que la velocidad es nula, esto es, no puede

salir ni entrar fluido por la cara superior.

En las dos aberturas de la direccién del movimiento impuesto (z = 0y
x = L) se imponen condiciones de contorno de Neumann homogéneas,
esto es, tension nula. Por lo tanto, el flujo que entra y sale en la cavidad
es un resultado obtenido del calculo. En las otras dos aberturas (y =0 e
y = L) se impide la velocidad en la direccién y para que por ahi no salga
ni entre fluido. En el instante inicial tanto el fluido como el sélido estan
en reposo.
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Figura 4.19: Esquema de la cavidad tridimensional.

En el resto de las paredes se supone condicién de no deslizamiento entre
fluido y pared. Concretamente, en las paredes verticales (hasta la altura
de 0.9L) la velocidad es nula, y en la pared inferior la velocidad es la del
solido resultante del célculo.

El fluido es newtoniano e incompresible, con viscosidad dinamica p =
0.01 y densidad p, = 1.

La pared inferior (la estructura, de color salmén) tiene un espesor h =
0.002. y una densidad p, = 500. Se supone isotropia y comportamiento
elastico con un médulo de elasticidad E = 20 para el caso tridimensional
y E = 250 para el caso 2D. El médulo de Poisson es v = 0.4. Se han
utilizado elementos lamina para el modelo 3D y elementos viga para

el caso 2D, ambos con formulaciéon no lineal en grandes deformaciones
(TAYLOR [2000Db]).

El paso de tiempo para el calculo es At = 0.1 y el calculo se ha llevado
hasta tfina = 100 en el caso 2D y tfina = 50 en el 3D. Los elementos
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ldmina se integran con el método energia-momento (SIMO Y TARNOW
[1992]) y los elementos viga con el método de Newmark (NEWMARK
[1959]).

h) En el caso tridimensional la malla del fluido es de 24x24x30 elementos
en las direcciones x, y y z respectivamente (6 de los 30 elementos son
para la abertura) y la del sélido 24x24 elementos lamina. Para el caso
bidimensional la malla del fluido es de 40x48 elementos en las direcciones
x 'y z (8 de los 48 elementos son para la abertura) y la del sélido de 40
elementos viga.

Observaciéon. FEste problema de interaccion estd especialmente bien condi-
ctonado con los pardmetros tomados, como lo demuestra el paso de tiempo
relativamente elevado tomado y el bajo nimero de iteraciones para conver-
ger.

Observaciéon. Para obtener desplazamientos similares se ha tomado el mo-
dulo de elasticidad en el caso 3D menor que en el caso 2D. FEsto es porque
en el caso 2D solamente hay rigidez a flexion en una direccion, mientras que
en el caso 3D hay rigidez en dos direcciones.

Debido al movimiento de la pared inferior el volumen de la cavidad varia
con el tiempo. Como el fluido es incompresible, ha de producirse un flujo neto
de fluido hacia la cavidad, y por eso se dejan las aberturas superiores, para
que entre y salga fluido de la cavidad.

El problema estd en que a la hora de discretizar la cavidad con una malla,
si en la abertura solamente colocamos un elemento en direccién z no estaria-
mos dejando que el caudal entrante y saliente resultara del cédlculo, sino que
en realidad lo estarifamos imponiendo. En la figura 4.20 se muestra este hecho
donde los puntos A, B, C'y D se corresponden con los de la figura 4.19 (el
caudal en dicha figura 4.20 corresponde al de la seccién definida por dichos
puntos, no al total de la cavidad). Con esto lo que estarfamos haciendo es
restringir el movimiento de la pared inferior, lo cual seria erréneo.

Caudal entrante O Nodos Caudal saliente
A Uy O
@ =4 @ @ Ug
0.1L
C; 9} €, 9
B D
Caudal entrante = %O.lLuﬂc = Caudal saliente = %O.lLuI

Figura 4.20: Un unico elemento en la abertura equivale a imponer el caudal.
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Debido a ello es necesario discretizar la zona de la abertura con mas
elementos para que el caudal a la entrada pueda ser distinto al de la salida.
En la figura 4.21 se observa que como hay nodos intermedios en la abertura,
hay grados de libertad para que el caudal entrante sea distinto al saliente. Al
igual que anteriormente, los puntos A, B, C'y D se corresponden con los de
la figura 4.19.

Caudal entrante O Nodos Caudal saliente
A Uy C
@ o O o o o) @ o o) > Uy
D o Y ) D) Y
OlL B = N ) N )
D). Y ) D). D). D).
C/ a D) a D) Q C/ D) D) a D) \)
B D
Caudal entrante #* Caudal saliente

Figura 4.21: Varios elementos en la abertura para que los caudales de entrada
y salida puedan ser diferentes.

En nuestro caso y para la variante tridimensional, de los 30 elementos en
direccion z, 6 de ellos corresponden a la abertura. Para el caso bidimensional,
de los 48 elementos en dicha direccién, 8 se emplean para la abertura.

Caso bidimensional

En este caso tomamos la seccién que resulta de cortar por un plano pa-
ralelo al zz en y = 0.5L, manteniendo todo lo demas tal como se describi6
anteriormente. La inercia de los elementos viga, teniendo en cuenta que el
espesor para los elementos lamina es h = 0.002 resulta [ = 1—12h3 = %10_9,
y el area A = h = 0.002. Estos valores se toman por unidad de longitud en
direccién y.

La tolerancia utilizada de acuerdo con la expresién (4.55) es 107%. En
la figura 4.22 se compara el nimero de iteraciones (ver figura 4.11) en cada
paso de tiempo que resulta del método de Aitken con los métodos en que el
parametro de relajacién w es constante. El niimero medio de iteraciones es
3.6 con el método de Aitken, y el pardametro de relajacién medio wyeqio =
0.68.

En la figura 4.23 se muestra el desplazamiento de tres puntos situados en
la pared, a una distancia de x = 0.25L, x = 0.5L y x = 0.75L. Se observa
el transitorio inicial, para luego llegar a una situacion periddica, donde la
pared oscila con la misma frecuencia 2 que la velocidad impuesta. Los re-
sultados son similares a los de GERBEAU Y VIDRASCU [2003a], aunque no
exactamente iguales, posiblemente debido a la formulacion particular de los
elementos lamina que emplean en dicha referencia.
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Figura 4.22: Numero de iteraciones para converger. Método de Aitken y mé-
todos con el pardmetro de relajacion constante. Caso 2D.
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Figura 4.23: Desplazamiento de 3 puntos de la pared inferior. Caso 2D.

En la figura 4.24 se compara el flujo neto de caudal (caudal entrante
menos caudal saliente) con la variaciéon de volumen de la cavidad, que al
ser el fluido incompresible deben ser iguales. Se ha representado en rojo el
volumen total que ha entrado en la cavidad, siendo éste igual a la integral en
el tiempo del flujo. En verde esta el volumen saliente, también calculado con
la correspondiente integral. En azul se dibuja la diferencia de los voliimenes
anteriores, esto es, el volumen entrante menos el saliente. Y luego, en puntos
rosas se representa la variacion de volumen de la cavidad calculada a través
de los desplazamientos de los elementos viga de la parte inferior de la cavidad.
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Los resultados muestran que efectivamente se cumple correctamente la
condicién de incompresibilidad.

Volumen entrante ———
Volumen saliente

6 - . =
Flujo neto de volumen ———
Variacion de volumen de la cavidad ~— + /

Volumen
[9%]

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

tiempo

Figura 4.24: Volumenes entrante y saliente y cambio de volumen en la cavi-
dad. Caso 2D.

En las figuras 4.25 y 4.26 se muestran las lineas de corriente y las cur-
vas isobaras en distintos instantes de tiempo. La figura 4.25 corresponde al
régimen transitorio (hasta ¢t = 10) y la figura 4.26 corresponde a un periodo
representativo del régimen permanente (de ¢t = 60 a t = 64), cuya frecuencia
se ha comprobado que coincide con la del movimiento impuesto.
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0 0.1 02 03 04 05 0.6 07 08 09 1

0

Figura 4.25: Lineas de corriente (izquierda) y curvas isobaras (derecha) du-
rante el régimen transitorio.



Capitulo 4. Modelos de interaccion fluido-estructura 135
t =65
i
08
0.7
05
04
03
02
e
0.1 b f/ff-’
f""’ -\\"1
. b g
t =61
. 0 (:l U'Z (i} (!'4 (1'5 H'(v U'7 ()'X ()") 1 -
e

0.9




136 4.5. Validacién del método de interaccion

Figura 4.26: Lineas de corriente (izquierda) y curvas isobaras (derecha) a lo
largo de un periodo.

Se observa que el movimiento de la pared inferior provoca que algunas
lineas de corriente comiencen o terminen ahi.

El vértice principal en la parte central de la cavidad es permanente, aun-
que su centro se desplaza describiendo una curva cerrada con un periodo 7'.
También se forman dos vortices secundarios en las dos esquinas inferiores
(véase el instante t = 61 de la figura 4.26) sucediendo esto cuando la pared
inferior comienza a bajar, aunque se disipan en poco tiempo.

Caso tridimensional

Este caso se ha discretizado con una malla mas gruesa que en el caso
2D con el fin de hacer el calculo asequible con la potencia computacional
disponible.
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El niimero de iteraciones resultante se muestra en la figura 4.27, con una
media de 6.3 iteraciones por paso de tiempo, casi el doble que en el caso
bidimensional. Y aqui, el parametro de relajacion medio resultdé wpedio =
0.53.

'Método de Aitken

JWW Wnas |
ALY LR
i o

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

tiempo

Figura 4.27: Numero de iteraciones para converger con el método de Aitken.
Caso 3D.

En la figura 4.28 se muestra el desplazamiento de varios puntos represen-
tativos de la pared inferior cuyas coordenadas se indican en la propia grafica.
Debido a la simetria por el plano y = 0.5L el movimiento de los puntos en y =
0.75L es el mismo que en y = 0.25L. La forma de las curvas es la misma que
en el caso 2D de la figura 4.23, con un transitorio hasta aproximadamente ¢
= 20 y posteriormente un movimiento de régimen permanente.

También aqui se ha calculado el volumen de fluido que entra y sale, asi
como la variacion de volumen de la cavidad debido al movimiento de la pared
inferior. En la figura 4.29 se observan las curvas resultantes, comprobando
que se cumple la condicién de incompresibilidad.

Respecto a las lineas de corriente, en el caso tridimensional han resultado
ser curvas espaciales que no se cierran, luego la visualizacién de éstas no es
tan clara como en el caso 2D ya que en la proyeccion a un plano se cruzarian
unas lineas con otras.

No obstante, con el fin de mostrar una perspectiva del caso 3D en las
figuras 4.30 y 4.31 se han representado las lineas de corriente en los instantes
t = 32.5 y t = 35 respectivamente. Estos instantes se eligen de tal forma que
en t = 32.5 el valor de la velocidad impuesta es maxima (u, = 2) y en t =
35 la velocidad impuesta es nula.

Obsérvese como en la figura 4.30 las lineas de corriente en la parte superior
entran por una abertura y salen por la otra debido al valor no nulo de la
velocidad impuesta en la cara superior, cosa que no sucede en la figura 4.31,
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Figura 4.28: Desplazamiento de wvarios puntos representativos de la pared

inferior. Caso 3D.
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Figura 4.29: Volumen de fluido entrante y saliente y cambio de volumen en

la cavidad. Caso 3D.

al ser la velocidad impuesta nula.
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Figura 4.30: Lineas de corriente en t = 32.5 en dos perspectivas.

Figura 4.31: Lineas de corriente en t = 35 en dos perspectivas.






Capitulo 5

Modelos de interaccion
sangre-pared arterial

En este capitulo se hacen aplicaciones de los métodos expuestos en el capi-
tulo anterior estudiando problemas especificos en el contexto de hemodinami-
ca. Se desarrolla un modelo unidimensional (modelo 1D) cuyo acoplamiento
se resuelve con un método monolitico. Este modelo es 1itil para el andlisis de
modelos con un elevado niimero de arterias, pero en este trabajo se usa como
una solucién posible para imponer condiciones de contorno absorbentes. Se
propone un método original de resolver el acoplamiento entre los modelos 3D
y 1D, de tal forma que se consigue la convergencia con muy pocas iteraciones.
El ejemplo mostrado al final de este capitulo tiene el objetivo de integrar los
modelos de interaccion desarrollados a lo largo de este trabajo, a la vez que
proporcionar resultados mas de tipo cualitativo.

5.1. Modelo unidimensional

Los resultados de un célculo con los modelos de fluido y sélido desarrolla-
dos en los capitulos 2 y 3 respectivamente y el método expuesto en 4 son los
campos de velocidad y presion para el fluido y los campos de desplazamien-
to y tension para el sélido principalmente. No obstante, en algunos casos el
interés clinico puede estar en conocer la presion y caudal en distintos pun-
tos del sistema cardiovascular en vez de una informacion detallada en cada
seccion. De ahi que se desarrolle un modelo que utiliza valores medios de las
variables en cada secciéon y que permite representar una parte importante
del sistema cardiovascular mediante un modelo unidimensional tal como se
ha representado en la figura 5.1. De hecho, si se intentara representar esa
misma parte con modelos tridimensionales el niimero de grados de libertad
necesarios lo harfa inabordable con los recursos de calculo disponibles hoy en
dia.

Ademas el modelo que se va a presentar puede resolverse monoliticamen-
te con poco esfuerzo computacional. La figura 5.2 muestra un esquema del

141
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Figura 5.1: Red de vasos sanguineos susceptible de ser incluida en un modelo
unidimensional.

modelo cuyas hipdtesis basicas se pueden ver en FORMAGGIA Y VENEZIANI
[2003], PEIRO Y SHERWIN [2003b] y son:

a) Simetria axial de todas las variables.

b) El movimiento de la pared arterial es inicamente radial y se desprecian
las fuerzas de inercia de ésta.

c) El eje del cilindro es fijo, esto es, la arteria no tiene desplazamientos de
solido rigido.

d) La presién P es uniforme en cada seccién transversal, existiendo una rela-
cién biunivoca entre la presion y el area de acuerdo con la ley constitutiva
de la pared arterial.

e) Se desprecian las fuerzas volumétricas.

f) La velocidad axial es predominante, siendo la componente radial de la
velocidad despreciable respecto a aquélla.

Figura 5.2: Modelo unidimensional para resolver monoliticamente.

Se toman como variables bésicas el area A, el caudal @) y la presion P.
Para situar cada seccién se usa la coordenada espacial z a lo largo del eje
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de revolucién. Por tanto, y usando una formulacién euleriana, las funciones
incégnitas son A(z,t), Q(z,t) y P(z,1).

Las ecuaciones se obtienen a partir de los principios fundamentales de
continuidad y momento lineal, asi como una relacion adicional para la ecua-
cion constitutiva de la pared, siendo:

0A  0Q -
5 + 5 = 0 (continuidad) (5.1a)
2
% + a% (%) + p%a@_]zj + K, (%) =0 (momento lineal)  (5.1b)

P =P +v¢(A(z,t),Ao(2),8(2)) (ley constitutiva) (5.1¢)

En la ecuacién (5.1b), cuya deduccién se puede ver en FORMAGGIA Y
VENEZIANI [2003], el coeficiente o depende del tipo de perfil de velocidades
supuesto y K, es un parametro de friccion que depende de la pendiente de
dicho perfil en la interfaz fluido-pared y de la viscosidad.

En la ecuacién constitutiva (5.1¢) P, es la presién exterior que los tejidos
que rodean a la arteria ejercen sobre ésta, Ay es el area cuando la presion
interna es nula y B es un conjunto de parametros constitutivos relacionados
con las propiedades mecanicas de la pared.

Si se utiliza (5.1c) para eliminar la presién en (5.1b) y derivando v res-
pecto de z usando la regla de la cadena, queda:

00 0 [QP\ A [000A  Op dAy O d3 Q\
—t+a— ( )+P_f <8—A$ + a—AOE + %£> + K, (Z) =0 (5.2)

ot 0z
con lo que se reduce a un sistema de dos ecuaciones en derivadas parciales
(5.1a) y (5.2) con las dos funciones incégnita A(z,t) vy Q(z,1).
Las simplificaciones adicionales que se han tomado son:

A

a) El pardmetro de friccién K, se supone nulo.

b) Tanto el area inicial Ay como los parametros 3 los suponemos constantes
en todo el eje.

Con estas suposiciones se anulan algunas derivadas de (5.2) quedando:

0Q 9 (Q*\ , AdyYoA
8t+a82(A>+pf8A8z_O (5:3)

Por simplificar la notacién, se denota con ¢; la siguiente cantidad:

c1(A, Ap, B) = p—fa—ji (5.4)
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que tiene dimensiones de velocidad y estda relacionada con la velocidad de pro-
pagacién de las ondas. Si ahora definimos C como la integral de c? respecto
el area de la seccion:

A
Cu(A, Ao, B) = / 2(Q, Ao, B) dO (5.5)

Ao

se puede reescribir (5.3) agrupando términos como:

0Q 8 [ O
ot "oz \"4

—+ = —+01):0 (5.6)

Es comin y 1til emplear notacién matricial para las dos ecuaciones (5.1a)
y (5.6). Esto se hace de forma sencilla escribiendo:
0
= 5.7
N

1 o] 4% L9 Q
01 %—? 0z a%—FCH

Definiendo el vector incégnita U y la matriz F' como:

A Q
U= ;. FU) = 5.8
ol FO) [ "2, (53)
la ecuacién (5.7) se expresa de forma més compacta:
ou OF(U)
— =0 .
ot N 0z (5.9)
Finalmente, definiendo la matriz H:
OF(U) 0 1
HU) = = 5.10
) ou [ (c% -« (%)2> 204% (5.10)
se puede escribir (5.9) como:
ou ou
— +HU)— =0 5.11
T U)>, (5.11)

donde la dependencia de H de las incégnitas U origina la no linealidad del
sistema.

Para la integracion del sistema (5.9) se han empleado elementos finitos en
la discretizacion espacial y diferencias finitas para la discretizacion temporal.
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5.1.1. Discretizacion en el tiempo. Diferencias finitas

Respecto a la integracién temporal seria deseable utilizar un método im-
plicito, pero la no linealidad del sistema debido a la matriz H (U) hace que
sea complejo de resolver y caro respecto al tiempo de calculo. Por ello se
elige un método explicito. Entre éstos, un esquema de primer orden produ-
ce demasiada disipacion numérica, por lo que se ha elegido un esquema de
segundo orden de un paso, tipo Laz- Wendroff. La idea es la siguiente: si se
hace el desarrollo en series de Taylor para el avance en el tiempo se tiene:

n

n 2 92
ACOU + O(A#?) (5.12)

2 0t?

ou

U =U" + At
HRdrT

teniendo que calcular las derivadas primera y segunda respecto al tiempo
para t = t" en funcién de las variables y sus derivadas espaciales. Teniendo
en cuenta (5.9) la derivada primera es:

ou |" OF(U)|"
= = _ 1
ot 0z (5.13)
y la derivada segunda:
PuUul" 0o OF(U)\ |"
52| — 9. (H(U) 9 ) (5.14)

donde se ha tenido en cuenta la propiedad de las derivadas cruzadas, asi como
(5.10) y (5.13).

Sustituyendo ahora (5.13) y (5.14) en (5.12) y despreciando los términos
de tercer orden y superiores se llega a:

" AR (H(U>8F(U))

n

OF(U)

Ut =U" — At
0z

5 95 5 (5.15)

que es la ecuacién discretizada en el tiempo.

Observaciéon. En (5.15) todos los términos a la derecha de la igualdad se
pueden calcular conociendo la solucion ent = t"™ ya que el desarrollo anterior
ha permitido eliminar las derivadas temporales, dejando U™ en funcién del
valor de las variables y de sus derivadas espaciales en t = t".

5.1.2. Discretizacion en el espacio. Elementos finitos

Dentro del método de los elementos finitos se ha utilizado la técnica de
Bubnov-Galerkin (HUGHES [2000]), que es la misma que se ha descrito en el
capitulo 2.

Se utilizan funciones de forma lineales, mostrando en la figura 5.3 la
discretizacion en n elementos y por tanto n + 1 nodos.
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® Nodos

Z

Tamano de elemento

Figura 5.3: Funciones de forma lineales para discretizar el espacio.

Si se llama V), al espacio de las funciones de forma lineales, a partir de
éste definimos V) como el mismo espacio pero restringido a valores nulos en
los extremos z = 0y z = L. En el espacio V), buscamos la solucion de las
funciones A(z,t) y Q(z,t), esto es, Uy, € [V},]%, mientras que las funciones de
peso ¢(z) las definimos en el espacio V}, esto es, ¢, € [VP]2. Notar que para
seguir con la notacién vectorial se ha definido ¢ = [¢! ¢?]7, siendo ¢! y ¢?
funciones de peso independientes.

Por tanto, las funciones incégnita discretizadas quedarian:

n+1

Uy=)Y_ Ni(2)U; (5.16)

donde U, son los valores de las incégnitas en los nodos. Las funciones de peso
se discretizan como:

¢, = Z Ni(2)@; (5.17)

siendo ¢; el valor de las funciones de peso en los nodos.

Observaciéon. El sumatorio para las funciones de peso en (5.17) no abarca
los dos modos extremos porque en ellos las funciones de peso son nulas.

Definiendo ahora el producto escalar de dos vectores a y b como:
L
<a,b>5/ a-bdz (5.18)
0

y multiplicando escalarmente (5.15) (discretizadas con (5.16)) por las funcio-
nes de peso (discretizadas con (5.17)) se llega a las ecuaciones discretizadas:

F n
<UZ+1,¢h>—<UZ,¢h>—At<% @y >+
A2 9 OF U\ |"
t—5 < 7 <H<Uh)%> b, > Vo, €V

(5.19)
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Integrando por partes (5.19) y teniendo en cuenta que las funciones de
peso @, se anulan en el contorno se llega a:

d
SUR ¢y >= <Up ¢, > + A1 < F(U}), "2 > -
AP AU de
—T<H(Uh)H<Uh)W ’d_zh Vo, € Vi)?
(5.20)

que son las ecuaciones que se han implementado.

Sobre la estabilidad del modelo discreto

Al haber usado un método explicito es preciso acotar el paso de tiempo
At debido a que los métodos explicitos son condicionalmente estables. En
QUARTAPELLE [1993] se analiza la estabilidad del sistema (5.20) linealizado,
obteniendo la siguiente condicién para el paso de tiempo:

V3 { hu 1
At < =~ min - o2
— 3 0<i<n maxk:¢,¢+1(|/\1,k||)‘2,k|) ( )

donde Ay ; y Ag,; son los autovalores de H (ver (5.10)) en el nodo 7. Dichos au-
tovalores se calculan resolviendo una ecuacién de segundo grado, resultando:

n=a et veten (2) 5220

o=\ a1 (2) (3220

donde es 1til darse cuenta que @Q/A es la velocidad media del fluido. Los
autovalores son las velocidades de propagacion de onda.

5.1.3. Condiciones de contorno y condiciones de com-
patibilidad

Para resolver el sistema de ecuaciones (5.11) son necesarias dos condicio-
nes de contorno. En el contexto de la hemodindmica el flujo se desarrolla en
régimen subcritico (A > 0 y Ay < 0) por lo que las variables caracteristicas
correspondientes viajan una en sentido positivo y la otra en sentido negativo
respectivamente. Por tanto, una condicién de contorno ha de imponerse en
el extremo inicial y la otra en el extremo final.

En este modelo las 2n + 2 incognitas corresponden al caudal y el area de
n + 1 nodos. Por otro lado, el nimero de ecuaciones en (5.20) es de 2n — 2,
ya que las funciones de peso ¢, se anulan en los nodos extremos.
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De todo esto se deduce que tenemos 2n ecuaciones (2n — 2 provenientes
de (5.20) y 2 mas de las condiciones de contorno) para 2n + 2 incégnitas,
por lo que necesitamos dos ecuaciones adicionales, que corresponden a las
condiciones de compatibilidad. Este déficit de ecuaciones estd asociado al
método numérico empleado.

Las condiciones de compatibilidad se obtienen en general proyectando las
ecuaciones (5.11) sobre los autovectores de H correspondientes a la carac-
teristica que abandona el dominio (FORMAGGIA Y VENEZIANI [2003]). En
nuestro caso se ha hecho una aproximacion explicita. La idea es extrapolar
las variables caracteristicas viajando a la velocidad Ay y As en los extremos:

Wt 0) = Wa (= A3 (0)At) (5.23a)
WD) = WL — AN} (L)At) (5.23b)

donde W, y W, son las variables caracteristicas. Las ecuaciones (5.23) pro-
porcionan las dos condiciones que faltaban. WW; es la caracteristica que viaja
en sentido positivo a una velocidad A; y sale del dominio por z = L. W, viaja
en sentido negativo a una velocidad A, y sale del dominio por z = 0.

El problema ahora es calcular las variables caracteristicas en funcién de
las variables originales A y @, esto es, obtener Wi (A, Q) y Wa(A, Q).

Haciendo la hipétesis @@ = 1 se puede demostrar (ver FORMAGGIA Y
VENEZIANI [2003]) que las variables caracteristicas son:

W1 = % + 4(01 — CL[)) (524&)
W2 == % — 4(61 — 6170) (524b)

donde ¢; depende de A segin (5.4) y ¢1 es el valor de ¢; para A = Aj. Las
expresiones (5.24) permiten obtener A"1(0), A" (L), Q"*(0) y Q" (L)
una vez calculado el valor de las caracteristicas en los extremos segun (5.23),
ya que es facil despejar Ay @ de (5.24).

Observacién. La hipdtesis a = 1 corresponde a asumir un perfil plano de
velocidades.

Estrategia para la soluciéon de las ecuaciones
Las ecuaciones (5.20) se pueden escribir en forma estdndar:

KU = F" (5.25)

donde K hace las veces de matriz de rigidez, U™ es el vector de incégnitas
nodales y F" seria el vector de fuerzas en los nodos.

Este sistema de ecuaciones junto con las condiciones de compatibilidad
(5.23) forman un sistema de ecuaciones que permite obtener de forma des-
acoplada el drea A’ y el caudal Q"""
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Observacién. Las ecuaciones para los nodos interiores (5.20) estdan desaco-
pladas para el drea y el caudal. El acoplamiento se produciria si para obtener
las condiciones de compatibilidad no se hubiera hecho la aprorimacion ex-
plicita de (5.23), ya que el valor del drea y caudal en los extremos estarian
relacionados con el valor en los nodos interiores en t = t"*1. Por tanto, la
aproximacion (5.23) es la que permite mantener el sistema desacoplado.

Escribamos explicitamente el sistema (5.25) de forma desacoplada como
dos sistemas de ecuaciones con n — 1 incégnitas cada uno:

K A = F” (5.26a)
K,Q!"' =F} (5.26b)

donde se senala con el subindice a las submatrices y subvectores referentes
al area y con el subindice ¢ las referentes al caudal.

Las matrices K, y K, son tridiagonales e iguales (lo cual es evidente
por el tipo de funciones de forma utilizadas) cuya inversa se calcula con
la descomposicién LU. En este caso es ventajoso desde el punto de vista
computacional calcular la matriz inversa en vez de resolver el sistema sin
llegar a obtener la matriz inversa explicitamente, porque dicha matriz es
constante durante todo el calculo.

5.1.4. Ejemplo: transmision de un pulso sinusoidal en
el modelo 1D

Se considera un ejemplo de validacion muy similar al de la seccién 4.5.1
con los mismos parametros y condiciones que en FORMAGGIA Y VENEZIANI
[2003]. Se trata de un cilindro en el que se impone una semionda de presién en
un extremo, mientras que en el otro extremo se impone condiciéon de contorno
absorbente (figura 5.4). La diferencia fundamental respecto al caso en 4.5.1
es precisamente esta tltima condicién de contorno en el extremo final. Ahora
la onda de presion no se refleja sino que abandona el dominio. Cabe destacar
que al resolver el modelo unidimensional por un método explicito el paso de
tiempo requerido es mas pequeno que en los ejemplos anteriores.

Descripcion del problema:

a) La longitud del cilindro es L = 15 cm. y el didmetro inicial ¢ = 1 cm.
El espesor de la pared es h = 0.05 cm.

b) En el extremo inicial se impone una semionda de presién durante un
periodo de tiempo de 2.5 ms tal que:

(5.27)

P 20000sin (2:¢) dyn/cm? t <2.5ms
0 t>2.5ms
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Figura 5.4: Pulso sinusotdal en el modelo 1D.

En el extremo final se impone que la variable caracteristica que viaja en
sentido negativo sea igual en todo instante a su valor en el instante inicial
(que es nulo), esto es, Wy(L,t) = 0. Esto tiene el significado fisico de
condicién de contorno absorbente y simula un tubo de longitud infinita.

La densidad del fluido es p; = 1 g/cm? y la viscosidad se supone nula ya
que al construir el modelo se desprecio el coeficiente de viscosidad K, de
(5.1b). Para el coeficiente de perfil se toma o = 1, como se ha descrito
anteriormente. Las hipdtesis de viscosidad nula y perfil plano no son
realistas, si bien pueden ser razonables dentro del orden de aproximacién
de este modelo.

El modelo constitutivo de la pared (5.1c) es eldstico lineal y se utiliza
la formula de los tubos de pared delgada para obtener la relacion entre
presion y area.

V/ThE
T (5.28)

V(A A ) = (VA= VA)) siendo 5=

donde v es el coeficiente de Poisson y E el médulo de elasticidad, ha-
biendo tomado v = 0.5 para simular la incompresibilidad y £ = 3 - 10°
dyn/cm?. La presién exterior de los tejidos sobre la pared P,,; se supone
nula.

Se utiliza una malla uniforme con 52 elementos. El paso de tiempo se
toma At = 1075 s. y el calculo se lleva hasta los 0.05 s, con lo que se
hacen 5000 pasos en total.
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Observacion. FEl valor de Wy en el instante inicial es arbitrario, pero se to-
ma cero por simplicidad. El paso de tiempo cumple sobradamente la condicion
de estabilidad (5.21).

El ntimero de elementos utilizado tiene importancia, ya que si se utiliza
una malla con muchos elementos, el paso de tiempo preciso se hace menor
segin la condicién (5.21). Por contra, si se utilizan pocos elementos se produce
mucha disipacién numérica y la onda de presion se amortigua rapidamente,
disminuyendo su amplitud. Por lo tanto en este modelo es conveniente hacer
algin tanteo previo en cuanto al nimero de elementos.

En las figuras 5.5 y 5.6 se muestran los resultados para la presion y el
caudal respectivamente.

Se observa claramente la transmisién de la onda de presién. Se ha prolon-
gado el grafico hasta los 50 ms. para mostrar que efectivamente la condicién
de contorno Wy(L,t) = 0 es absorbente. No obstante, se produce una pe-
quena reflexion, la cual puede estar asociada a la aproximacion numérica.
También se ha dibujado la onda de presiéon impuesta (curva roja correspon-
diente a z = 0) a efectos de tenerla de referencia en amplitud y periodo para
las demas.

25000
72=0 ——
A C D z=0.25L
20000 2=05L ——
ﬂ ﬂ w Z=075L ——
<2 15000 / \ f \ J\
Q
S
>
€ 10000 [
g AN
2 5000 \ / \ \JL
0 4 - Ot
~5000

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

tiempo (ms)

Figura 5.5: Curvas de presion en distintos puntos del tubo.

En el cuadro 5.1 se han escrito los valores de los picos de presion de
la figura 5.5. A partir de estos valores se calcula la velocidad con que se
transmite la onda de presion en el modelo numérico y se compara con ;.

Por ejemplo, entre los puntos z = 3.75 y z = 7.5 cm resulta con los valores
del cuadro 5.1:

M num = 468.87 cm /s (5.29)

De forma anéloga se puede hacer para los otros puntos, obteniendo préctica-
mente la misma velocidad media.
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Figura 5.6: Curvas de caudal en distintos puntos del tubo.

Punto | Coordenada (cm) | Tiempo (ms) | Presién (dyn/cm?)
A z=0.0 1.25 20000
B z = 3.75 9.268 20173.67
C z="175 17.266 19956.43
D z = 11.25 25.27 19880.17

Cuadro 5.1: Tiempo para el que la presion es maxima en diferentes puntos.

El valor tedrico se obtiene de (5.22a) con o = 1:

)\l,teo - + (530)

A
En la figura 5.7 se muestra el valor de A; ¢, obtenido en cada instante en los
puntos de control A, B, C'y D, asi como el valor medio 5\1,num calculado en
(5.29).

En FORMAGGIA Y VENEZIANI [2003] se obtiene un valor medio de )\
menor que 375 cm/s, lo cual no tiene sentido al quedar por debajo del valor
minimo Ay min = 447 cm/s. Ademds, en dicha referencia se observa que las
curvas de presion estan desfasadas respecto a las obtenidas aqui en la figura
5.5. Por tanto, este desfase es atribuible a alguna errata en la mencionada
referencia.

Comentarios sobre el modelo unidimensional

El modelo 1D descrito es muy barato de implementar y se permite si-
mular una gran parte del sistema vascular con éste. En las zonas donde hay
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Figura 5.7: Curva con el valor teorico de A\ y el valor medio.

una bifurcacion habria que acoplar tres modelos unidimensionales mediante
la imposicién de las condiciones de continuidad del caudal (1 ecuacién) e
igualdad de la presion (2 ecuaciones). En FORMAGGIA Y VENEZIANI [2003]
se desarrollan estos modelos para simular el conjunto de las principales ar-
terias elasticas, esto es, la arteria aorta y sus principales ramificaciones, con
un total de 55 arterias.

Como el fenémeno de interaccion flujo sanguineo-pared arterial inicamen-
te se produce en las arterias elasticas (ver figura 1.2), el modelo unidimensio-
nal se podria utilizar para simular todas ellas. El niimero de arterias elasticas
es, de acuerdo con el cuadro 1.1 aproximadamente de 160 (considerando las
arterias de varios milimetros de didmetro como elésticas). Por tanto, desde
el punto de vista computacional es viable simular esta red.

Como se comento en la introduccién de este modelo un inconveniente de
éste es que la informacién obtenida no es local, sino que son valores medios
en cada seccion. Esto es, no se obtiene el campo de velocidades y de pre-
sién caracteristico de un modelo tridimensional, sino la velocidad y presion
medias.

Teniendo en cuenta que uno de los objetivos principales es obtener la ten-
sién tangencial en la pared, ya que es la variable que parece estar relacionada
con el desarrollo de las placas de ateroma (consultar seccién 1.3.3), el modelo
unidimensional no es adecuado para nuestro objetivo.

Observaciéon. Se podria estimar una tension tangencial con el modelo 1D a
partir de la hipotesis sobre la forma del perfil de velocidades. Pero el problema
es que se hizo la hipdtesis de perfil plano (a = 1) con el fin de obtener
explicitamente las expresiones (5.24). Y un perfil de velocidades plano da
lugar tedricamente a una tension tangencial nula.
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Pero el modelo unidimensional tiene una utilidad importante, y es utili-
zarlo para imponer condiciones de contorno absorbentes en los modelos tridi-
mensionales. Esta idea aparece en FORMAGGIA ET AL. [2001] y se comentara
con mas detalle en el proximo apartado.

5.2. Sobre las condiciones de contorno fisio-
légicas

Establecer las condiciones de contorno no es un asunto trivial, ya que tan-
to en la experimentacion como en la soluciéon de modelos numéricos hay que
acotar el dominio de estudio, e imponer condiciones de contorno artificiales
que sean realistas no es facil en general.

En esta tesis se estudia el modelo de interaccion para una arteria y para
una bifurcacion de ésta, pero no se hace un modelo del sistema cardiovascular
completo. Por ello, a la hora de pensar en las condiciones de contorno caben
senalar dos zonas distintas que limitan nuestro dominio:

a) La parte exterior de las arterias estd en contacto con tejidos blandos. Por
tanto, en su movimiento la arteria interacciona con éstos. Esto afecta
unicamente al sélido.

b) Los dos extremos de la arteria que se modeliza interaccionan con el resto
del sistema cardiovascular. Esto afecta tanto al sélido como al fluido.

5.2.1. Condiciones de contorno del fluido

Las particulas de fluido en contacto con la pared arterial se suponen que
no deslizan respecto a ésta. Esta hipotesis se ha tomado en todos los ejemplos
de los capitulos 2 y 4 y esta fundamentada en que las particulas del plasma
sanguineo en contacto con las células del endotelio tienen cierta atraccién
eléctrica (BEST Y TAYLOR [1993]).

Los glébulos rojos, blancos y plaquetas no estan adheridos. Pero el estudio
de si esta hipdtesis es o no razonable pertenece al campo de la micromecénica,
y desde el punto de vista de la mecanica de medios continuos (que es un punto
de vista macro) los fenémenos de interaccién entre las particulas del plasma
y las células del endotelio se modelizan y aproximan con la condicién de no
deslizamiento.

En cambio, las condiciones de contorno a la entrada y salida de la arteria
son conceptualmente distintas y no vienen dadas por motivos fisicos sino por-
que a nuestro modelo hay que ponerle limites préacticos (lo que usualmente se
llama condiciones de contorno artificiales). Es decir, el sistema cardiovascular
tiene continuidad en el fluido pero el modelo toma solamente una parte de
él.
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Esta idea se expresa en la figura 5.8, donde se muestra un trozo de arteria
que interacciona con el resto del sistema cardiovascular. Se trataria de hacer
un modelo muy simplificado del sistema cardiovascular, utilizando el modelo
unidimensional para el resto de las arterias elasticas. Con esta estrategia
evitariamos tener que definir las condiciones de contorno explicitamente en
los extremos de la arteria en estudio.

. Interaccion
Interaccion

Resto del sistema cardiovascular

Comz()n)—( Venas )—(Capilaros}—( Arterias

Figura 5.8: Modelo de arteria acoplado con el resto del sistema cardiovascular.

Otra posibilidad es imponer directamente condiciones de contorno no con-
siderando el resto del sistema cardiovascular. Esto implica que se necesitan
medidas experimentales de la presién o el caudal en ambos extremos de la
seccion. En la figura 5.9 se esquematiza esta idea, donde las condiciones de
contorno son conformes a la formulacién basada en la divergencia de la ten-
sion.

a-in(w>

v 3 Oout(x, 1)
u(x,t) Toue
Lin Pt) 2o ,
Q) = u(a,t)

Figura 5.9: Modelo de arteria desacoplada.

El problema de este 1iltimo método es que de las medidas experimentales
del escalar presion o el escalar caudal hay que pasar a una distribucion sobre
una superficie tridimensional de tensiones o velocidades respectivamente.

Para hacer esta operacion y abreviar la notacion definamos el operador D,
el cual opera sobre un escalar y asigna un campo vectorial a una superficie.
Matematicamente seria, poniendo como ejemplo el caudal que entra:

Definicién 5.2.1 Sea Q(t) el escalar caudal entrante por la seccion de la
arteria T'y,. Se define el operador D como aquel que a partir de Q(t) asigna
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un campo vectorial sobre la superficie tridimensional T';,.
Q) — DQ(t)) =u(x,t) x Ty, (5.31)
donde uw es un campo vectorial normal a la superficie T';,.

Analicemos los operadores D correspondientes a la presién y el caudal sepa-
radamente:

Operador D para la presién

En este caso dicho operador consiste sencillamente en asignar una tension
normal uniforme en toda la superficie igual a dicha presion P. Si bien es
posible hacer una distribucién no uniforme con tal que la presiéon media sea
P, no existen datos empiricos para poder hacer una hipétesis sobre dicha
distribucion.

A la tension tangencial se le asigna un valor nulo, aunque esto es cierta-
mente no realista ya que en cualquier secciéon existen gradientes de veloci-
dades que dan lugar a una tension tangencial. Por tanto, consideremos esto
como una simplificacién més.

Cabe resaltar que imponer una tensién uniforme en la seccién de salida es
adecuado en geometrias sencillas como puede ser el caso de un cilindro, pero
en geometrias realistas se presentan ciertos problemas. En el ejemplo al final
de este capitulo (que es un cilindro perfecto) se vera que al acoplar el modelo
3D con el modelo 1D solamente se refleja del orden del 10 % de la onda de
presion. En cambio, en los ejemplos del capitulo 6 con geometrias reales, la
proporcién reflejada llega al 20 % e incluso el cédlculo deja de converger en
el caso de la bifurcacion. Esto es porque en zonas con curvatura elevada la
presion se aleja demasiado de ser uniforme en la seccién transversal. El cdlculo
de un operador D que proporcione resultados méas robustos se propone para
futuros trabajos.

Operador D para el caudal

Si las arterias tuvieran seccion circular y el flujo fuera estacionario se
podria imponer el perfil de velocidades en forma de paraboloide que es ca-
racteristico del flujo de Poiseuille.

Por otra parte, si la seccion fuera circular y el flujo pulsétil y perfecta-
mente sinusoidal podriamos utilizar los resultados del flujo de Womersley (ver
seccion 2.4.3) e imponer los perfiles de velocidad analiticos que se obtienen
a partir de las funciones de Bessel sumados al perfil parabdlico resultante de
la presién media.

Todo ello constituiria una buena aproximacion aunque no exacta debido
a que en las hipétesis tanto del flujo de Poiseuille como de Womersley no
se contempla el fenémeno de interaccién. Ademas, en el flujo de Womersley
considera fluido de Stokes.

Aqui, por simplificar, se toma como operador D el que proporciona el
perfil en forma de paraboloide. En el apéndice E se desarrolla dicho opera-
dor. Esto quiere decir que para imponer velocidades se desprecian los efectos
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dindamicos y en cada instante se impone el perfil que resultaria de un flujo
estacionario.

Queda por tanto para posteriores trabajos utilizar los perfiles del flujo de
Womersley para imponer el caudal.

5.2.2. Condiciones de contorno de la pared arterial

Las arterias estan rodeadas por otros tejidos blandos e interaccionan con
éstos, aunque simular de una forma razonable el efecto de los tejidos sobre
la superficie exterior de la arteria no es facil.

Un modelo muy simplificado seria colocar una capa de elementos con un
modelo constitutivo elastico, pero se carece de las propiedades elasticas de
dichos tejidos, que por otra parte, son diversos.

Por ello en este trabajo se prescinde de la interaccion con estos tejidos y
se supone que la tensién sobre la pared exterior de la arteria es nula.

El problema ahora es que si la capa externa de la arteria esta libre, hay
que sujetarla por algin sitio para hacer los cédlculos porque si no tendria
traslaciones y rotaciones de solido rigido.

Lo que hacen otros autores es sujetar ambos extremos restringiendo com-
pletamente sus movimientos FERNANDEZ Y MOUBACHIR [2004]. Pero el
problema de esto es que si se restringe el movimiento de la seccién final la
onda de presién se refleja, tal como se ha descrito en el ejemplo del apartado
4.5.1.

En este trabajo se consideran las siguientes condiciones de contorno (ver
figura 5.10):

a) En el extremo inicial se restringe el movimiento, esto es, se impone des-
plazamiento nulo en los nodos.

b) El extremo final se deja libre. Esto origina que en las geometrias realistas
se produzcan desplazamientos importantes en este extremo debido a una
traslacion superpuesta a las deformaciones de la pared.

Respecto al extremo final, para evitar el movimiento de traslacién se ha
probado a sujetar la seccién por un nodo, esto es, imponer desplazamiento
nulo a un sélo nodo de esa seccién. Pero esto no ha dado buenos resultados
porque ese nodo sujeto originaba una zona singular en el campo de tensiones
y velocidades a su alrededor.

Cabe decir que imponer movimiento nulo en el extremo inicial no es rea-
lista, pero es vélido en tanto y cuanto lo que se quiere es estudiar el fendmeno
de propagacion.
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Desplazamiento libre

x Desplazamiento nulo dartt

Figura 5.10: Condiciones de contorno de la pared coaccionando el extremo
wnictal y dejando libre el final.

5.3. Acoplamiento de los modelos 3D y 1D.
Programa interbio

En cuanto a las condiciones de contorno para el fluido, en este traba-
jo se ha optado por una soluciéon que combina los dos modelos propuestos
anteriormente (ver figuras 5.8 y 5.9).

Para la seccién de entrada se adopta una historia de presiones P(t) o cau-
dales Q(t) tomadas de la literatura y mediante el operador D correspondiente
se impone la distribucion de tensiones o velocidades en el fichero de entrada
para el calculo por elementos finitos.

Las condiciones para la seccion de salida se basan en el trabajo de FOR-
MAGGIA ET AL. [2001] en el que un modelo 1D se acopla al extremo final de
un tubo cilindrico. Por tanto la seccion de salida del modelo 3D de la arteria
se acopla con el modelo unidimensional descrito en el apartado 5.1 para dar
continuidad al flujo y presién. En el extremo final del modelo 1D se imponen
condiciones de contorno absorbentes.

El resultado es un problema en el que la incégnita que se toma es el escalar
presion en la secciéon de salida del modelo 3D y seccién de entrada del modelo
1D P(£2), como se ilustra en la figura 5.11. La seccién donde interaccionan
los modelos 3D y 1D se ha denotado con (.

Interaccion 3D-1D
Modelo 3D

Interaccién 3D Modelo 1D

fluido-pared

V L P()?

Figura 5.11: Interfaz Q1 de los modelos 3D y 1D donde la presion es la in-
cognita.

Para resolverlo se utiliza el método de Aitken para una variable escalar
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(ver seccién 4.4.1 figura 4.12). Asimismo se necesita una relacién entre la
presion y el drea de una seccion para el modelo 1D. Para este célculo se
supone secciéon circular y la ecuacion constitutiva ¢ del sélido despreciando
los efectos dindmicos, tal como en (5.1c).

Es un método iterativo en el que se incorpora el algoritmo descrito en la
seccion 4.4.2 dentro del algoritmo maés general que se muestra en el cuadro
5.2. A este nuevo programa se le llama interbio.

Observacién. Aqui se ha empleado el subindice m distinto a k para las
iteraciones. Esto es asi porque las iteraciones en m son entre el modelo de
interaccion 3D y el modelo 1D (ver figura 5.13), mientras que las iteraciones
k son internas del modelo 3D (ver figura 5.14) y explicadas en el apartado
4.4.2. Esto es, en cada paso de tiempo hay que hacer varias iteraciones en
m y por cada iteracion en m hay que hacer varias iteraciones en k.

En los pasos 3.3.3 y 3.4 se seniala con A" y Pl el drea y la presion,
respectivamente, tras resolver el problema de interaccién unidimensional.

La originalidad del método esta en utilizar el escalar presiéon como incég-
nita en la seccion €21 y plantear un problema general en el que dicho escalar es
la nica incégnita, facilitando asi la comprensién y planteamiento del proble-
ma. La utilizacién del método de Aitken para resolver este problema general
ha permitido la convergencia entre los modelos 3D y 1D en pocas iteraciones,
como se vera en todos los casos posteriores.

5.4. Ejemplo de validacion. Cilindro 3D aco-
plado a un modelo 1D

Con las ideas de los apartados anteriores se muestra el ejemplo del apar-
tado 4.5.1 pero aplicando el acoplamiento con el modelo 1D descrito en el
apartado anterior. Para poder comparar se utiliza para el modelo 3D la mis-
ma geometria, malla y condiciones de contorno, salvo en el extremo final que
ahora se acopla con un modelo 1D, como se muestra en la figura 5.12.

x Desplazamiento nulo
Interaccion 3D-1D

Modelo 3D
X Interaccién 3D Modelo 1D B
P(t) {:k o >ﬁuid0—pared / Wa(t) =0
z=0 Lsp z=25 Lip z=20

Figura 5.12: Modelo 3D acoplado con un modelo 1D.

Las caracteristicas del modelo 1D son:
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ﬁ Se parte de las condiciones iniciales en ¢t = 0 inicializando con n = 0. En este instanh
inicial se conoce el valor de todas las variables.

2. Se pretende hallar la solucién en t"*!. Se inicializa m = 0 (el subindice para las
iteraciones entre los modelos 3D y 1D) y se realiza el primer tanteo de la presién en

la seccién de la interfaz Q:
Pyt (u) = P™ ()

3. Se calcula el residuo del problema R(P+1(y)). Para ello se hacen los siguientes pasos:

3.1. Se resuelve el problema de interaccién fluido-pared arterial (4.29) del modelo 3D
con el algoritmo descrito en el apartado 4.4.2 (programa inter3D).

3.2. Se calcula el valor de la variable caracteristica W{l;l(ﬂl) como sigue:
3.2.1. Se obtiene mediante integracién del campo de velocidades el caudal en la
seccién de la interfaz Q7 ().
3.2.2. Con los desplazamientos de la pared se calcula el drea de la seccién
An+1(QI).

m
3.2.3. A partir del caudal y el area se calcula el valor de la variable caracteristica
Wln,fll(ﬂl) segin (5.24a).

3.3. Se resuelve el modelo 1D como sigue:

3.3.1. Se imponen las condiciones de contorno W' = W{f;;l (©1) en la seccién
de entrada y W;jult = 0 en la seccién de salida.
3.3.2. Se resuelven las ecuaciones (5.26).

3.3.3. Se obtiene A1 () y por tanto una nueva presiéon P () (de acuerdo
con (5.1c)) en la seccién Q.

3.4. El residuo es R(P21(Qq)) = P2 (Qy) — PPHL(Qy).
4. Se realiza el test de convergencia para la presién:
|R(PT1(Qq))| < tolerancia (5.32)

4.1. Si ha convergido, guardamos todas las variables como valores convergidos. Se
incrementa el tiempo t"12 = t"1 4+ At v si "2 < tgpu se hacen =n+ 1y
vamos al paso 2. Si "12 > t4,. terminamos en el paso 5.

4.2.  Sino ha convergido, se hace una nueva iteracién. Para ello, se calcula el parametro
de relajacion w,,.

4.2.1. Si m =0 (primera iteracién):
wWo = 1
4.2.2. Sim > 1 tomamos el equivalente a (4.46) con la variable presién:

P () — P (S)
R(PFY () — R(PR ()

m—1

(5.33)

Wm =

Se obtiene el nuevo valor de la presion:

Py () = PRt () + wm R(PTH ()

Se hace m = m + 1 y volvemos al paso 3.

& Fin del célculo. J

Cuadro 5.2: Algoritmo de interaccion entre modelos 3D y 1D.
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a) Lalongitud es Lip = 15 cm. El didmetro del vaso y el espesor de la pared
son los mismos que en el modelo 3D.

b) La densidad del fluido es p; = 1 g/cm? y se desprecia la viscosidad. El
parametro del perfil de velocidades es o« = 1 (esto es, perfil plano).

¢) El modelo constitutivo para la pared es eldstico lineal segiin la expresién
(5.28). El mdédulo de elasticidad y coeficiente de Poisson son los mismos
que para la pared del modelo 3D.

d) La discretizacion se hace con 52 elementos uniformes. Este ntimero se ha
tanteado teniendo en cuenta el paso de tiempo dado, que es At = 1074
S.

El calculo se ha llevado hasta los 0.05 s. La tolerancia para las iteraciones
internas del modelo 3D segtin (4.55) es 107 y la tolerancia para la presién
segin (5.32) es 1 dyn/cm? (del orden de 10™* veces la presién impuesta).

El nimero de iteraciones se desglosa ahora en dos partes. Por un lado,
en la figura 5.13 se muestra el nimero de iteraciones entre los modelos 3D
y 1D en cada paso de tiempo (el nimero de iteraciones en m). Se observa
que el método propuesto para resolver la interaccién segin (5.33) da buenos
resultados ya que la convergencia se alcanza en muy pocas iteraciones.

Observacion. En los primeros instantes el niumero de iteraciones entre
modelos es uno porque todo el fluido que entra se almacena en el cilindro en
el nuevo espacio que se crea al deformarse. Cuando el fluido comienza a salir
por la seccion final es cuando comienzan las iteraciones entre modelos.

10

Nuamero de iteraciones entre modelos 3D-1D

S = N W kA NN 0O

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

tiempo (ms)

Figura 5.13: Numero de iteraciones entre los modelos 3D y 1D utilizando el
método de Aitken para la interaccion entre ambos.
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Por otro lado, en la figura 5.14 se representa el niimero total de iteraciones,
que resulta del orden de m - k en cada paso de tiempo, siendo m el nimero
de iteraciones entre los modelos 3D y 1D y £ el nimero de iteraciones entre
los modelos 3D de fluido y sélido. El tiempo total de célculo fue de 76 horas

en una maquina con un procesador de 64 bits a 2.6 GHz y memoria RAM 4
Gb.

250

200

150

100

_

]

“L
0

Numero total de iteraciones

MWW\H i WW‘W W‘W\“

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

tiempo (ms)

_—

0

Figura 5.14: Numero total de iteraciones utilizando el método de Aitken para
la interaccion entre los modelos 3D de flurdo y sélido.

Respecto de la onda de presion es interesante observar la seccion z = 5
cm para comprobar que efectivamente la presién sale del dominio 3D y se
transmite al modelo 1D. No se van a repetir aqui los resultados hasta t = 12
ms porque son practicamente idénticos a los descritos en el apartado 4.5.1.

En la figura 5.15 se muestran los contornos de presion, donde se observa
cémo la onda de presion llega a la seccién z = 5 cm. y sale del dominio.
No obstante parte de la onda es reflejada (sobre el 13% de su amplitud).
De todas maneras es notable la mejora respecto la figura 4.16, donde alli se
reflejaba practicamente la totalidad de la onda de presién.

En la figura 5.16 se muestra cémo la onda de presion se ha transmitido
por el dominio del modelo 1D. Obsérvese que en los primeros instantes la
presion es nula hasta aproximadamente los 5 ms. En ese instante llega el
frente de la onda de presion.
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t=12 ms

i=13ms

=14 ms

(=15ms

t=106ms
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-1.78E+03
-4.81E+02
8.17E+02
2.11E+03
3.41E+03
4.71E+03
6.01E+03
7.30E+03
8.60E+03
9.90E+03
1.12E+04
1.25E+04
1.38E+04

=17 ms

Figura 5.15: Contornos de presion de t = 12 a 17 ms. La deformacion ha
sido aumentada por 10.
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2000 b
0
-2000
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Figura 5.16: Presion en distintos puntos del modelo 1D.

En la figura 5.17 estan las curvas con el desplazamiento en distintas sec-
ciones del modelo 3D. Obsérvese que la diferencia con la figura 4.17 estd en
el desplazamiento de los puntos del tramo superior del cilindro (por ejemplo
z = 4 cm). Esto es porque en el ejemplo 4.5.1 se impuso movimiento nulo en
el extremo final del tubo mientras que ahora éste estd libre. En z = 5 cm el
desplazamiento es algo mayor, quizas debido a un problema numérico por el
método de acoplamiento utilizado.

Finalmente la figura 5.18 muestra las curvas de caudal en distintas seccio-
nes. En el modelo 3D el caudal ha de ser calculado de forma andloga a como
se hizo en el ejemplo 4.5.1 mientras que en el modelo 1D el caudal es una de
las variables del modelo, luego lo obtenemos directamente del célculo.

Se observa que la curva del caudal va evolucionando en las distintas sec-
ciones de tal forma que disminuye la amplitud, pero esto se compensa con el
aumento del intervalo de tiempo en que se extiende la curva. De esta forma
se conserva el volumen de fluido que se transmite.
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Figura 5.17: Desplazamiento en distintas distancias axiales del modelo 3D.

El cambio mas brusco en el perfil del caudal se produce en la zona de
transicién del modelo 3D al 1D (2 = 5 cm). Una vez en el modelo 1D el perfil
se mantiene practicamente constante en las distintas secciones.

25 T T T T T T T T T
| | | | | | | | | z=0cm ———
z=1cm
20 z=2cm ———
z=3cm ———
z=4cm
=z 15 z=5cm
"’E z=T7cm ——
S z=105cm ———
= 10 z=145cm ———
5 z=18cm ———
B
O 5

tiempo (ms)

Figura 5.18: Caudal en distintas distancias aziales en los modelos 3D (hasta
z=>5cm) y 1D (a partir de z =5 cm).






Capitulo 6

Aplicaciones a geometrias
realistas

En este capitulo aplicamos todo lo desarrollado anteriormente a arterias
con geometria real, tanto en el lumen como en la pared.

Primero se describe el procedimiento para obtener la geometria y los pro-
gramas desarrollados para postprocesar los resultados obtenidos y asi obtener
las variables de interés, fundamentalmente la tensién tangencial y las lineas
de corriente.

Después se desarrollan tres ejemplos con geometrias reales de la arteria
coronaria izquierda. En los tres se calcula el caso de interaccion imponiendo
un pulso de presién, utilizando para la pared arterial el material de Ogden,
el neohookeano y un material elastico lineal a efectos de comparacién. Los
parametros de estos modelos constitutivos son los ajustados a los experimen-
tos en la seccion 3.4. También en los ejemplos se hace la simulacién de un
ciclo cardiaco completo imponiendo un caudal realista a la entrada, pero en
este caso no se tiene en cuenta la interaccion con el fin de hacer el calculo en
tiempos asequibles.

6.1. Pre-proceso y Post-proceso

Con la expresion pre-proceso nos referimos a las técnicas que se utilizan
para tomar la geometria de la arteria del paciente y luego a partir de ésta
hacer la malla de elementos finitos. El proceso de obtener la geometria del
paciente se comentara sucintamente, ya que no forma parte de los objetivos
de esta tesis.

El post-proceso consiste en obtener todas las variables de interés clinico
a partir de los resultados del calculo de elementos finitos. Para esto se ha
disenado un programa que también forma parte del trabajo de esta tesis.

167
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Figura 6.1: A la izquierda una angiografia y a la derecha una imagen [VUS.

6.1.1. Obtencién de la geometria real y la malla

La obtencién de la geometria fue parte del proyecto CICYT TIC2000-
1635-C04-01 con el objetivo de hacer MOdelos TRIdimensionales de las ar-
terias COronarias (MOTRICO). La generacién de la geometria a partir de
actuaciones in vivo se lleva a cabo en el Centre de Visio per Computador
(CVC. Universidad Auténoma de Barcelona).

La técnica (llamada ANGUS) consiste en (SLAGER ET AL. [2000]):

a) Obtener el perfil longitudinal por medio de un procedimiento estdndar
para tomar angiografias (resonancia magnética en este caso).

b) Obtener la seccién transversal en cada punto del eje por medio de técnicas
IVUS (IntraVascular UltraSound). Con este procedimiento se obtuvo la
seccion tanto en sistole como en diastole.

La figura 6.1 muestra una imagen de ambos procedimientos para las ar-
terias coronarias. En SANMARTIN ET AL. [2006] se aplica la misma técnica
para estudiar la tensién tangencial en arterias coronarias con stent.

A partir del perfil longitudinal y la seccion transversal se reconstruye la
geometria para hacer la malla de hexaedros por dos vias distintas:

a) Para la arteria con esclerosis la malla fue elaborada por el Grupo de In-
formatica Gréfica Avanzada (GIGA) de Zaragoza mediante la aplicacién
del programa CUBIT !, partiendo de un fichero CAD elaborado por el
CVC.

b) Para la arteria sana y la bifurcacion se ha utilizado un software desarrolla-
do en esta tesis, el cual se detalla en el apéndice D. Para ello previamente
hay que aproximar la directriz a una sucesién de curvas cubicas, pero es-
ta aproximacién es practicamente exacta porque el nimero de cubicas
puede ser tan grande como queramos.

Thttp://cubit.sandia.gov
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6.1.2. Programa post-bio para el post-proceso

Los resultados que se obtienen usualmente de un calculo de elementos
finitos para el fluido son las velocidades nodales.

Por otra parte, es de interés clinico conocer la tensién tangencial (o de
cizallamiento) asi como las lineas de corriente y trayectorias de las particu-
las de fluido. El interés de esto tultimo es para comprobar si existen zonas
de recirculacion, las cuales son propensas a la acumulacién y depdsito de
sustancias.

Para ello se ha disenado un programa, al que llamaremos para abreviar
postbio, que realiza las siguientes tareas:

a) Célculo de la tensidn tangencial T sobre la pared arterial. La estrategia
es hallar el gradiente de la velocidad w y multiplicarlo por la viscosidad
u. Para ello se obtiene para cada nodo de la pared el nodo mas cercano
del lumen asi como el vector normal n y por tanto el plano tangente (ver
figura 6.2). Para obtener el vector normal, como cada nodo es compartido
por cuatro elementos se hace una media ponderada de cuatro vectores.

Nodo del lumen\

T f =S

Nodo de la pared Pared arterial

Figura 6.2: Cdlculo de la tension tangencial sobre la pared arterial.

La tensién tangencial resulta asi:

u
T =p— (6.1)
T’/’l
donde wu; es el vector proyeccion del vector velocidad w sobre el plano
tangente y 7, es la proyeccién del vector que va del nodo de la pared al
nodo del lumen sobre el vector normal unitario n.

b) Célculo de las lineas de corriente, incluyendo la salida grafica y la anima-
cion de la trayectoria de las particulas en geometrias con contornos mo-
viles. Para calcular las lineas de corriente se precisa hallar las curvas
tangentes al campo vectorial de la velocidad. En el apéndice C se mues-
tra el método de integracion utilizado. Para la salida gréafica, en los casos
de los capitulos anteriores se ha utilizado el programa gnuplot, generando
ficheros postscript. En este capitulo se utilizan las librerias gréaficas (vtk)
programadas sobre openGL para los dibujos de las lineas de corriente. Las
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animaciones consisten en pasar una secuencia de imagenes en formato jpg
con el programa zanim. El paso de los ficheros postscript al formato jpg se
hace con el programa convert. Cabe comentar que las lineas de corriente
se calculan para tridngulos (2D) y tetraedros (3D). Para el caso 2D los
elementos utilizados son cuadrildteros, y el paso de una malla de cua-
drildteros a una de tridngulos es inmediato. Para el caso 3D, como los
elementos son hexaedros, se ha disenado un programa que pasa de la
malla de hexaedros a una de tetraedros, lo cual no es inmediato si se
quiere conseguir que la malla sea conforme. Esta propiedad de la malla
es necesaria para hallar las lineas de corriente con el método utilizado
en este trabajo. Para dividir los hexaedros se ha seguido lo propuesto en
PIQUET ET AL. [1996], que consiste en dividir cada hexaedro en 5 tetrae-
dros. La razon por la que se calculan las lineas de corriente en tetraedros
y tridangulos es porque las funciones de forma para la interpolaciéon son
lineales, lo que hace que se pueda calcular la funcién inversa de forma
univoca. Esta funcion es la que asocia un punto del elemento de referen-
cia un punto del elemento real, como en elementos finitos. En cambio, en
cuadrilateros/hexaedros las funciones de forma son al menos bilineales, y
a menos que sus lados/caras sean paralelos dos a dos, la funcién inversa
no es unica, por lo que se complica el calculo de las lineas de corriente.
Para mas detalles, consultar el apéndice C.

6.2. La arteria coronaria izquierda

La arteria coronaria izquierda parte de la base de la arteria aorta y junto
con sus posteriores ramificaciones se encarga de suministrar sangre apro-
ximadamente a la mitad del corazén 2. De ahi su importancia, ya que un
taponamiento en una de sus ramificaciones puede provocar la muerte de par-
te de las células musculares del corazén 2, lo que viene a llamarse infarto de
miocardio. La importancia de esto es enorme, ya que es una de las principales
causas de muerte en los paises desarrollados (FARRERAS Y ROZMAN [1995]).

La primera ramificacion ocurre a 1 — 2,5 cm. de su comienzo. La parte
principal sigue descendiendo por el surco interauricular y se llama arteria
anterior descendente izquierda (LAD), mientras que a casi 90° se bifurca en
la arteria circunfleja (LCX), como se ve en la figura 6.3.

En este capitulo se hacen modelos de la LAD en estado sano y con un
grado severo de estenosis, asi como un modelo de la bifurcacion de la coronaria
izquierda en la LAD y LCX.

Es importante comentar que las arterias coronarias son mas musculares
que eldsticas (BEST Y TAYLOR [1993]), pero los pardmetros que se obtuvie-
ron de los experimentos eran de la arteria aorta, que es una arteria elastica.

2El corazén es el 6rgano que mas oxigeno consume por unidad de masa de tejido.
3Las células mueren debido al corte en el suministro de oxigeno y nutrientes.
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Tronco de la arteria coronaria izquierda

LCX (circunfleja)

LAD (anterior descendente)

Figura 6.3: Ubicacion de la arteria coronaria izquierda en el corazon.

Como se comentd6 en el apartado 3.1, la capa media de una arteria muscular
tiene mayor proporcion de células musculares mientras que la de una arteria
elastica tiene mas fibras elasticas, lo que da lugar a caracteristicas constitu-
tivas diferentes. No obstante, se van a aplicar los parametros de la arteria
aorta obtenidos en el apartado 3.4 a las arterias coronarias, aunque para un
modelo més exacto habria que hacer ensayos con las arterias coronarias y asi
obtener sus correspondientes parametros constitutivos.

La densidad de la pared se ha tomado p, = 1.05 g/cm?.

En cuanto a la sangre, en todos los casos se tomarda el modelo de fluido
newtoniano descrito en el apartado 2.2 con densidad p; = 1 g/cm? y viscosi-
dad p = 0.04 Poise.

En las tres arterias se muestra primero el problema de interaccion, en el
que un pulso de presién de 13333 dyn/cm? (10 mm Hg) se impone durante 2
ms. (ver figura 6.4). Este tiempo tan breve permite analizar la transmision del
pulso de presién en la arteria. El paso de tiempo para el célculo es At = 10~*
s. y se dan 250 pasos en los dos casos de la LAD y 110 en la bifurcacion. El
menor numero de pasos en la bifurcacion es debido a que en ésta el método
no converge a partir de cierto instante, lo cual se analiza en el apartado 6.2.3.

Bin(t)
13333

2 tiempo (ms)

Figura 6.4: Pulso de presion impuesto en la arteria.

La tolerancia entre los modelos 3D de fluido y sélido se ha tomado 10~*
(ver (4.55)) y la tolerancia entre los modelos 3D y 1D es 1 dyn/cm? (ver
(5.32)).

Después se simulard (también para los tres casos) un ciclo cardiaco com-
pleto, aunque esta vez no se tendra en cuenta la interaccién para poder dar
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pasos de tiempo mayores. El objetivo de estos analisis es obtener la tension
tangencial en la superficie del endotelio de la arteria. Se impone un caudal a
la entrada, que con el algoritmo explicado en el apéndice E se define mediante
una ley parabdlica de velocidades. Los datos experimentales sobre el caudal
en la arteria coronaria izquierda se han extraido de SANKARANARAYANAN
ET AL. [2005] y se muestran en la figura 6.5.

Sistole Didstole

/ N
5 ra\ \‘\k
/ \‘*ZZ i
Datos experimentales ~ +
‘ Curva suavizada —

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

tiempo (s)

Caudal (cm3/s)
(98]

Figura 6.5: Caudal en la arteria coronaria izquierda en un ciclo cardiaco.

Si se integra la curva del caudal en la figura 6.5 se obtiene un volumen de
unos 175 ml/min, valor que estd de acuerdo con los reportados en la literatura
(MILNOR [1989]).

La distribucion del caudal en la LAD y LCX depende de la predominancia
del flujo coronario en la coronaria izquierda o derecha, y aqui vamos a suponer
siguiendo BEST Y TAYLOR [1993] que tipicamente un 60 % sigue por la LAD
y un 40 % por la LCX.

Cabe destacar que es durante la didstole cuando circula la mayor parte del
caudal en las arterias coronarias (ver figura 6.5), lo que puede ser contrario
a la intuicion. Por ello no es adecuado hacer un modelo en el que se impon-
ga simplemente una onda de presion, sino que también habria que tener en
cuenta la interaccién con el movimiento del corazén. Esto es asi porque el
corazon, durante la sistole, presiona la arteria coronaria y dificulta la circula-
cién de la sangre. Durante la diastole deja de estar presionada facilitando la
circulacién. Para profundizar en este fenémeno consultar por ejemplo FUNG
[1997].

En cuanto a la realizacién de los calculos, antes de comenzar a utilizar los
modelos no lineales del sélido conviene hacer calculos previos con un modelo
elastico lineal para tener un orden de magnitud de los resultados asi como
para detectar posibles errores en la definicién del problema. Para este fin se
obtiene el médulo tangente en el origen de las curvas de las figuras 3.14 y
3.15.
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La medida experimental de E se ha hecho ajustando una recta por mini-
mos cuadrados con los primeros puntos de la curva experimental, concreta-
mente en el rango 1 < A < 1.01, donde la deformacién alcanza solamente un

1 %:

A <1.01

Z Ui>\i

=1
Eexpe = W (62)

2 X
=1

Por otro lado, se puede calcular un moédulo tangente por medio de los
modelos de Ogden y neohookeano utilizando la expresién:

Jdo,

Eeor = av_
! O,

A=1

y aplicandola a (3.37) y (3.39), resultando:

3
1 -24
Eogden = Zup&p ()\gpl =+ 5)\2 : p)

p=1 A=1 p=1 p=1
(6.4a)
1
FEreon = 2¢1 (2)\z + ﬁ) L = 261(2 + 1) = 6cy (64b)

En el cuadro 6.1 se muestran todos los valores obtenidos, con los valores
del cuadro 3.3 para (6.4a) y del cuadro 3.4 para (6.4b).

Parametro F | Aorta sana | Aorta danada
FEexpe 82.77 316.94
Fogden 87.71 167.92
Ercon 101.58 502.26

Cuadro 6.1: Mddulo de elasticidad E (en kPa) para ambas arterias.

Como cabia esperar en la arteria sana los 3 valores son muy aproximados,
no ocurriendo asi en la arteria danada.

En todo caso, se utilizaran siempre los valores Egype, ya que son los mas
realistas.

6.2.1. Arteria coronaria anterior descendente sana

La geometria de la arteria fue obtenida de un paciente sano y tiene una
longitud de 1.28 cm. Las mallas se han obtenido con el mallador desarrollado
para esta tesis. En este caso la directriz real ha sido aproximada por una
sucesion de 3 cubicas.
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LAD sana. Transmision del pulso de presion

La malla utilizada se muestra en la figura 6.6. Se ha comprobado que
para dar 250 pasos de tiempo y conseguir tiempos de célculo razonables (del
orden de 1 dia) la malla 3D del fluido ha de tener del orden de 2000 elementos.
Concretamente la malla de la figura 6.6 tiene 720 elementos para el lumen y
480 elementos para la pared arterial.

Figura 6.6: Interaccion en LAD sana. Malla del fluido (en azul) y del sdlido
(en marron).

Para la pared arterial se ha hecho el calculo con tres modelos con los
parametros obtenidos para la arteria sana en el apartado 3.4, esto es:

a) Modelo eldstico lineal, con médulo de elasticidad E = 827700 dyn/cm?
(obtenido del cuadro 6.1) y coeficiente de Poisson v = 0.3.

b) Modelo de Ogden, con los pardmetros del cuadro 3.3 para la aorta sana.
¢) Modelo neohookeano con ¢; = 169300 dyn/cm? (obtenido del cuadro 3.4).

En la figura 6.7 se muestra el nimero de iteraciones necesario para los
tres modelos constitutivos y en el cuadro 6.2 se muestra el niimero medio de
iteraciones para los analisis de interaccion realizados.

Nimero medio de iteraciones (LAD sana)

Material Modelo 3D - Modelo 1D | Fluido 3D - Sélido 3D
Elastico lineal 5.7 90.4
Ogden 6.2 96.7
Neohookeano 5.4 87.7

Cuadro 6.2: Nimero medio de tteraciones en LAD sana.

La diferencia en el nimero de iteraciones no es relevante, aunque es mayor
con el material de Ogden. Es de destacar que el material neohookeano, aun
siendo no lineal, haya necesitado menos iteraciones que el modelo elastico
lineal para converger.
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Modelo elastico lineal (LAD sana) Modelo elastico lineal (LAD sana)
A 35 600
1 8
8 8 500
g 2
E; » g 400
20 T 5}
; < ‘l "‘ ‘M “ “‘ M % 300 | A | |
5 | NN g [l \
b 200 ! |
g 1 ﬁ \l‘ﬂ ‘Mh‘ i “h M“ l“ I ‘M‘N g 4 MH ‘N‘ ‘U\H‘ ‘ W;MM M Il ﬂ
g R IR MWHI\ I \ 2 I M b Ll
5 s s e U ﬁw R l h N f & 100 P N R LN PRSI W‘ ‘H,ﬂw W\Mm
g s R U L WU ‘u‘ il k4 ) IO N .u» W
= 0 L 0
= 0 25 5 75 10 125 15 175 20 225 25 0 25 5 75 10 125 15 175 20 225 25
tiempo (ms) tiempo (ms)
Modelo de Ogden (LAD sana) Modelo de Ogden (LAD sana)
A 35 600
| 5]
2 8 500
g g
3; » g 400
20 Q
g ‘ | = 300
£ 15 4] E | ‘
5 ekl g L ‘ N L
el | : | A
g s AM M V/ H v/l | ; E 100 o i A I
£ o L " ‘ i ‘ “ W ‘ U
- 0 25 5 75 10 125 15 175 20 225 25 0 25 5 75 10 125 15 175 20 225 25
tiempo (ms) tiempo (ms)
Modelo neohookeano (LAD sana) Modelo neohookeano (LAD sana)
A 35 600
| ]
2 % 8 500
173 Q
=} <
e » ‘ ‘ 8 400 }
=] | =
E o | | | ‘ 3 300 t ‘ i
E 15 “ | 4 g | | ‘ |
2 0 ) Coalb s W T ‘ -1
| i I | | Q | I I (i
b5 5 | J AT AT AT T g 100 S A
g i SV A A A N N 2 NN LA AT
s At | ! S PR Z il I TR
R 0 ‘
- 0 25 5 75 10 125 15 175 20 225 25 0 25 5 75 10 125 15 175 20 225 25
tiempo (ms) tiempo (ms)

Figura 6.7: Numero de iteraciones en el cdlculo de la LAD sana.

Para obtener una medida de las deformaciones es ilustrativo comparar el
desplazamiento medio de los nodos de la pared del extremo final (una vez
depurados del movimiento de traslacién de dicha seccién). En la figura 6.8 se
muestra el didmetro medio de la seccién en funcién del tiempo para los tres
materiales.

También en las deformaciones la diferencia es pequena comparando los
tres modelos de material. La deformacién maxima es del 7.6 % (A = 1.076).
Si se observan los valores del modulo de elasticidad tangente en el origen del
cuadro 6.1 para la arteria sana, los tres valores se diferencian poco, obtenién-
dose en consecuencia resultados similares para los movimientos.

En la figura 6.9 se muestra como se transmite la onda de presion. Las
deformaciones son similares en los tres materiales, representandose aqui los
resultados con el modelo neohookeano.

La mayor parte de la onda se transmite al modelo 1D, aunque una parte
(sobre el 20 %) se refleja y da lugar a las presiones negativas observadas en la

leyenda. La transmisién de la onda en el modelo 1D se muestra en la figura
6.10.
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Figura 6.8: Diametro medio de la seccion final de la LAD sana.

La seccién s = 1.28 cm (curva roja) es el extremo final de la arteria y el
comienzo del modelo 1D, por lo que la figura 6.10 da continuidad a la figura
6.9 recogiendo los instantes posteriores. Observar que la presién negativa de
la curva roja se corresponde con la presion negativa de la leyenda de la figura
6.9. El parametro s representa la longitud de arco, que en la parte del modelo
3D es la longitud sobre la directriz.

t=0.35ms t=1 ms
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Figura 6.9: Contornos de presién (dyn/cm?) en la LAD sana para material
neohookeano. La deformacion ha sido aumentada por 5.
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Figura 6.10: Presion en el modelo 1D acoplado a la LAD sana.

LAD sana. Simulacién de un ciclo cardiaco

El objetivo de este andlisis es simular un ciclo cardiaco completo, obte-
niéndose la tensién tangencial en la pared y las lineas de corriente a lo largo
del mismo. Para captar el fenémeno de transmision de onda debido a la elas-
ticidad de la pared es necesario adoptar un paso de tiempo muy pequeno para
el cdlculo (tipicamente At = 107* s). Este paso de tiempo viene condicionado
por una caracteristica fisiologica, que es la velocidad de propagacién de una
onda de presién en las arterias, no siendo posible realizar el anélisis de inter-
acciéon con los medios de calculo disponibles en el momento de realizacion de
la tesis.

Por ello, aqui se prescinde del fenémeno de interaccion y se adopta un paso
de tiempo At = 1072 s. El despreciar la interaccién disminuye enormemente
el tiempo de célculo, luego nos podemos permitir hacer una malla mas fina.
Concretamente, ahora utilizamos una malla de 9600 elementos de fluido que



178 6.2. La arteria coronaria izquierda

da lugar a un modelo con 26550 ecuaciones.

Como partimos de condiciones iniciales de velocidad nula y éstas son
irreales, es preciso hacer primero varios ciclos completos para eliminar este
transitorio inicial. Aqui se han dado 4 ciclos seguidos de la curva de la figura
6.5, siendo los resultados que se muestran los del cuarto ciclo.

En la figura 6.11 se muestran los contornos de la tension tangencial sobre
la pared para el instante en que se producen los maximos valores de la misma.
Dicho instante corresponde al del méximo caudal en la entrada (¢t ~ 0.3 s. en
la figura 6.5).

0.00E+00
2.47E+01
4.93E+01
7.40E+01
9.87E+01
1.23E+02
1.48E+02
1.73E+02
1.97E+02
2.22E+02
2.47E+02
2.71E+02
2.96E+02

Figura 6.11: Tensién tangencial (dyn/cm?) sobre la pared de la LAD sana.

En la figura 6.12 se ha calculado la méxima tension tangencial de toda la
superficie de la arteria para cada instante de tiempo. Se observa que dicho
valor maximo esté en fase con el valor del caudal impuesto de la curva de la
figura 6.5. También en dicha figura se muestra la tension tangencial maxima
que resulta de un calculo en régimen estacionario imponiendo el caudal medio,
que es Queq = 1.75 cm? /s. Como se observa, es necesario considerar los efectos
dinamicos, pues la relacién entre el maximo valor de la tensién tangencial en
régimen transitorio (296 dyn/cm?) y el valor en régimen estacionario (107
dyn/cm?) es mayor que la relacién del caudal punta (3 cm3/s) y el caudal
medio (1.75 ¢cm?/s), y la extrapolacién a partir de un célculo en régimen
estacionario estaria infravalorando el valor de la maxima tension tangencial,
ya que darfa (3/1.75)-107 = 183 < 296 dyn/cm?.

Finalmente se muestran las lineas de corriente en las figuras 6.13 y 6.14,
la primera en el instante cuando el caudal impuesto es maximo (¢t ~ 0.3 s) y
la segunda en el instante posterior a cuando es nulo (¢ = 0.01 s). En ambas
figuras se ha partido de los mismos puntos en la secciéon de entrada, asi que
se percibe claramente que cuando el caudal en la entrada es practicamente
nulo se producen torbellinos. Esto es, en el tramo de la curva descendente del
caudal impuesto se forman torbellinos, que por otra parte es un fenémeno
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Figura 6.12: Tension tangencial mdxima durante un ciclo cardiaco en la LAD
sana.

que cabia esperar debido a la geometria no regular y régimen transitorio del
célculo.

Observaciéon. Recordar que se ha hecho el cdlculo a lo largo de varios ciclos
y muestran los resultados del cuarto ciclo, luego los tiempos anteriores no son
absolutos, sino relativos al cuarto ciclo.

Figura 6.13: Lineas de corriente en el instante de caudal mdzimo en la LAD
sana.

Figura 6.14: Lineas de corriente en el instante de caudal casi nulo en la LAD
sana.
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6.2.2. Arteria coronaria anterior descendente danada

En este apartado estudiamos la misma arteria que en el ejemplo anterior,
pero con una placa de ateroma muy desarrollada que obstruye més del 50 %
de la seccion. La longitud es también de 1.28 cm.

Las mallas de esta arteria han sido generadas por el Grupo de Informatica
Grafica Avanzada de la Universidad de Zaragoza utilizando la metodologia
descrita en SERON ET AL. [2001b]. La malla mds gruesa se ha utilizado en
los andlisis con interaccion y la malla mas fina para simular el pulso cardiaco
despreciando la interaccion.

LAD danada. Transmisién del pulso de presion

En la figura 6.15 se pueden ver las mallas utilizadas, con 872 elementos
para el lumen y 912 elementos para la pared arterial incluyendo la placa de
ateroma.

Figura 6.15: Interaccion en la LAD danada. Malla del fluido (en azul) y del
sélido (en marrdn).

También aqui se hace el calculo con tres modelos para la pared arterial
con los pardmetros obtenidos para la arteria danada en el apartado 3.4, esto
es:

a) Modelo eléstico lineal con médulo de elasticidad F = 3169400 dyn/cm?
(cuadro 6.1) y coeficiente de Poisson v = 0.3.

b) Modelo de Ogden con los pardmetros del cuadro 3.3 para la aorta danada.

¢) Modelo neohookeano con ¢; = 837100 dyn/cm? (obtenido del cuadro
3.4).

En la figura 6.16 se puede observar el nimero de iteraciones resultante
para los tres materiales.

En el cuadro 6.3 se muestra el nimero medio de iteraciones. Cabe destacar
que ahora el nimero de iteraciones entre los modelos 3D y 1D es menor que
en el caso de la arteria sana (cuadro 6.2). Esto es debido a que la arteria
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Figura 6.16: Numero de iteraciones en el cdlculo de la LAD danada.

con la placa de ateroma es mas rigida que la arteria sana, por lo que el
desplazamiento de la pared es menor y por tanto es mas rapido conseguir la

convergencia.
Ntimero medio de iteraciones (LAD danada)
Material Modelo 3D - Modelo 1D | Fluido 3D - Sélido 3D
Elastico lineal 3.9 82.5
Ogden 4.2 97.2
Neohookeano 3.9 73.6

Cuadro 6.3: Niumero medio de iteraciones en la LAD danada.

El mayor niimero de iteraciones resulta con el material de Ogden.
Comparemos ahora la deformacién de la seccién final calculando su dia-
metro medio. En la figura 6.17 se muestra dicho diametro en funcién del
tiempo para los tres materiales.
Para analizar la figura 6.17 es conveniente tener en cuenta los valores
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Figura 6.17: Didmetro medio de la seccion final de la LAD danada.

del médulo de elasticidad en el origen del cuadro 6.1 para la arteria danada
(ver también figura 3.15). Del cdlculo resulta que utilizando el material de
Ogden se alcanzan mayores deformaciones y la onda de presién se propaga
mas lentamente. El siguiente con mayor deformacion es el modelo elastico
lineal y por ultimo el neohookeano. Esto esta en consonancia con los valores
del médulo de elasticidad tangente en el citado cuadro, ya que Eogqen <
Eexpe < Eneon- Esto es, cuanto mds flexible, mayores deformaciones y una
menor velocidad de propagacién de la onda de presion.

No obstante, esto sucede porque las deformaciones no son elevadas (la
maxima deformacion en la seccion final es un 4.3 % 6 A = 1.043 en el material
de Ogden), ya que el material de Ogden se rigidiza para rangos mayores
de deformacién (ver figura 3.15) y se produciria una mayor velocidad de
transmision de la onda.

A continuacién en la figura 6.18 se muestra la transmision de la onda
de presién para el caso de material de Ogden. En dicha figura se representa
unicamente la malla del fluido para resaltar el estrechamiento por la placa
de ateroma.

L= 1 ms

t=23ms
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Figura 6.18: Contornos de presion en la LAD danada para material de Ogden.
La deformacion ha sido aumentada por 5.

Se observa que casi la totalidad de la onda de presién se transmite al
modelo 1D, aunque una pequena parte se refleja (poco mas del 10%). La
continuidad de la onda de presién se muestra en la figura 6.19, donde la
curva denotada con s = 1.28 cm (roja) representa la seccién de interaccién
entre los modelos 3D y 1D. Notar en dicha curva el valor negativo alcanzado,
que coincide con el de la leyenda de la figura 6.18.
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Figura 6.19: Presion en el modelo 1D acoplado a la LAD danada.
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LAD danada. Simulacion de un ciclo cardiaco

Al igual que para la arteria sana y por los motivos alli descritos, se dan 4
ciclos de la curva de la figura 6.5 y los resultados que se muestran son también
los del cuarto ciclo. La malla utilizada tiene 13440 elementos originando un
modelo con 35739 ecuaciones.

En la figura 6.20 se representan los contornos de la tension tangencial
sobre la pared en el instante de maximo caudal impuesto. En la misma figura
se muestran dos perspectivas y la zona de la placa de ateroma aislada. Como
cabia esperar, la tensién tangencial es elevada en la superficie de la placa,
disminuyendo de forma considerable en la zona inmediatamente posterior a
ésta.
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0 O

Figura 6.20: Tension tangencial (dyn/cm?) sobre la pared de la LAD danada.

La curva de la figura 6.21 muestra la maxima tension tangencial sobre la
pared en cada instante. Al igual que pasaba con el caso de la arteria sana este
valor estd en fase con la curva 6.5. Si se comparan las figuras 6.12 y 6.21, el
valor tan elevado de la tension tangencial en esta tltima es inicamente debido
a la placa. También se muestra aqui el valor de la tension tangencial maxima
que resulta de un célculo en régimen estacionario con el caudal medio.

Por ultimo, en las figuras 6.22 y 6.22 se han dibujado las lineas de corriente
en dos instantes criticos (el primero con caudal maximo impuesto y el otro con
caudal practicamente nulo). Cuando el caudal es minimo llama la atencién
que los torbellinos formados son relativamente grandes. Obsérvese la gran
similitud con el caso analizado en el apartado 2.4.2, donde ahora la placa de
ateroma hace las veces de escalon.
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Figura 6.21: Tension tangencial mdaxima durante un ciclo cardiaco en la LAD
danada.

Figura 6.22: Lineas de corriente en el instante de caudal mdzximo en la LAD
danada.

Figura 6.23: Lineas de corriente en el instante de caudal casi nulo en la LAD
danada.

6.2.3. Bifurcacion en la arteria anterior descendente y
la arteria circunfleja

El modelo de elementos finitos comienza en el tronco de la arteria coro-
naria izquierda a los pocos milimetros de su unién con la base de la arteria
aorta (ver figura 6.3). La longitud del tronco es de 0.56 cm. hasta el comienzo
de la bifurcacion. A partir del punto de bifurcacién, la longitud de la LAD
es 1.3 cm. y la de la LCX es 1.54 cm, ambas medidas a partir de su base.
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Bifurcacién. Transmisién del pulso de presion

La figura 6.24 muestra la malla utilizada para el problema de interaccion,
con 932 elementos para el lumen y 428 elementos para la pared arterial.

Figura 6.24: Interaccion en la bifurcacion. Malla del fluido (en azul) y del
sélido (en marrdn).

Los parametros de los modelos de los materiales son los mismos que para
el caso de la arteria sana (apartado 6.2.1).

El nimero de pasos de tiempo para el calculo de la bifurcacién es menor
que en los dos casos anteriores para la LAD. Sucede que cuando la onda de
presion llega al extremo del tramo de la LAD, el acoplamiento de los modelos
3D y 1D deja de converger. Esto sucede a los 12.1 ms para el modelo elastico
lineal, a los 11.1 ms para el material de Ogden y a los 11.8 ms para el
neohookeano.

La falta de convergencia se debe a que se ha impuesto un campo de presion
uniforme en el modelo 3D al final del tramo de la LAD. Como ésta tiene una
importante curvatura, el imponer una presién uniforme no es realista ya
que en los tubos con curvatura la distribucién de la presion en una seccién
transversal no es uniforme (WATERS Y PEDLEY [1999]). En un futuro seria
interesante mejorar la forma de distribuir la presiéon en los extremos con
curvatura.

En la figura 6.25 se observa el niimero de iteraciones y también el tiempo
al que llega cada calculo hasta que deja de converger.

Segin se aprecia en la figura 6.4 el nimero medio de iteraciones entre
los modelos 3D y 1D es ahora superior a los casos con la arteria LAD sola,
mientras que el nimero de iteraciones entre los modelos 3D y 1D es similar.

En las figuras 6.26 y 6.27 se muestra el diametro de las secciones finales
de la LAD y LCX en la bifurcacién respectivamente. Como se observa, en la
LCX la curva es analoga a los casos de los dos apartados anteriores, mientras
que en la LAD la curva tiene mas irregularidades. Esto tltimo es debido a la
imposicién de una presién uniforme en una seccién con curvatura elevada.
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Figura 6.25: Numero de iteraciones en el cdlculo de la bifurcacion.

Nimero medio de iteraciones (bifurcacién)

Material Modelo 3D - Modelo 1D | Fluido 3D - Sélido 3D
Elastico lineal 3.9 92.4
Ogden 4.6 105.6
Neohookeano 4.4 102.0

Cuadro 6.4: Numero medio de iteraciones en la bifurcacion.

Para el material de Ogden, la deformacién méaxima en la seccion final de
la LAD es un 5.8% 6 A = 1.058 y en la seccién final de la LCX es un 3.4%
6 A = 1.034, valores deducidos de las figuras 6.26 y 6.27.

A continuacién en la figura 6.28 se muestra la transmisién de la onda de
presion para el caso de material de Ogden, llegando hasta los 11 ms. Después
de ese tiempo el método deja de converger. Como ya se ha comentado, la
razon es que la distribucién de presién uniforme no es adecuada en este caso.
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Figura 6.26: Diametro medio de la seccion final de la LAD en la bifurcacion.
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Figura 6.27: Didmetro medio de la seccion final de la LCX en la bifurcacion.
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Figura 6.28: Contornos de presion en la bifurcacion para material de Ogden.
La deformacion ha sido aumentada por 5.

Cuando la onda de presién llega al nudo de la bifurcacién se produce una
reflexién. Esto se ve en los instantes 5 y 6 ms de la figura 6.28 por el color
azul oscuro (presién negativa) en el tronco.

La deformacién producida es relativamente elevada, ya que tan sélo se
ha hecho un aumento de 5 y el movimiento de la arteria se aprecia con toda
claridad.
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En las figuras 6.29 y 6.30 se muestra el movimiento de la onda de presién
en los modelos 1D. Se indica ahora con el parametro sj,q la longitud sobre
la LAD y con sj la longitud sobre la LCX. El final del tramo de la LAD
corresponde a Sj,qg = 1.86 cm (esto es, 0.56 del tronco y 1.3 de la LAD) y el
final de la LCX s1, = 2.1 cm (0.56 del tronco y 1.54 de la LCX).
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Figura 6.29: Presion en el modelo 1D acoplado a la LAD en la bifurcacion.
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Figura 6.30: Presion en el modelo 1D acoplado a la LCX en la bifurcacion.

Obsérvese que en la curva sj,q = 1.86 cm se produce una oscilaciéon de
la presion, mientras que en la curva s, = 2.1 cm la presion se transmite
limpiamente. El motivo es el que ya se ha comentado: la curvatura de la
LCX es pequena mientras que la de la LAD es relativamente elevada, lo
cual afecta a la uniformidad o no uniformidad de la distribucion de presiones
respectivamente. Esto se puede apreciar en la figura 6.31, donde se ha tomado
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el instante ¢ = 8 ms. de la figura 6.28 y se han hecho dos cortes transversales,
uno en la LAD y otro en la LCX, mostrando la distribucién de presiones en
las secciones de los cortes.

L=8 ms

LAD
- 1 'i— i :':-\.
e
E _;/ Uniformidad de
N . presiones
No uniformidad
de presiones

Figura 6.31: Distribucion de presiones en la LAD y en la LCX en dos sec-
ciones transversales.

Bifurcacion. Simulacién de un ciclo cardiaco

De forma similar a los dos casos ya analizados, se hace el cdlculo de 4
ciclos y se muestran los resultados del ultimo, cuando ya se ha alcanzado
practicamente el régimen permanente. El nimero de elementos de la malla
es 11576 dando lugar a un modelo con 31350 ecuaciones.

En la figura 6.32 se observan los contornos de la tensién tangencial en el
instante en que dicha tensién es maxima, donde cabe comentar que la zona
de mas baja tensién es el nudo de la bifurcacién (color azul oscuro).

Este resultado es un punto a favor de la hipdtesis que el desarrollo de
las placas de ateroma y la baja tension tangencial estan relacionadas, ya
que experimentalmente se ha observado que las zonas de bifurcaciones de
las coronarias son zonas de mayor propensién a la formacion de placas de
ateroma.

El valor de la tensién tangencial es globalmente menor que para el caso
de la LAD sana. Esto es debido a que la geometria de la LAD sana es exacta
mientras que la de la bifurcacién es una aproximacién. En la LAD sana
los efectos de las curvaturas locales son los que provocan dos zonas de alta
tension tangencial, mientras que en la bifurcacion la geometria aproximada
es mas suave, por lo que no se han captado las singularidades en la tension
tangencial que realmente existen.
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Figura 6.32: Tensidn tangencial (dyn/cm?) sobre la pared de la bifurcacion.

El instante en que la tensién tangencial es maxima (¢ = 2.91 s) no coincide
ahora con el instante en que el caudal impuesto es maximo (¢t = 2.8 s), luego la
curva de la figura 6.33 no esta en fase con la de la figura 6.5. En la figura 6.33
se muestran los valores de la maxima tensién tangencial. Cuando el caudal
impuesto es nulo aparece una tension relativamente elevada si la comparamos
con los dos ejemplos anteriores. Esto es asi porque se produce una circulacion
interior desde la LCX hacia la LAD, cosa que se ve claramente en la figura
6.35.

En las figuras 6.34 y 6.35 se han dibujado las lineas de corriente. Para el
instante en que el caudal es médximo no se forman torbellinos, salvo en una
pequena zona del nudo de la bifurcaciéon. En cambio, para el caudal minimo,
aparte de producirse torbellinos en la LAD y una circulacién secundaria 4
también aparece una circulacién interior desde la LCX hacia la LAD. En la
figura 6.35 se observa dicha circulacién interior por las lineas de corriente que

parten desde el extremo final de la LCX y terminan en el extremo final de la
LAD.

4La circulacién secundaria hace referencia a la componente de la velocidad en el plano
transversal a la directriz, que da lugar a un movimiento helicoidal.
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Figura 6.33: Tension tangencial maxima durante un ciclo cardiaco en la bi-
furcacion.

Figura 6.34: Lineas de corriente en el instante de caudal mdzrimo en la bifur-
cacion.

Figura 6.35: Lineas de corriente en el instante de caudal casi nulo en la
bifurcacion.



Capitulo 7

Conclusiones y lineas futuras
de investigacion

7.1. Resumen del trabajo realizado

El objetivo fundamental de esta tesis es el andlisis y desarrollo de modelos
para la simulacion realista del flujo sanguineo y su interaccion con la pared
arterial. Para ello se ha implementado el elemento de fluido @Q1/P0 en el
codigo de elementos finitos FEAP para 2D, 3D y flujo axilsimétrico. En dicho
elemento ha sido estabilizado el campo de presiones y se ha anadido otro
elemento con estabilizacion de la velocidad para utilizar en problemas con
numeros de Reynolds elevados.

Se han obtenido parametros realistas de los modelos de Ogden y neohoo-
keano a partir de curvas experimentales para utilizar en los modelos de la
pared arterial, habiéndose validado el elemento de FEAP con ejemplos con
solucion analitica y usando los parametros obtenidos.

Se han programado las instrucciones para resolver problemas tridimen-
sionales de interaccion fluido-estructura (programa inter3D). Se utiliza el
método de Block-Gauss-Seidel, que es un método particionado con acopla-
miento fuerte. Las instrucciones son un conjunto de 6rdenes (bucles, llamadas
a programas, condicionales, etc...) en el intérprete de comandos bash de Li-
nux. En las llamadas a programas estd incluida la ejecucién del programa
FEAP para el fluido, el sélido y la malla.

Englobando el algoritmo anterior se ha elaborado el programa inter-
bio, el cual resuelve el problema de las condiciones de contorno absorbentes
mediante el acoplamiento del modelo 3D de un trozo de arteria real con un
modelo unidimensional. Este modelo 1D da continuidad al fenémeno de inter-
accién evitando la reflexion de las ondas de presiéon. El programa interbio
consiste también en érdenes en la bash, y el programa inter3D se ejecuta
dentro de este nuevo algoritmo.

Finalmente se ha aplicado el programa anterior a tres arterias corona-
rias con geometrias realistas. Las mallas de hexaedros para la LAD sana y

195
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para la bifurcaciéon se han hecho con un software propio. Se ha simulado la
transmision de un pulso de presion utilizando modelos de interacciéon. Adi-
cionalmente se ha hecho la simulacién de un ciclo cardiaco completo con una
curva de caudal realista para calcular la tension tangencial en la pared.

Como trabajo adicional y complementario a los programas de interaccién
cabe destacar lo siguiente:

a) Desarrollo de un generador de mallas 2D de cuadrildteros. La originalidad
de este mallador esta en que se consiguen mallas de alta calidad al lograr
que la distorsion de los cuadrilateros sea muy pequena. Este mallador se
extiende a 3D para mallar arterias con hexaedros, y en particular se ha
hecho un programa especifico para poder mallar bifurcaciones.

b) Desarrollo de un programa 2D /3D para calcular lineas de corriente y las
trayectorias de las particulas a partir de las velocidades nodales, inclu-
yendo animaciones con las particulas en movimiento. Este programa es
también aplicable a dominios de fluido con contornos moviles.

7.2. Conclusiones

Las conclusiones de este trabajo se van a desglosar en diferentes aparta-
dos. Aunque a lo largo del trabajo se han ido insertando comentarios sobre
los resultados, aqui se sintetizan todos ellos también a modo de resumen.

Modelos constitutivos en hemodinamica

a) Los modelos hipereldsticos se ajustan razonablemente al comportamiento
de los materiales biolégicos. Tanto la sangre como la pared arterial han
de considerarse incompresibles por el gran contenido de agua.

b) Se han utilizado datos experimentales de arterias reales que proporcio-
nan la curva tensién-deformacion. El modelo de Ogden ha respondido
bien a dichos datos en todo el rango de deformaciones, mientras que el
neohookeano se ajusta bien en un rango mas restringido.

Métodos numéricos y condicion de incompresibilidad

a) El elemento Q1/P0 de fluido es barato y el campo de presién se puede
despejar a nivel de elemento, pero no cumple la condicién LBB. Uti-
lizando el método del factor de penalizacién se ha comprobado que se

cumple bien la condiciéon de incompresibilidad con valores del factor en-
tre A = 105 — 108.

b) Para nimeros de Reynolds elevados se produce una inestabilidad en el
campo de velocidades. Se utiliza el método SUPG para la estabilizacién.
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Para condiciones fisiolégicas normales los nimeros de Reynolds son re-
lativamente bajos y no se produce este problema, pero en situaciones
fisiol6gicas extraordinarias (deporte, esfuerzos elevados) los nimeros de
Reynolds son tales que si se precisa de estabilizacion.

La formulacion de las ecuaciones del solido admite una forma variacio-
nal. El principio variacional de Sima-Taylor-Pister utiliza tres campos
incognita para tratar el problema de la incompresibilidad, aunque los
dos campos anadidos se pueden despejar a nivel de elemento.

Para material de Ogden y con los parametros realistas obtenidos de los
experimentos se ha comprobado que con un médulo volumétrico entre
k = 107 — 10 se satisface muy bien la condicién de incompresibilidad.

Interaccion sangre-pared arterial

Métodos de interaccién

a)

b)

El movimiento del solido hace que el contorno del fluido no sea fijo. La
formulacién ALE resuelve el problema del fluido con contornos moviles.

Los métodos particionados con acoplamiento débil son los méas baratos
computacionalmente pero no funcionan en hemodinamica debido a que
las densidades de la sangre y la pared arterial son similares.

Los métodos monoliticos usando el método de Newton-Raphson son los
mas eficientes, pero en el caso de la hemodinamica su implementacién es
muy compleja y actualmente sélo existen resultados para modelos elasti-
cos lineales de la pared arterial.

El método particionado con acoplamiento fuerte desarrollado da buenos
resultados. La utilizacién del método de Aitken rebaja enormemente el
nimero de iteraciones necesario respecto a métodos que usan un para-
metro de relajacién constante.

Modelos de interaccién en hemodinamica

a)

El nimero de vasos sanguineos es muy elevado, pero el fenémeno de
interaccién con el flujo sanguineo se produce unicamente en las arterias
elasticas, que son las de mayor diametro.

Los modelos de una arteria o un conjunto de arterias precisan de condi-
ciones de contorno artificiales.

En el extremo inicial se puede imponer un pulso de presiéon o un deter-
minado caudal, pero en el extremo final se desea imponer condiciones
absorbentes para que la onda de presiéon abandone el dominio.
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d) Un modelo de interaccién unidimensional resuelto de forma monolitica
es muy barato computacionalmente y se puede usar para acoplarlo a los
modelos tridimensionales de las arterias en el extremo final. Con esto se
consigue que la mayor parte de la onda de presion abandone el dominio.

e) El numero de iteraciones necesario con este método de doble interaccion
se eleva. No obstante, con la implementacién del método de Aitken pa-
ra resolver esta segunda interaccién se ha conseguido que el ntimero de
iteraciones entre los modelos 3D y 1D sea muy reducido.

Aplicaciones a geometrias realistas

a) Con técnicas para obtener angiografias e imagenes IVUS se consigue la
directriz y secciones transversales de las arterias. A partir de éstas se ha
desarrollado una técnica de mallado para obtener automaticamente las
mallas de hexaedros tanto para el lumen como para la pared arterial. Con
la composicién de varias mallas de bifurcaciones se puede conseguir una
red méas amplia de vasos sanguineos.

b) La arteria cuya geometria se dispone es la coronaria izquierda, concreta-
mente tres trozos distintos que son:

1. La bifurcacion del tronco en la circunfleja y en la anterior descendente.
2. La anterior descendente sin ninguna patologia.

3. La anterior descendente con una placa de ateroma muy desarrollada.

¢) Se han tomado pardametros realistas de los modelos constitutivos de Og-
den y neohookeano para el solido. La transmision de un pulso de presién
ha resultado satisfactoria en los modelos, aunque en el caso de la bifur-
cacion este método deja de converger cuando la onda ha atravesado el
final de la LAD, ya que imponer una presién uniforme en una seccién con
curvatura no es realista.

d) La tensién tangencial resulta elevada en la placa de ateroma para la
arteria danada. En la arteria con bifurcacion se produce una circulacién
secundaria del flujo y zonas de menor tension tangencial en la zona de la
bifurcacién.

7.3. Aportaciones

Se resumen a continuacion las aportaciones mas destacadas de este tra-
bajo:

a) Se ha programado un algoritmo para resolver problemas de interaccién
3D fluido-estructura utilizando un método que proporciona acoplamiento
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fuerte y que es completamente general, valido para modelos constitutivos
no lineales y problemas con grandes deformaciones.

Se ha programado un método que resuelve conjuntamente el problema
de interaccion 3D flujo sanguineo-pared arterial y da continuidad al pro-
blema de interaccién en las secciones finales de las arterias mediante
condiciones de contorno absorbentes. El método consiste en acoplar un
modelo 1D en dichas secciones y resolver un problema en el que la in-
cognita es el escalar presién en esas secciones. La técnica para hallar la
incégnita es iterar utilizando el método de la secante.

Se ha aplicado el programa de interaccién a arterias coronarias con geo-
metrias realistas, habiendo simulado satisfactoriamente la transmisién de
un pulso de presion.

Se han obtenido parametros realistas de los modelos hiperelasticos isétro-
pos de Ogden y neohookeano para aplicarlos a paredes arteriales. Para el
ajuste de los modelos se han utilizado curvas experimentales del ensayo
de traccién de la arteria aorta.

Se ha implementado el elemento de fluido @1/P0 en un c6digo de elemen-
tos finitos para resolver numéricamente las ecuaciones de Navier-Stokes
en régimen transitorio. Dicho elemento tiene estabilizacion de la presion
y la velocidad.

Adicionalmente se ha programado un generador de mallas de cuadrila-
teros, el cual hace las mallas de una forma original. Este mallador se
ha extendido a 3D para generar las mallas de hexaedros de las arterias,
tanto para tramos simples como para bifurcaciones.

7.4. Lineas futuras de investigacién

A continuacion se exponen, por orden de importancia decreciente segin

mi criterio, los temas sobre los que hay que enfocarse para mejorar los modelos
de interaccion:

a)

b)

Validar los modelos desarrollados con informacién clinica o ensayos de
laboratorio.

Desarrollar un método de interaccién monolitico en el que se resuelva
el problema por el método de Newton-Raphson con el fin de conseguir
convergencia de orden dos y también poder incrementar el paso de tiempo
para poder simular al menos un ciclo cardiaco completo.

Plantear condiciones de contorno mas realistas para las geometrias tridi-
mensionales:
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7.4. Lineas futuras de investigacion

d)

1. Para el fluido, proponer una distribucién de presiones en el extremo
final mas realista que la distribucién uniforme asumida en este tra-
bajo. Con esto se mejorara la transmision de la onda de presiéon del
dominio 3D al dominio 1D, con lo que la amplitud de la onda reflejada
disminuira.

2. Para el sélido, hacer un modelo de interaccion de la pared con el resto
de los tejidos externos para no tener que sujetar con movimiento nulo
el extremo inicial de las arterias en las simulaciones. Con esto también
se evitaria tener que dejar el extremo final libre y asi eliminar los
movimientos de sélido rigido.

Utilizar el mallador desarrollado aqui para automatizar la creacién de
una malla de hexaedros en una red de vasos sanguineos a partir de las
directrices y didmetros de éstas obtenidas de las imagenes de angiografia
e IVUS respectivamente.

Crear un modelo simplificado que simule el resto del sistema cardiovas-
cular para acoplarlo a la red de arterias en que se produce la interaccion
sangre-pared y no utilizar inicamente un modelo unidimensional que si-
mule la prolongacién de la arteria.

Implementar un modelo viscoelastico para la sangre, necesario para los
casos en que la formacién de rouleaux en las principales arterias sea muy
frecuente, lo cual ocurre en algunas personas.



Apéndice A

Formulacion débil de las
ecuaciones de Navier-Stokes

Preliminares

Para plantear el problema (2.14) en forma débil primero hay que defi-
nir cuatro clases de funciones pertenecientes a sendos espacios funcionales
(ZIENKIEWICZ Y TAYLOR [2000a]). En lo que sigue Q2 € R? es el dominio
del fluido y T € R? es el contorno. El contorno se descompone en una parte
con velocidad impuesta I'y y otra con tension impuesta I',, tal que I';UT, =T°
y Fd N Fn = .

Espacios de funciones de prueba

Espacio U de las funciones de prueba w para la velocidad:
A estas funciones se les exigen dos condiciones:

U= Uy en [y (A.la)

2
/(au) d<oo i=1,23 (A.1b)
Q

3@»

Las funciones que cumplen (A.1b) se llaman funciones H', siendo H*
el espacio de Sobolev de orden 1 (BRENNER Y SCOTT [1994]). Asi, el
conjunto de todas las funciones de prueba u forman un espacio al que
llamaremos U.

U={u|uc H u=u; en Iy} (A.2)

Espacio P de las funciones de prueba p para la presion:
Como en la formulacién aqui seguida no hay condiciones especificas
para la presion en el contorno, solamente se les exige:
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dp 2 .
< = .
/Q(&BZ) dQ < o0 i=1,2,3 (A.3)

Asi, el conjunto de todas las funciones de prueba p forman un espacio
al que llamaremos P.

P={plpeH'} (A.4)

Espacios de funciones de peso

s Fspacio V de las funciones de peso v de la velocidad:
A estas funciones también se les exigen dos condiciones:

v=0 en Iy (A.5a)
/ P\ <o 1123 (A.5b)
o \ Oz; - T '

El conjunto de todas las funciones de peso v forman un espacio al que
llamaremos V.

V={v|veH v=0 en Iy} (A.6)

s Fspacio Q de las funciones de peso q para la presion:
Al igual que a las funciones p, a las funciones ¢ se les exige unicamente:

dg\” ,
dQ < oo i=1,2,3 (A7)
Q

(9:1:1-

Finalmente, el conjunto de todas las funciones de peso ¢ forman un
espacio al que llamaremos Q.

Q={qlqe H'} (A.8)

Igualdades del calculo diferencial

Escribimos ahora dos igualdades (KAy [1989]) que mas adelante utiliza-
remos en el desarrollo.
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= La primera igualdad es:
(V-o)-v=V.-(o-v)—0:Vv (A.9)

siendo o un tensor de segundo orden cualquiera y v un tensor de primer
orden (vector) cualquiera. Se utilizan los mismos simbolos que para el
tensor de tensiones y funciones de peso de las velocidades respectiva-
mente para mayor facilidad en el uso de la féormula.

= La segunda igualdad es:
(0-v) n=(oc-n) v (A.10)
que en este caso se verifica inicamente cuando el tensor o es simétrico

(el tensor de tensiones lo es).

Teorema de Green

El teorema de Green o también llamado de la divergencia demuestra lo
siguiente (KAy [1989]):
/V-(a‘-v)dQ:/(a-v)-ndF (A.11)
Q r

con el mismo significado de los simbolos que en la expresion anterior, trans-
formando asi una integral de volumen en una integral de contorno.

Planteamiento de la formulacion débil

Una vez expuestas las herramientas que se van a utilizar se procede a
deducir la forma débil de las ecuaciones (2.14) junto con la condicién de
incompresibilidad (2.8).

El procedimiento se puede ver en HUGHES [2000] y es:

a) Multiplicar la ecuacién de equilibrio del momento lineal (2.10) por una
funcion de peso w.

b) Multiplicar la ecuacién de incompresibilidad (2.8) por una funcién de
peso q.

¢) Sumar las expresiones resultantes de a) y b).
d) Hacer la integral en el dominio €2 de la expresién obtenida en c).

De esa forma resulta la ecuacion integral:

/Q(V-a>-vd9—/9pf (%—?%—U-VU)-de—/Q(V~u)qu:O (A.12)
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siendo uw € U, p € P las funciones velocidad y presion a calcular, v € V,q € O
funciones arbitrarias y U, P,V y Q los espacios funcionales definidos en (A.2),
(A4), (A.6) y (A.8) respectivamente. El dltimo término de (A.12) se ha
escrito con signo negativo, pero eso es irrelevante dada la arbitrariedad de
las funciones gq.

El primer sumando de (A.12) se puede desarrollar aplicando la igualdad

(A.9):

/Q(V~0')-'de:/Q(V~(0'~'v)—o':V'v)dQ

:/V-(U-v)dQ—/J:VUdQ
Q Q

Aplicando ahora al primer sumando del lado derecho de (A.13) el teorema
de Green (A.11) queda:

(A.13)

/Q(V~0')~'de:4(0'0)'ndF—Aa:VUdQ (A.14)

Finalmente, asumiendo que o es simétrico se puede usar la igualdad
(A.10) para llegar a:

/Q(V-O’)-’UdQ:/F(O'-’n)-’UdF—/O':V’UdQ (A.15)

Q

Hechas estas consideraciones, reescribimos la ecuaciéon (A.12) como:

/(a-n)-vdf—/a:Vde—/pf (8—u+u-Vu)-'de—

r g AN (A.16)
/(V~u)qu:O

Q

El primer sumando de esta ecuacién se puede descomponer en dos su-
mandos:

/F(a-n)-vdF:/Fd(a-n)-vdFd+/ (0-n)-vdl, (A.17)

n

yvaque '=T;Ul, yI'yNnl', =9
Y en esta ultima expresion tenemos en cuenta las condiciones de contorno
de Neumann y la definicién del espacio funcional V en (A.6):

a) Funciones de peso v.

v=0 en Iy (A.18)
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Por lo tanto el primer sumando de (A.17) queda simplemente:

/ (0-n) - vdlly=0 (A.19)
Ty
b) Condiciones de Neumann.

oc-n=t, en I, (A.20)

Asi el segundo sumando de (A.17) se puede escribir:

/ (a-n)~’uan:/ t, -ndl, (A.21)
F"L

I

Hecha esta descomposicion en el contorno finalmente queda:

/ tn-van—/a':Vde—/pf (%—?—i—u.Vu).de_

" @ @ (A.22)
/(V~u)qu

Q

Teniendo en cuenta el modelo constitutivo (2.11), la formulacién débil del
problema de contorno se establece en los siguientes términos:

Encontrar un campo vectorial w € U que cumpla w = ug en I'y y un
campo escalar p € P, tales que Vv € V y Vq € Q se cumpla:

/(—pI—i—Z,uD):V'UdQ —|—/pf <8—u—|—u~Vu>~'de —i—/(V'u)qu:
0 0 Q

ot
/ t, vdl,

(A.23)






Apéndice B

Aspectos de la implementacion
computacional

Se comentan aqui dos particularidades de la implementacién que me pa-
recen relevantes.

Eliminacion de la presién en el elemento

Si se despeja pr de (2.46b) tenemos:
pr= -G 'Quyu (B.1)

Como el elemento tnicamente tiene un nodo de presion en el centro, la
funcién de forma de la presiéon es N, = 1 en (.. Esto implica que la matriz
g€ en (2.39) es un escalar 1x1 y la matriz q° en (2.30) un vector fila 1xngiy.
De aqui resulta que cada elemento del vector p; en (B.1) se pueda expresar
como:

A
Pe =~ Jo. NN, A2,

donde e hace referencia a valores en el elemento. Esto quiere decir que la
presién en el elemento solamente depende de las funciones de forma del propio
elemento asi como de las velocidades en los nodos del propio elemento. Este
resultado es muy importante, ya que permite que cada elemento del vector de
incognitas de presién p; se pueda calcular a nivel de elemento sin necesidad
de un ensamblaje posterior. Por tanto, el proceso de calcular p; y sustituirlo
en (2.46a) se hace dentro de la subrutina del elemento. De este modo en las
ecuaciones finales solamente hay incégnitas en velocidad:

q‘u, (B.2)

Mu, + N('LLA)’LLA + Kuy + ST(uA)uA — QTG_lQuA =F (B3)

Observacién B.0.1 Haciendo esto hemos reducido el niumero de ecuaciones
a resolver, ya que hemos eliminado las incognitas de presion. Es importan-
te tener en cuenta que si para calcular el vector p; hubiera que ensamblar
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las matrices elementales esta estrategia no se podria haber aplicado, ya que
tendriamos que haber programado aparte una rutina para calcular p; y luego
implementarla dentro de FEAP, complicando asi lo que ganamos con elimi-
nar las incognitas de presion.

Para integrar la ecuacion (B.3) en el tiempo se ha discretizado el término
de la aceleracién como sigue:

n+1 n

At

Uy R (B.4)
donde con un superindice con la variable n se denota el paso de tiempo.
El método de integracién utilizado es el implicito backward euler, por lo

que se precisa linealizar las matrices no lineales, que son N(u4) v ST (w4).

Calculo de las derivadas segundas

El término de estabilizacion ST anade nuevas dificultades. El residuo R
incluye el calculo de V - o, término en el que aparecen las derivadas segundas
de las funciones de forma de las velocidades N,,. Esta es una razén por la que
no se han utilizado elementos triangulares de 3 nodos, ya que entonces las
funciones de forma serian lineales y por tanto las derivadas segundas nulas.
Si se desarrolla el célculo de estas derivadas tenemos:

»#N, 9 (0N, _”z’:” 0 (ON,0&,\
Or0r;  Ox; \ 0r; ) Ox; \ Oy, Oz )

m=1

L PPN, 06, 06 | EZON| 0%
DY Gy o
At i 06,06, O Dy A=t 0&p | OO

(B.5)

donde se ha recuadrado el nuevo término que hay que calcular, esto es, las
derivadas segundas de las coordenadas del elemento de referencia (£) respecto
las coordenadas del elemento real (x). El célculo de estas derivadas segundas
no es inmediato y en esta tesis se propone el método descrito en el cuadro
B.1.

Observacién B.0.2 En este algoritmo d,; es la delta de Kronecker, siendo
0gi =1 st a=1ydy; =0 sia+#i. La obtencion de las derivadas seqgundas se
reduce a resolver un problema de ng;,, ecuaciones lineales con ng;y, incognitas,
ya que las NgimXngim ecuaciones resultantes estan desacopladas en grupos de
Ndim -
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nm

1. Se parte de la expresion de la transformacion del elemento de referencia al eleme

real:
To = 24(§)
2. Se derivan ambos lados respecto las coordenadas del elemento real 3 :
Z;
Ndim 8xa 8§m
b = 2 5g, 0
=1 Em OT;

3. Se deriva de nuevo respecto las coordenadas del elemento real

N O, 06, 06 X Ona 0%
0=>, Zl DEn0E, Da; Ox; mz::l 06, 01,01,

m=1 n=

8.Z‘ia$j

cada uno de los que se despejan las derivadas segundas

4. De esta ultima expresion se obtienen los sistemas de ecuaciones de ng;,, ecuaciones
*Em J

Cuadro B.1: Algoritmo para el cdlculo de las derivadas sequndas.






Apéndice C

Calculo de las trayectorias y
lineas de corriente

Planteamiento del problema

El calculo de las trayectorias y lineas de corriente consiste en integrar el
campo de velocidades que se ha obtenido al resolver las ecuaciones de Navier-
Stokes para el fluido. Esto es, se parte de u(x,t), que es dato de partida, y
se trata de hallar la curva x(t) que cumpla la ecuacién:

dx(t)

La misma ecuacion se puede expresar en forma integral como sigue:

() = @(te) + / w(z(r),7)dr (C.2)

to
La ecuacién diferencial (C.1) no se puede resolver analiticamente, ya que
hemos obtenido la solucién w(x,t) de forma discreta. Por tanto se ha de
utilizar un método numérico para resolver la ecuacién (C.1), que por ejemplo
se puede discretizar de la forma:

x(t+ At) — x(t)

AL = au(x(t + At),t + At) + (1 — a)u(x(t),t) (C.3)

con « € [0,1]. Dependiendo del valor del parametro «, obtenemos distintos
métodos dentro de esta familia. Para a = 0 tenemos un método explicito y
para a > 0 los distintos métodos implicitos. Las ventajas e inconvenientes de
cada método son:

a) Integracién implicita: Tiene la ventaja de poder dar pasos de tiempo
mas elevados. El problema principal es que hay que estimar la velocidad
u(x(t + At),t + At) (notar que precisamente x(t + At) es la incégnita
que queremos hallar) lo cual es complicado debido a que las funciones de
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forma son cuadraticas, aunque se pueden linealizar en el entorno de x(t).
Después hay que hallar la solucion del sistema de ecuaciones resultante,
teniendo que invertir una matriz de 2x2 en 2D 6 3x3 en 3D.

b) Integracién explicita: El avance en el tiempo es muy sencillo, ya que
la tinica informacién necesaria es u(x(t),t), la cual ya se tiene del paso
anterior. El problema es que es condicionalmente estable y hay que em-
plear un paso de tiempo muy pequeno para asegurar la convergencia, con
lo que el tiempo de calculo para obtener la curva se incrementa mucho.

A continuacién se muestra un ejemplo para ilustrar el problema del paso
de tiempo en un método explicito. Se trata del flujo confinado en una cavidad,
mostrado ya en el apartado 2.4.1, con los mismos datos que aquel y tomando
el caso de Re = 400. Considerando el estado estacionario, se calcula una linea
de corriente comenzando por el punto (0.6, 0.5) (sefialado con un circulo en el
dibujo). En el primer caso se ha tomado At = 0.025 seg. y en el segundo At
= 0.0025 seg. En la figura C.1 se muestran los resultados. En el primer caso
no se obtiene convergencia ya que el paso de tiempo es demasiado elevado,
mientras que el segundo caso si converge.

At =0.025 seg. At =0.0025 seg.

1

09 | 09 B

0.8 - 0.8 | 1
0.7 | 0.7 | 1
0.6 - 0.6 | 4
05 | 4
04 | 1
03 | 1
02 | 1

0.1 | b

! ! ! ! ! ! ! ! ! 0 ! ! ! ! ! ! ! ! !
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura C.1: Cdlculo de lineas de corriente. No convergencia (izquierda) y
convergencia (derecha).

Soluciéon adoptada

En este trabajo se ha optado por un método implicito, con a = 0.5 (que
es la regla del punto medio), esto es:

2(t+ At) = a(t) + %At[u(w(t AN A Ful@), )] (CA)



Apéndice C. Calculo de las trayectorias y lineas de corriente 213

Como hay que dar pasos de tiempo At pequenos se necesita obtener el campo
de velocidades en tiempos intermedios a los calculados. Por lo tanto hay que
construir un campo de velocidades continuo en el espacio y en el tiempo a
partir de los valores nodales de la velocidad en instantes del tiempo discretos.
Luego hay que hacer dos interpolaciones, una en el espacio y otra en el tiempo
(ver figura C.2, donde se muestra en 2D).

Tt 15 tiempo

Figura C.2: Interpolacidon espacial (izquierda) y temporal (derecha).

Interpolacion en el espacio

Esto se logra utilizando las mismas funciones de forma que se han em-
pleado en el cdlculo por elementos finitos (ver (2.17)). De hecho, esta es la
forma adecuada y exacta de hacerlo. Congelando el tiempo en un instante
fijo, se tiene:

u(x) ~ u'(x) = iNf(w)uA (C.5)
A=1

donde el significado de los términos es el mismo que en (2.17).

Interpolacion en el tiempo

Los valores intermedios se han obtenido por interpolacion lineal entre los
valores obtenidos por el calculo de elementos finitos, que son Ty, 17, T5, etc...
Por ejemplo, la velocidad en un tiempo intermedio ¢ entre T y T en el nodo
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A es:

Ty —t t—"1T;
'U,A(t) ~ ﬁu;«Tﬂ + ﬁuA(TQ) T1 S t S T2 (06)

Obviamente la interpolacién en el tiempo es necesaria para calcular la
trayectoria de las particulas. En el caso de las lineas de corriente esto no es
necesario ya que se congela el tiempo.

Descripciéon del algoritmo

En el cuadro C.1 se describen los pasos del algoritmo implementado.

Partiendo de la posicién x(t): \
1. Se halla la velocidad u(x(t),t) por medio de ambas interpolaciones espacial y temporal.

2. Se aproxima la velocidad w(x(t + At),t + At) linealizando las variables espaciales de
la funcién. En realidad, se trata de linealizar las funciones de forma cuadraticas. Esto
se expresa:

u(x(t + At),t + At) =~ u(z(t), t + At) + Vu - Az (C.7)

donde Vu es el gradiente del campo de velocidades en el punto x(t) y en el instante
t + At. El término Ax es el vector desplazamiento incégnita. Para calcular Vu se
utiliza la misma estrategia que en el calculo de elementos finitos, esto es, el elemento
de referencia y su transformacién al elemento real, calculando el jacobiano, la matriz
jacobiana asi como su inversa.

3. Se sustituye (C.7) en (C.4), teniendo en cuenta que x(t + At) — z(t) = Ax:
Az = %At[u(w(t), t+ At) + Vu - Az + u(x(t), )] (C.8)

4. Sedespeja Az de la ecuacién (C.8), que es lineal en Az y se puede despejar facilmente,
esto es:

<1 - ;AtVu> Az = %At[u(m(t),t + AL+ u(@(t), )] (C.9)

Ax = <1 - ;AtVu> ) %At[u(m(t),t + At) + u(z(t), 1)) (C.10)

donde 1 es el tensor unidad 2x2 6 3x3 dependiendo si estamos en 2D 6 3D.

5. El nuevo punto es (t+ At) = x(t) + Az. Ahora se comprueba si este punto pertenece
al mismo elemento o se ha salido de él. Si se ha salido, se obtiene el nuevo elemento
donde esta el punto y las correspondientes velocidades nodales de ese elemento.

Q Vuelve al punto 1 y se repite todo el proceso. J

Cuadro C.1: Algoritmo para el cdlculo de trayectorias y lineas de corriente.

Cabe destacar otro detalle. En el paso 5 del algoritmo anterior, si el nuevo
punto se sale del elemento actual, es necesario que dicho punto esté en un
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elemento adyacente a aquel. Esto es porque antes de lanzar el algoritmo se
ejecuta una rutina para hallar los elementos adyacentes a cada elemento. Por
lo tanto, cuando se busca el nuevo elemento, se busca entre esos elementos
adyacentes, que son unos pocos (como mucho 8 en 2D en el caso de cuadri-
lateros) acortando mucho el tiempo de calculo. De aqui se tiene que el paso
de tiempo At también tiene que tener en cuenta este hecho, y por lo que se
ha observado en los calculos hechos, esto es lo que condiciona At. Esto es,
no hay que saltarse elementos.






Apéndice D

Mallador 2D con cuadrilateros
y 3D con hexaedros

Planteamiento del problema

En esta tesis se han utilizado elementos finitos cuadrildteros de 4 nodos
para los problemas bidimensionales. El problema de obtener una malla de
triangulos estd resuelto en casi cualquier mallador, pero no para los cuadri-
lateros, ya que no siempre se obtienen buenas mallas con dichos malladores,
resultando elementos muy distorsionados. Aqui se ha hecho un mallador de
cuadrilateros con el objetivo de obtener elementos lo menos distorsionados
posible, esto es, intentando minimizar las desviaciones de los angulos que
forman los lados consecutivos respecto al angulo recto (90°).

Adicionalmente se ha aprovechado esto para crear las mallas tridimen-
sionales parametrizadas de cilindros y arterias, esto es, geometrias con una
curva directriz y una seccién transversal asociada a cada punto de la direc-
triz. Las mallas de la arteria coronaria izquierda anterior descendente (LAD)
sana y de la bifurcacion se han hecho con este mallador.

Descripcion del mallador 2D desarrollado

Para mallar con cuadrilateros se divide el dominio en parcelas de 4 lados.
El problema se reduce a como mallar cada una de estas parcelas. Cada uno
de esos lados se divide en un numero de nodos, que depende de la finura
de la malla. La originalidad de esta forma de mallar es que para hallar los
nodos interiores hay que hacer la intersecciéon no de dos rectas, sino de dos
ctbicas (ver figura D.1). La razén de unir los puntos A y B de dicha figura
con una cubica es que también se imponen los angulos de dicha curva en A
y B. Por lo tanto, se busca una curva que pase por dos puntos y que tenga
determinada pendiente en esos puntos. Para cumplir esas 4 condiciones se
necesita un polinomio de tercer grado. Haciendo esto, es decir, imponiendo
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también angulos, se controla parcialmente la distorsién de los elementos. La
definicion de estos angulos se hace interpolando linealmente angulos entre los
extremos de cada lado.

Ejes locales

Ejes globales
0 X

Figura D.1: Obtencion de un nodo P por interseccion de dos ciubicas.

Ecuacién de la cibica en los ejes locales

La expresion general de los polinomios de tercer grado que unen los puntos
A con By C con D de la figura D.1 son respectivamente:

Yy = 0411.1’? + OJHLU% + 1371 + Q4 (Dla)

Yo = QT3 + Qa3 + Qo3 Ty + iy (D.1b)

donde «;;, (1 = 1,2),(j = 1,..,4) son los coeficientes del polinomio que hay
que hallar. Utilizamos minusculas para las variables en ejes locales y mayts-
culas para ejes globales.

Pero si definimos unos ejes locales de tal forma que la cibica pase por el
origen y con pendiente nula en él, las expresiones anteriores se simplifican:

y1 = omiw] + appa? (D.2a)
Yo = QT3 + gty (D.2b)
Para obtener los dos coeficientes de cada curva se utiliza la condicion que

la cubica pase por el otro punto y con una determinada pendiente. Por ejem-
plo, para la ciibica 1, imponemos que pase por el punto B con la pendiente
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b
by = Oéllbi + algbi (D3a)
b/ == 30(11bi + 20[1217$ (D?)b)

donde hemos obtenido un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas, que
al ser lineal se resuelve invirtiendo la matriz 2x2 del sistema:

-1
3 2
o | _ | 0282 b, (D.4)
12 3b§ 2b$ b/

Para la segunda cubica se procede de forma analoga, esto es:

dy = OZQldi + agzdi (D5a)
d' = 3o d? + 2a9d, (D.5b)

Y se resuelve el sistema:
3 s 171
921 _ d:v dm dy (D6)
99 36@ 2d$ dl

Interseccion de las dos cubicas

Para hallar el punto P, que es el nodo buscado, hay que hallar la in-
terseccién de dos curvas de tercer grado. Pero antes de ello, hay que tener
en cuenta que cada cibica se ha expresado en unos ejes diferentes (sus ejes
locales). Por tanto, hay que expresar cada punto de las cubicas en los ejes
globales. Esto se hace ejecutando primero una rotacién (dngulo #; para los
ejes locales 1) y luego una traslacién (vector OA):

X1 _ C.OS(el) — sm(01) T + Al« (D7a)
Y1 sin(f;)  cos(6y) Y1 A,
rot;gién traslacién
X, _ c9s(92) — sin(fy) T . C, (D.7h)
Y, sin(fy)  cos(6s) Y2 C,
~ ~ Hl,_/
rotacién traslacion

El punto P es la interseccién de ambas curvas, luego se halla imponiendo:

X4
Y;

X
Y,

(D.8)




220

Teniendo en cuenta ahora la ecuacién (D.2) y la correspondiente para la
segunda cubica (la que une C' con D), la igualdad (D.8) se desarrolla en las
siguientes dos ecuaciones:

cos(61)zy — sin(0y) (a2 + apr?) + A, =
COS(@Q)[EQ - sin(92)(a21x§ + 0522./11‘%) + Cz (D9a)

sin(6y)z1 + cos(6y) (a2} + aprl) + A, =
SiH(@Q)LEQ + COS(GQ)(O{QLT; + 0622'%%) + Cy (ng)

Las ecuaciones (D.9) forman un sistema no lineal de dos ecuaciones con
dos incégnitas (x7, z5). Para resolverlo se ha utilizado el método de Newton-
Raphson, el cual se ha comprobado que converge en 3 6 4 iteraciones como
mucho si se empieza a iterar por el punto medio, esto es: x; = 0.5b, y 9 =
0.5d,.

Asimismo, el programa se ha disenado para que los lados de las regiones
puedan ser rectos, arcos de circunferencia 6 incluso también curvas cubicas
(para definir los dngulos deseados). Como ejemplo del mallado que resulta de
la figura D.1, se muestra éste dividido en 7x6 elementos en la figura D.2.

Figura D.2: Mallado de la region en 7x6 elementos.

Todas las regiones son malladas localmente y luego son ensambladas para
formar una unica malla de todo el dominio.

Extension a 3D con hexaedros

Para geometrias como las arterias la idea es obtener la malla de hexaedros
mediante la extrusion de una malla 2D a lo largo de una directriz.

Con el fin de racionalizar el proceso se ha hecho un moédulo bésico en el
que la directriz es una curva cuibica en 3D. Por tanto, para usarlo en una
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directriz de una arteria real lo que se hace es ajustar dicha directriz a una
sucesiéon de cubicas. La ventaja de la cibica respecto a una recta es que
podemos dar continuidad a las tangentes.

La idea basica es tomar una seccién circular 2D mallada con cuadrilate-
ros y mediante una sucesion de operaciones geométricas transformarla en la
secciéon transversal de un punto de la directriz.

Expresion de la directriz ciubica

La cubica se escribe de forma paramétrica y en ejes globales como:

X = ag + ait + ast® + agt® (D.10a)
Y = by + byt + byt + bst? (D.10b)
Z = Co + Clt + 62t2 + Cgtg (DlOC)

donde t es el parametro y a;, b;, ¢; son coeficientes a determinar. Las condi-
ciones son que la curva ha de pasar por los puntos A y B con tangentes v 4
y vp respectivamente. Aparte de esas condiciones hay que fijar también el
valor del parametro t en los puntos Ay B, esto es, t5 y tp.

Lo mas comodo es exigir que para t = 0 la curva pase por el punto inicial
A, esto es, t4 = 0. En cuanto al punto final hay infinitas posibilidades del
parametro t. Hay que tener en cuenta que si tg se elige muy grande la curva
hace muchos giros antes de llegar a B. Lo que se ha hecho es elegir t 5 = |AB]|,
siendo |AB]| la distancia entre A y B. Esto se hace para que el pardmetro ¢
coincida con la distancia para los casos en que la curva sea una linea recta.

VB

Ejes globales
Z

Figura D.3: Directriz cibica 3D. Puntos y tangentes.

Una vez hecho esto, los coeficientes son faciles de obtener. Para t = 0 se
tiene que ha de pasar por el punto A, luego:

ag = Al« bo = Ay Co = Az (Dl].)
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y también para t = 0 la tangente es v4, luego derivando las expresiones
(D.10) respecto t y particularizando en ¢t = 0 se obtiene:

a1 = Vg by =vay C1 = VA, (D.12)

con lo que hemos obtenido ya 6 de los 12 coeficientes incégnita.
Ahora el punto B. Para t = tp ha de pasar por dicho punto, de lo que
resultan las condiciones:

B, = ag + aitp + asth + asty (D.13a)
Bz = C —I— CltB + Cgt2B —f- Cgt?é (D13C)

y la tangente en B es vg, por lo que se tiene:

Vpe = Ay + 2apt g + 3asty (D.14a)
vpy = by + 2botp + 3bstH (D.14b)
Vg, = C1 + QCQtB + 303t23 (D14C)

obteniendo 3 condiciones mas.

Con las 6 ecuaciones obtenidas (fijarse que son lineales) en (D.13) y (D.14)
se despejan los 6 pardmetros que quedan (as, as, be, bs, co, c3). Por ejemplo, de
(D.13a) y (D.14a) se obtiene ay y az. De forma similar se hace con los otros
dos pares de ecuaciones.

Esto se hace con cada una de las ctibicas en que se ha dividido la directriz
real de la arteria. Como podemos imponer tangentes se logra una continuidad
suave cuando ensamblamos las sucesivas ctibicas.

Transformacion de la seccion transversal

Ahora queda definir cémo se construyen las secciones transversales a la
directriz. En la figura D.4 se ha dibujado en azul la parte del lumen y en
marron la parte de la pared.

Se parte de una malla construida en el plano con el mallador 2D y se
hacen las siguientes transformaciones:

1. Una homotecia para ajustar el diametro y el espesor a los datos reales.
Esta homotecia puede ser no homogénea y depender de la direccion
para asi ajustarse mejor a la seccion real.

2. Una rotacion tridimensional para orientar la normal a la seccion en la
direccion de la directriz en cada punto. Para esta operacion lo més
comodo es utilizar la expresion de la matriz de rotacion de FEuler-
Rodrigues:

R = cosOI + (1 —cosf)n®@n +sinH (D.15)
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Mallador 2D

Transformacién

WWnnust)
\g\\\|\¢ l'

Ejes globales
A

O
X

Figura D.4: Colocacion de la seccion transversal sobre la directriz.

donde 6 es el angulo girado, m el vector unitario en la direccién del
eje de rotacién y H es la matriz hemisimétrica asociada al producto
vectorial nA.

3. Una traslaciéon para colocar el centro de la secciéon en el punto de la
directriz.

Una vez hechas unas cuantas transformaciones, dependiendo de cuantos
elementos en la direccion de la directriz se quieran, se define facilmente la
conectividad de los hexaedros mediante la uniéon de secciones sucesivas.

En la figura D.5 se observa cémo quedaria finalmente la malla para una
arteria sana.

Figura D.5: Malla de hexaedros de una arteria sana hecha con el presente
mallador.

También se ha elaborado una variante del mallador para poder obte-
ner mallas de bifurcaciones también paramétricamente a partir de las dos
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directrices. Cabe decir que el algoritmo se complica bastante para poder pa-
rametrizar la zona de uniéon de la bifurcacién. En la figura D.6 se muestra un
ejemplo de bifurcaciéon utilizando una malla con un total de 5776 elementos
entre fluido y solido.

Figura D.6: Malla de hexaedros de una bifurcacion hecha con el presente
mallador.

El software desarrollado para este mallador, tanto el 2D con cuadrilateros
como estos tiltimos en 3D se dejard en una pagina web . El mallador 3D ser4
util porque permite obtener mallas de hexaedros automaticamente a partir
de los datos clinicos con las técnicas usuales de angiografia e IVUS.

Thttp://w3.mecanica.upm.es/~fran



Apéndice E

Calculo del perfil parabdlico 3D
de velocidades

Objetivo

Se trata de hallar un perfil de velocidades u(x) que integrado en la su-
perficie de entrada de la arteria I' sea igual a un caudal Q:

/Fu(:c) -dl = Q (E.1)

siendo dI' el vector diferencial de superficie.

El criterio elegido para calcular el perfil de velocidades es que sea una
aproximacion al flujo de Poiseuille, siendo esta aproximacion exacta para el
caso de seccién circular.

Los datos disponibles son un conjunto de puntos no coplanarios en general
en el extremo inicial de la geometria real, representando éstos la seccién de
entrada.

Descripcion del método utilizado

La idea es trasladar el problema inicial 3D a un problema en el plano.
Para ello se ajusta un plano por minimos cuadrados y se proyecta la superficie
I' inicial al plano, creando la superficie proyectada I',. Se mide el area por
un método aproximado y se utiliza la férmula para hallar el volumen del
paraboloide, que es:

1
= A
vV =3Af

siendo V' el volumen, A el drea y f la flecha (distancia vertical desde el vértice
a la base) del paraboloide, como se muestra en la figura E.1.
Por tanto, la aproximacién que se hace es:

1
Q = §Spvpunta (EQ)
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Figura E.1: Paraboloide de referencia.

siendo S, el 4rea de la superficie proyectada al plano I') ¥ vpunta 1a velocidad
maxima, que es la del punto central de dicha superficie. La correspondencia
seria:

Ve——Q
A— S,
f(—>vpunta

De (E.2) se obtiene:

2
Upunta = S_Q (E3)
p

El punto P, al que se asocia la velocidad punta es un nodo representativo
del centro de I',, calculado con el criterio de mdxima distancia al perimetro
de I'y.

Por ultimo, para calcular la velocidad en los puntos restantes F; de I,
se supone una parabola con valor nulo en el perimetro, vértice en el centro
(punto P.) y contenida en un plano perpendicular a I', que pase por el centro
y dicho punto P;.

Desarrollo del algoritmo

Ajuste de un plano por minimos cuadrados

Dados un conjunto de puntos F;;, donde ¢ representa el punto (i =
1,2,...,n), siendo n el nimero de puntos de la superficie y j la coordena-
da (j = 1,2,3), se quiere ajustar un plano escrito en su forma canénica:

bixy + Paxe + Py =1 (E.4)

Para ello se calcula la siguiente suma:

n 3

o => ( BiPy — 1>2 (E.5)

=1 j=
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que representa la suma de las desviaciones cuadraticas de todos los puntos
respecto al cumplimiento de la ecuacion del plano.

Observaciéon E.0.3 Un plano escrito en la forma (E.4) no puede pasar por
el origen de coordenadas. Si el plano buscado pasara por el origen, lo que
se hace es una traslacion de los puntos P;; y por tanto también el plano se
traslada.

Para hacer minima la suma de (E.5), se calculan las derivadas parciales
respecto ﬁk y se iguala a cero, obteniendo las ecuaciones siguientes:

8ﬁk Z(Zﬁﬂ Ps) m—ZPm— k=123  (EG6)

=1 7=1

que son tres ecuaciones lineales con tres incognitas 31, B2, O3.

Proyeccion de los puntos al plano

Primero se obtiene el vector normal unitario n al plano calculado ante-
riormente. Como la ecuacién del plano estd en su forma canénica (E.4), dicho
vector es: 3

n; J

LV B+
donde el signo menos es debido a que en las geometrias que se han usado el
flujo se aleja del origen en el sentido positivo del eje z, por lo que el vector
normal a I', es el opuesto.

La distancia ¢; de cada punto al plano se calcula sumando al punto P;
un numero de veces el vector n, y obligando al punto resultante a cumplir la
ecuacion del plano (E.4).

3
=300 Pyny
3
Zj:l Gin;

donde 9; puede ser positivo o negativo, aunque es irrelevante.
El punto proyectado sera:

j=1,2,3 (B.7)

5 =

i=1,2,...n (E.8)

= Py +0in; (E.9)

donde ahora se senalan con minuscula p los nodos ya proyectados.

Calculo del punto central

Para calcular el punto central, se calcula primero la distancia minima de
cada punto al perimetro, la cual se denota por d; min.

Una vez obtenidas dichas distancias, se calcula el maximo de dichas dis-
tancias segun:

d = max{d; min } (E.10)

El punto cuya distancia es d se define como el punto central p..
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Calculo del area

El calculo del area de la superficie I', se hace utilizando la férmula de
Heron, la cual calcula el area de un triangulo a partir de la longitud de sus
tres lados.

Sy =/s(s — 1) (s — lp)(s — I3) (E.11)
donde s es el semiperimetro del tridangulo y [y, [ y [3 los lados de dicho
triangulo.

Por lo tanto, se une el punto central p. con todos los demas puntos del
perimetro, formando tridngulos (ver figura E.2) y calculando el area con la
férmula (E.11). El drea de I', serd la suma de todas ellas, esto es:

Ny
Sp=>_5 (B.12)
t=1

donde N; es el nimero total de tridngulos contenidos en I'.

Figura E.2: Superficie Iy particionada en tridngulos.

Calculo del perfil de velocidades

Finalmente, se calcula la velocidad asociada a cada punto.

El primer paso es calcular la velocidad en el nodo central p., para lo cual
se usa la formula (E.3).

Para calcular la velocidad en el resto de los nodos p;, se supone una
parabola con vértice en el centro p. y valor nulo en el perimetro, pasando por

dicho nodo p;
2

T
Uy = Upunta<1 - l_2> (E13)
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siendo r; la distancia del punto p; al perimetro y v; el médulo de la velocidad
del punto p;, como se muestra en la figura E.3.

BN

Upunta

(%

Pe Pi

Ty

[

Figura E.3: Pardbola que aprozima el perfil de velocidades.

Finalmente, se le asocia el vector velocidad a cada punto de la superficie
tridimensional original T'.

P [w=um]

En la figura E.4 se muestra un ejemplo en el que se ha aplicado el algo-
ritmo descrito a una seccion no circular.

——

-
=
—— 4
-

S
| —

Figura E.4: Ejemplo del perfil de velocidades calculado en una seccion no
circular.
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